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HNTRODUCTION. 


Euclide  qui  écrivait,  il  y  a  deux  mille  ans,  pouvait  dévouer  comme  il 
l'a  fait,  aux  seuls  éléments  de  la  géométrie,  un  volume  tout  entier  de 
propositions  abstraites  ;  et  les  élèves  d'alors,  peu  occupés  de  tant  d'autres 
sciences  qui  étaient  à  cette  époque,  ou  inconnues,  ou  seulement  dans  leur 
enfance,  mais  qui  de  nos  jours  ont  pris  tant  de  développement,  pouvaient 
sacrifier  à  l'étude  de  ces  éléments  un  temps  beaucoup  plus  considérable 
qu'on  ne  saurait  le  faire  aujourd'hui. 

Fort  de  cette  pensée,  l'auteur  de  ce  traité  s'est  appliqué  à  une  étude 
spéciale  de  l'œuvre  de  l'ancien  Géomètre,  dans  le  but  d'abréger  autant 
que  possible  et  de  rendre  plus  concis  l'ensemble  des  propositions  qui  la 
constituent. 

C'est  ainsi  qu'on  a  réduit  de  plus  de  moitié  les  deux  cents  et  quelques 
propositions  des  six  premiers  livres  de  l'auteur  Grec,  dans  l'édition  qu'en 
a  donnée  Plajfair  ;  mais  sans  y  comprendre  cependant  le  cinquième  livre 
qu'on  a  entièrement  éliminé  ou  séparé  des  cinq  autres,  pour  en  mettre 
au  nombre  des  principes(  o.-à-d.,  où  il  convient,  croyons-nous)  les  théorèmes 
les  plus  importants  et  indispensables. 

Il  serait  évidemment  par  trop  long  de  détailler  ici  tout  le  procédé 
suivi  pour  fondre  les  propositions  afin  d'en  diminuer  le  nombre  ou 
pour  mieux  dire,  l'étendue  ;  et  d'ailleurs  quelques  exemples  suffiront 
pour  faire  juger  du  travail  tout  entier. 

On  ne  nous  fera  assurément  pas  une  faute  d'avoir  mis  tout  d'abord  au 
nombre  (9*0  et  *i^l  *)  des  postulats  ou  demandes,  les2nde.  et  Sème,  pro- 
positions du  1er.  livre  d'Euclîde.  De  la  22ème.  prop.  on  a  fait  (ftfMÎ)  la 
1ère,  après  avoir  tiré  des  définitions  mêmes  les  conclusions  nécessaires  à  sa 

(•)  Les  chiffres  noirs  renvoyent  aux  propositions  de  cet  ouvrage  j  les  autres, 
aux  propositions  d'Euclide. 


IV 


PREFACE. 


solution,  et  de  cette  manière  la  lôre.  prop.  d'Euolide  s'est  rdduite  (223) 

à  une  simple  conséquence  de  la  22ùrae.     Aidé  dca  carollaires  tirés  (lîlîl 

et  laa)  de  la  définition  (121)  d'un  angle,  on  a  pu  déduire  des  définitions 

qui  y  ont  trait,  les  propositions  1,3,  14,  15,  20,  27,  28,  etc.     Pourquoi 

ne  ferait  on  pas  (143)  de  la  30ùnie.  prop.  un   simple  axiome  ?  Les 

axiomes  ('î'©)  et  (1"T)  nous  en  donnent  bien  le  droit  (144).  Des  33ème. 

.  et  34ôme.  d'Euclide  nous  n'avons  fait  qu'une  prop.     Nous  en  n.onsagi 

de  même  (284)  à  l'égard  des  prop.  35  et  36  ;  car  Euclidc  lui-môme  qui 

dans  ses  4ôme.  et  8ôme.,  par  exemple,  superpose  les  figures  les  unes  aux 

autres  afin  d'en  démontrer  l'égalité,  aurait  pu  de  mCuie  superposer  l'une 

à  l'autre  les  bases  égales  de  ses  parallélogrammes  pour  les  regarder 

ensuite  comme  une  seule  et  même  base  ;  ce  qui  oOt  permis  do  faire  de 

la  seconde  de  ces  deux  prop.  une  conséquence  directe  de  la  première.  On 

a  réduit  et  pour  cause  (280)  à  un  simple  corollaire  les  deux  propositions 

suivantes,  les  37ème.  et  38ème.  ;  et  ainsi  de  suite. 

Pour  ce  qui  est  du  2ème.  livre  tVEucUde  qu'on  a  aussi  quelque  peu 
condensé,  l'on  y  a  ajouté  (366)  un  lerarae  qui  fera  comprendre  (369) 
toute  l'importance  de  la  cinquième  prop.  de  ce  livre  dans  la  solution  do 
plusieurs  problèmes  d'une  très  grande  utilité  pratique,  savoir:  (3^3), 
(375),  (376),  (691),  etc.  Des  propositions  9  et  10  l'on  a  donné  (385) 
(88T)  des  démonstrations  diflférentes,  plus  succinctes  et  par  lu  même  plus 
faciles  à  retenir,  quoique  cependant  l'on  n'ait  fuit  que  peu  ou  point 
d'usage  de  ces  théorèmes  dans  la  suite  de  ce  traité. 

Passons  au  Sème,  livre  d'Euclide,  Nous  sommes  bien  de  l'avis  de 
Clairaut,  que  c'est  parce  que  Euclide  avait  affaire  de  son  temps  à  des 
sophistes  obstinés  qui  se  faisaient  fort  de  refuser  leur  assentiment  aux 
vérités  les  plus  évidentes,  qu'il  trouva  nécessaire  de  prouver,  comme  il  le 
fait  (prop.  2),  que  "  la  ligne  droite  qui  relie  deux  points  quelconques 
dans  la  circonférence  d'un  cercle  est  entièrement  dans  ce  cercle  "  ;  et 
de  même  il  nous  paraît  qu'il  n'est  pas  indispensable  do  démontrer  la 
vérité  des  prop.  23  e*  24,  rendues  évidentes  par  les  propositions  (39©) 
{4*4).  Pourquoi  ne  pas  faire  du  problème  25  un  simple  cor.  du 
prob.  1  ?  L'on  conçoit  sans  doute  qu'il  ait  été  possible  de  réduire  les 
quatre  prop.  suivantes  à  de  simples  corollaires  d'une  prop.  plus  générale. 
Une  solution  différente  (450)  de  la  33ème.,  en  réduira  les  trois  cas  ù  uu 
seul  ;  et  il  en  sera  de  même  (502)  et  (503)  dos  prop.  35  et  36. 

Au  4éme.  livre  d'Euclide,  on  a  fait  de  la  première  prop.  une  consé- 
quence (255)  de  la  première  de  ce  traité  ;  on  a  réduit  comme  on  peut 
le  voir,  (633)  les  quatre  problèmes  6, 7,  8,  9  ;  et  à  l'aide  d'une  proposition 
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plus  générale,  on  a  fait  («41)  (64îl)  des  probî'^mcs  11,  12,  13  et  14, 
de  simples  corollaires  ou  scolies.  Les  trois  angles  ou  sommots  d'un 
triangle  ne  sont  que  des  points,  considération  qui  nous  a  permis  do  fondre 
(417)  (4S80)  la  prop.  V  de  ce  Uvre  avec  la  prop.  B.  du  dernier. 

Dans  le  bème.  Uvre  d'Euclide,  dont  on  trouvera  comme  on  l'a  déjà 
dit,  les  conclusions  parmi  les  principes  de  ce  traité,  on  a  fait  usage  du 
mot  quantité,  avec  la  signiûcation  générale  qu'on  lui  donne  à  l'endroit  de 
l'article  (84),  afin  de  pouvoir,  à  l'aide  des  propositions  ayant  trait  aux 
rapports  et  proportions  entre  deux  ou  plusieurs  quantités  quelconques 
de  mC'me  espèce,  raisonner  sur  les  nombres  aussi  bien  que  sur  les  lignes, 
les  angles,  les  surfaces  et  les  solides,  et  en  déduire  comme  on  l'a  fait 
dans  beaucoup  de  cas  (et  par  analogie,  dans  tous  les  cas)  la  manière 
d'arriver  à  la  solution  numérique  aussi  bien  que  géométrique  des  divers 
problèmes  de  cet  ouvrage. 

On  a  réduit  à  de  simples  axiomes,  plusieurs  des  propositions  de  ce 
livre]  savoir,  les  prop.  7,  9,  11,  15  et  F  qui  ont  leurs  équivalents  res- 
pectifs dans  les  paragraphes  (83  et  83)  (72)  (75)  (7»)  et  (81)  et  pour 
cause  (71)  (74)  (80).  En  effet,  nous  tenons  que  pour  se  rendre  compte 
de  la  vérité  d'un  axiuuie,  il  se  fait  dans  l'esprit  un  raisonnement  plus  au 
moins  long.  On  n'est  pas  prêt  à  admettre  instantanément  que  si  deux 
choses,  par  exemple,  sont  égales  à  une  troisième,  elles  sont  égales  entre 
elles.  Avouons  que  dans  le  cas  de  cet  axiome,  le  premier  et  le  plus 
évident  de  tous,  le  raisonnement  mental  n'est  que  de  quelques  secondes  ; 
mais  tout  court  que  soit  ce  raisonnement,  il  a  lieu.  Prenons  les 
axiomes  suivants  d'Euclide.  *'  Si  à  des  quantités  égales,  on  ajoute  des 
quantités  égales,  les  touts  seront  égaux  ;  et  si  de  quantités  égales  l'on 
retranche  des  quantités  égales,  les  restes  seront  égaux.  Ici  le  raisonne- 
ment est  un  peu  plus  long  qu3  dans  le  dernier  cas,  et  si  l'on  passe  aux 
axiomes  suivants  où  l'on  ajoute  et  retranche  des  quantités  égales  et 
inégales,  il  faut  un  procédé  de  l'esprit  encore  plus  long  pour  se  rendre 
compte  tout  d'abord  de  la  proposition,  c'est-à-dire  pour  bion  en  apprécier 
l'énoncé,  puis,  en  saisir  la  vérité.  Cela  posé,  il  suffira  de  pousser  l'opéra- 
tion mentale  un  peu  plus  loin,  mais  toujours  dans  d'étroires  limites, 
pour  déduire  comme  nous  l'avons  fait,  des  axiomes  ordinaires,  les  axiomes 
additionnels  de  ce  traité. 

A  part  les  quelques  théorèmes  dont  on  a,  comme  on  vient  de  le  dire, 
fait  des  axiomes,  on  en  a  éliminé  un  bon  nombre,  condensé  quelques-uns 
et  déduit  les  autres  comme  conséquences  de  ceux  qui  les  précèdent,  et 
d'ailleurs. 
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Disons  enfin,  à  l't'gard  du  Gème.  livre  d'EucUde,  qu'on  no  voit  pas  trop 
la  ndccssito  do  faire  dec  propositions  14  et  16  des  théorùines  sdpards, 
puisque  conimo  on  le  fait  voir  (*'*7),  chaque  triangle  est  moitié  de  son 
parallélograuimc  correspondant  et  que  les  moitiés  sont  comme  les  touts. 

Il  est  clair  aussi  que  la  définition  qu'on  a  donnée  (*'4)  du  mot  quantité 
permet  de  démontrer  (80  i\S9)  les  théorèmes  16  et  17  qu'on  a  d'ailleurs 
déduits  aussi  des  propositions  LV  et  LVII  de  ce  traité  ;  et  pour  ce  qui 
est  par  exemple  de  la  prop.  21  de  ce  livre,  il  suffira  des  remarques  pré- 
cédentes pour  faire  comprendre  do  suite  qu'on  a  dû  en  faire  un  simple 
axiome  ou  (S809)  le  corollaire  d'une  définition. 

En  général  l'on  s'est  atta'ché  à  mettre  les  divers  problèmes  qui  dépen- 
dent des  éléments,  immédiatement  en  regard,  pour  ainsi  dire,  des 
théorèmes  sur  lesquels  reposent  leur  solution,  et  on  en  a  fait  de  simples 
scolies  ou  conséquences  découlant  de  ces  propositions;  cette  mise  en 
regard  et  juxtaposition  ayant  l'avantage  de  rendre  la  solution  d'autant 
plus  facile  qu'on  a  plus  frais  dans  la  mémoire  les  principes  applicables 
ii  cette  solution. 

Les  démonstrations  sont  dans  un  grand  nombre  de  cas  différentes  de 
celles  d'Euclide;  elles  sont  la  plupart  plus  concises,  plus  succinctes  et 
plus  variées.  On  a  souvent  expliqué  les  problèmes  et  théorèmes  de  deux 
ou  plusieurs  manières  différentes,  comme  à  l'article  (374)  par  exemple  et 
à  l'endroit  des  articles  (881)  (883)  (489)  (35»)  etc.,  afin  de  se 
mettre  autant  que  possible  à  la  portée  des  intelligences  diverses. 

L'on  verra  d'ailleurs  dans  le  tableau  qui  va  suivre,  la  mise  en  regard 
des  propositions  qui  se  correspondent  dans  ce  traité  et  dans  les  éléments 
d'Euclide. 

Du  théorème  additionnel  (589)  on  a  déduit  une  règle  pour  la  solution 
d'un  problème  (591)  d'une  haute  importance  pratique  dans  le  partage 
des  terres,  et  de  même  on  a  tiré  du  cor.  (ttOS)  le  moyen  de  résoudre  le 
problème  du  par.  (609). 

On  a  souvent  mis  en  regard  de  la  solution  ou  construction  géométrique 
d'un  problème,  sa  solution  numérique  (570)  (571)  (599  sco.  4)  et  le 
Lemme,  page  177,  permet  de  comparer  dans  tous  les  cas  et  de  traduire 
les  données  pour  les  rendre  propres  aux  opérations  auxquelles  on  désire 
les  soumettre. 

De  plus,  ce  qui  d'ailleurs  était  de  stricte  nécessité  pour  rendre  logiques 
toutes  les  conclusions  de  ce  traité,  l'ouvrage  est  suivi  et  raisonné  du 
commencement  à  la  fin  j  chaque  proposition,  comme  dans  Euclide,  ne 
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dépendant  pour  sa  démonstration  ou  solution  que  do  colles  qui  la  prt'cô- 
dcnt  et  nullement  de  celles  qui  viennent  après.  En  effet,  rt't'érer,  comme  on 
le  fait  à  l'endroit  do  l'article  (j|8N  aux  articles  (513)  (***)  ne  détruit 
aucunement  ce  que  l'on  vient  d'affirmer,  car  ce  renvoi  équivaut  tout 
simplement  à  avérer  que  le  problème  dont  il  s'agit  se  réduit  à  un  autre 
problème  non  encore  démontré  ;  et  de  môme  (/l**!)  rien  empêche  do 
dire  que  la  surface  d'un  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonférence 
par  la  moitié  de  son  rayon  quoique  ce  no  soit  qu'à  l'art.  (070)  qu'on 
donne  le  moyen  de  trouver  cette  circonférence. 

Qu'il  y  ait  des  imperfections,  et  en  grand  nombre,  dans  notre  manière 
de  traiter  le  sujet,  c'est  ce  dont  nous  sommes  intimement  convaincu,  et 
au  moment  d'écrire  ces  mots,  nous  les  connaissons  déjà  pour  la  plupart 
et  y  porterons  remède  dans  une  seconde  édition  ;  mais  espérons, 
qu'on  nous  tiendra  compte  de  la  tdche  ardue  de  sortir  d'un  sentier  battu 
depuis  2000  ans,  pur  les  plus  célèbres  géomètres,  et  rendu  sacré  et  histo- 
rique, pour  ainsi  dire,  par  les  souvenirs  qu'ils  nous  en  ont  laissés,  pour  se 
frayer  une  route  moins  longue,  mais  toute  nouvelle  et  jonchée  d'obstacles 
aussi  insurmontables,  dans  leur  espèce,  que  le  percement  de  Suez  ou  des 
Alpes  ou  que  celle  que  l'on  tente  inutilement  depuis  si  longtemps  par  les 
mers  du  nord  pour  sauver  les  mois  pénibles  que  requièrent  le  détour  d'un 
continent. 

Pour  dire  un  mot  du  reste  de  notre  œuvre,  espérons  que  l'Elève  nous 
saura  gré  de  l'avoir  souvent  pris  par  la  main  pour  le  conduire  au  but 
désiré,  d'avoir  pour  ainsi  dire  pensé  tout  haut  avec  lui,  do  nous  être 
mis  à  sa  place,  d'être  descendu  à  la  portée  de  sa  jeune  intelligence  pour 
lui  rendre  facile  et  agréable  la  solution  de  tant  de  problèmes  dont  on  se 
contente  d'ordinaire  d'indiquer  la  route  à  suivre,  sans  sarrêter  un 
instant  pour  se  rendre  compte  des  considérations  qui  en  ont  déterminé  le 
choix,  comme  on  le  fait  à  l'endroit  de  la  proposition  LX  de  ce  traité  ; 
de  même,  en  (709)  (713)  (734)  (735)  (754  et  755),  plus 
particulièrement  au  prob.  de  l'article  (760)  761)  ('Ï03),  encore  aux 
problèmes  ('Î64)  (165)  (172)  (S^T)  et  en  général  partout  où  une 
solution  présente  quelque  difficulté  ou  ne  se  présente  pas  de  suite  h 
l'esprit  de  qui  veut  en  faire  l'essai 

On  a  indiqué  aussi  (SôT  à  869)  la  relation  de  la  théorie  à  la  pratique 
dans  un  grand  nombre  de  problèmes  qui  au  premier  abord  peuvent 
paraître  de  pure  fantaisie. 

L'élève  avant  de  tenter  la  solution  d'un  problème,  voudra  bien  lire  le 


vin 
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texte  (les  articles  (h^^  à  Sft«)  («l'I  i\  «TS)  et  il  profitera  auHsi  sans 
doute,  enp(5ron8  le,  de  la  lecture  do  la  note  do  ce  dernier  article,  pour 
(jvitcr  le  ridicule  que  Tliorpe  a  encouru  en  faisant  fjraver  sur  l'acier 
la  preuve  vivante  de  sa  monstrueuse  ignorance,  pour  l'afficher  ensuite  aux 
yeux  du  public  tout  entier  dans  les  vitrines  du  Bureau  dos  Patentes. 

Pour  les  "  plans  "  et  "  solides,  "  nous  on  avons  agi  comino  pour  les 
lignes  et  surfaces  dont  nous  avons  fondu  les  propositions  do  la  luaniùro 
qu'on  a  fuit  voir.  La  preuve  que  nous  donnons  do  la  prop.  4  du  ."îènie. 
livre  est  analogue  i\  celle  dont  on  se  sert  d'ordinaire  pour  d<?inontrcr 
qu'un  paralliMoLiraninjc  équivaut  à  un  rcctanuie  de  nieincs  base  et  hauteur, 
et  l'on  ne  saurait,  croyons  nous,  y  objecter,  puisque  cette  nianiùre  de 
traiter  le  sujet  a  certainement  l'avantage  d'êtro  fort  clairo  et  précise  et 
de  s'adapter  aux  intelligences  les  plus  limitées. 

Aux  considérations  relatives  aux  solides  purement  élémentaires,  tels 
que  le  prisme,  le  cône  droit,  le  cylindre  droit,  etc..  nous  avons  ajouté  des 
règles  pour  les  volumes  et  surfaces  des  cônes  et  cylindres  obliques,  et 
irréguliers,  et  des  troncs  et  onglets  de  ces  solides,  etc.,  sans  oublier  les 
solides  de  révolution  avec  leur  application  pratique  au  toisé  des  voûtes, 
dômes,  etc. 

A  la  Trigonométrie,  tant  sphérique  que  rectîlîgne,  on  a  fait  subir  des 
modifications  correspondantes  h  celles  qu'on  a  opérées  sur  les  Eléments 
de  la  géoméiiie,  et  s'aidant  de  Saury,  l'on  a  initié  l'élève  à  l'étude  des 
logarithmes  d'une  manière,  croyons  nous,  à  lui  en  faire  apprécier  l'utilité 
et  aimer  l'usage.  Nous  nous  sommes  étendu  plus  que  d'ordinaire  sur 
les  aflections  des  côtés  et  dea  angles  du  triangle  sphérique,  sujet  qui 
nous  paraissait  n'avoir  pas  ét^  traité  d'une  manière  à  le  rendre  clair  pour 
qui  veut  s'occuper  de  cette  étude. 

Parsemés  dans  le  texte,  l'on  rencontrera  de  nombreux  exemples  du 
calcul  à  faire  pour  résoudre  les  divers  problèmes  qui  ont  trait  à  cette 
partie  de  l'ouvrage,  tant  par  nombres  naturels  que  par  logarithmes,  et 
plusieurs  tableaux  (voir  la  table  des  matières)  qui  font  voir  d'un  coup 
d'oeil  l'ensemble  des  opérations  i\  faire  pour  conduire  au  résultat  désiré. 

La  dernière  partie  (livre  VII)  do  l'ouvrage  est  à  elle  seule  un  traité 
complet  de  toisé  théorique  et  pratique,  avec  des  exemples  en  grand  nombre 
applicables  aux  arts  et  métiers,  des  règles  faciles  pour  le  jaugeage 
d'un  tonneau  ou  autre  vaisseau  de  forme  quelconque,  pour  le  mesurage 
des  bois  en  grume  et  des  plançons  à  faux  bois  ;  aussi,  quelques  consi. 
sidérations  sur  les  poids  spécifiques  et  sur  l'usage  qu'on  peut  en  faire 
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pour  (îi'tcrmînor  les  volumes  cznots  des  corps  irréguliors,  leurs  poids  par 
leurs  volumes,  et  les  inp;r(^dicnts  divers  des  corps  composés. 

Sii^nalons  ici  ù  l'attention  du  Odomôtro  "  l'expression  ou  rôgic  ,,..idralo" 
que  nous  donnons,  page  062,  pour  déterminer  le  volume  d'un  solide 
élémentiiiro  quelconque,  et  exprimons  l'espoir  que  oottte  seule  proposition 
qui  en  embrasse  tant  d'autres,  qui  réduit  pour  ainsi  dire  à  une  seule 
et  mCme  règle  toutes  les  règles  ordinaires  si  variées  qu'elles  le  soient, 
pour  arriver  au  volume  des  divers  solides  dont  il  s'agit  ici,  et  qui  est 
par  li\  même  facile  à  retenir  et  difficile  à  oublier,  sera  suffisante  pour  qu'on 
ne  nous  accuse  pus  d'offrir  au  public  un  ouvrage  inutile. 

Viennent  enfin  les  tables  ordinaires  de  logarithmes  des  nombres  et 
des  lignes  trigonométriques,  avec  un  choix  de  quelques  autres  tables  dont 
certaines  ont  trait  à  la  solution  des  problèmes  de  ce  traité  et  les  autres 
d'une  très  grande  utilité  pratique  pour  abréger  (voir  page  102  des 
tables^  le  travail  dans  bien  des  cas. 

Faiaor.s  remarquer  en  terminant  cette  préface  qu'on  s'est  constamment 
étudié  à  faire  dépendre  la  solution  de  tout  problème  du  plus  petit  nombre 
possible  de  principes  élémentaires,  afin  que  l'élève  les  puisse  retenir 
constamment  dans  sa  mémoire  et  au  besoin  les  mettre  à  profit.  Le 
lecteur  aura  compris  qu'on  s'est  prévalu  dans  la  rédaction  de  cet  ouvrage 
des  œuvres  de  Playfair  et  de  Sauri.  Avouons  aussi  que  Legendre  et  Davies 
nous  ont  été  d'un  puissant  secours,  et  rendons  hommage  au  beau  talent 
de  notre  jeune  élève,  René  Steckel  à  qui  nous  devons  le  théorème  (SOU), 
le  théorème  (589)  et  par  suite  la  solution  du  problème  (*•*),  la  solution 
d'une  foule  des  problèmes  (pages  261  à  323)  qui  ont  trait  au  premier 
livre  de  ce  traité  et  notamment  les  problèmes  Ç^^'^),  C''^*),  C^**), 
(1f60),  ("ÏCS)  et  (8'*4)j  avec  beaucoup  de  suggestions  utiles  dont  nous 
n'avons  pas  été  lent  à  profiter. 
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n  y  a  encore  plusieurs  tables  qui  sont  d'un  grande  utilité  dans  la  solution 
d'une  foule  de  problèmes,  mais  qu'on  ne  saurait  donner  ici,  sans  ajouter 
trop  aux  dimensions  de  cet  ouvrage  :  telles  sont  les  tables  où  l'on  trouve 
d'un  coup  d'œil  ou  par  simple  inspection  et  sans  la  nécessité  d'aucun  calcul  : 
le  diamètre  d'un  cercle  dont  on  connaît  la  circonférence,  ou  la  circonférence 
d'un  cercle  dont  on  a  le  diamètre  ;  la  surface  d'un  cercle  dont  la  circonférence 
ou  le  diamètre  nous  est  connu  ;  le  côté  d'un  carré  égal  en  surface  à  un  cercle 
donné  ;  le  carré  ou  le  cube  d'un  nombre  donné,  ou  la  racine  carrée  ou  cubique 
de  tel  nombre  ;  etc.,  etc.  D'ailleurs,  ces  tables  se  trouvent  partout  et  on  se 
les  procure  au  besoin  à  peu  de  frais. 
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ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE. 

EXPLICATION  DES   TERMES  ET  SIGNES. 


(1)  G  ^oraétrie.  ('J)  Etendue  :  longueur,  largeur,  hauteur  ou  profondeur. 
(3)  Résumé  de  quelquesuna  des  termes  employés  en  géométrie.  (4)  Sens 
de  ces  termes,  comme  suit,  savoir:  (5^  Définition.  (6)  Proposition. 
(1)  Axiome.  (8)  Demande.  (9)  Théorème.  (10)  Lemrae.  (Il)  Scolie. 
(IS)  Corollaire.  (13)  Démonstration  :  directe  ou  positive,  indirecte  ou 
négative;  réduction  à  l'absurde.  (14)  Preuve  oculaire.  (15)  Problème. 
(16  Solution  :  numérique,  géométrique,  mécanique  ou  graphique.  (IT)  Hy- 
pothèse. (18)  Méthode.  (19)  Analyse  ou  méthode  analytique,  invention, 
résolution  :  (30)  Synthèse  ou  méthode  synthétique,  composition.  (31)  Somme, 
diflFérence,  produit,  quotient.  (23)  La  soustraction  le  contraire  de  l'addition, 
la  division  le  coi.  -aire  de  la  multiplication.  (33)  Facteurs  :  multiplicateur, 
multiplicande.  Termes  :  diviseur,  dividende.  (34)  Quantité,  unité  de 
mesure  :  numérique,  linéaire,  superficielle,  cubique,  angulaire.  (35)  Quan. 
tités  de  même  espèce.  (36^  Le  signe  =  ,  équation,  côtés  ou  membres, 
termes.  (37)  Les  signes  >  et  <.  (38)  Le  signe +  .  (39)  Le  signe  -  . 
(30)  Le  signe  x .  (31)  Le  signe  -j- .  (33)  Parenthèses,  traits.  (33)  Coef- 
ficient. (34)  Première  puissance,  exposant.  (35)  Carré  ou  seconde 
puissance,  exposant  *.  (36)  Cube  ou  troisième  puissance,  exposant  *. 
(37)  Racine  carrée  ou  racine,  le  signe  ^  ou  V-  (38)  Racine  cubique, 
signe  V-  (39)  Exposants  fractionnaires  ^,  J.  (40)  Carré  ou  cube  sur  une 
ligne  ou  d'une  ligne,  racine  d'un  carré  ou  d'un  cube  géométrique. 
(41)  Produit  continu.  (43)  Quotient  continu.  (43)  Multiple.  (44)  Sous- 
multiple,  fraction  ou  partie.    (45),  (46)  Multiples  et  sons  multiples  égaux. 

(47)  Expression  numérique  d'un  rapport,  degré  possible  d'approximation. 

(48)  Quantités  commensurables.  (49)  Commensurabilité  des  fractions  j  ^, 
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et  de  certains  autres  nombres.  (50)  Quantités  incommensurables.  (51)  Ex- 
pression rapprochée  du  rapport  entre  deux  quantités  incommensurables. 
C53)  Rapport  approximatif  du  côté  d'un  carré  à  sa  diagonale.  (53j  Incom- 
mensurabilité du  diamètre  et  de  la  circonférence  d'un  cercle,  leur  rapport 
porté  à  600  chiffres,  inutilité  du  rapport  exact.  (54)  Le  signe.  • .  (55)  Les 
nombres  entre  parenthèses.  (50)  Signification  abstraite  ou  générale  de 
certains  mots.  (57)  Abréviations  employées  dans  ce  traité,  l'expression 
"  donc,  etc.  " 

PAGE  17.    RAPPORTS  ET  PROPORTIONS. 

(5§)  Rapport  ou  raison,  rapport  de  l'égalité.  (59)  Expression  numé- 
rique d'un  rapport.  (60),  (61)  Quatre  quantités  proportionnelles.  (651)  Les 
signes  : ,  :  :  .  (68)  Termes  :  extrêmes,  moyens.  (64^  Antécédents,  consé- 
quents, quatrième  proportionnelle.  (65)  Trois  quantités  proportionnelles, 
moyenne  proportionnelle,  troisième  proportionnelle.  (66)  Deux  quantités 
réciproquement  proportionnelles.  (61)  Signification  du  mot  "  réciproque, 
ment.  " 

PAGE  20.     BEMARQUE. 

Sur  l'emploi  du  caractère  noir  dans  ce  traité  ;  énonciation  abstraite  ou 
générale,  concrète  ou  particulière  des  diverses  propositions. 

PAGE  22.     AXIOMES.     (6S)à(§5). 

(HB)  à  (105^.    Propositions  ayant  trait  aux  quantités  proportionnelles. 

DÉFINITIONS 

ET  CONSÉQUENCES  QUI  EN  RÉSULTENT. 

(106;  Point.  (lOT)  Ligne,  longueur.  (108)  Ligne  droite.  (112)  Ligne 
courbe.  (113)  Ligne  brisée.  (114)  Superficie  ou  surface.  (115)  Plan 
ou  surface  plane.  (116)  Surface  courbe,  (n'y)  Figure  plane,  périmètre. 
(118)  Aire,  surface  ou  superficie.  (119)  Corps  ou  solide.  Lisez  la  note 
page  371.  (laO)  Solidité  ou  volume.  (121;  Angle  rectiligne,  sommet. 
(12Y)  Ligne  perpendiculaire,  angle  droit.  (129;  Angles  de  même  affection. 
(130)  Angle  obtus,  aigu;  supplément,  complément.  (131)  Angles  de 
suite  ou  supplémentaires.  (ISV)  Angles  opposés  au  sommet.  (141)  Lignes 
parallèles.  (147)  Angles  correspondants.  (1  ■  j)  Figures  rectilignes. 
(157)  Figures  trilatérales  :  trilatères,  triangles  ou  trigones.  (158)  Quadri- 
latères ou  tétragones.  (159)  Polygones.  (160)  Triangle  équilatéral, 
isocèle,  scalène.  (163)  Triangle  rectangle,  obtusangle,  auctangle.  (164)  Hy. 
poténuse.  (165)  Carré  ou  tétragone,  diagonale.  (166)  Rectangle. 
(108)  Rhombe  ou  losange.    (160)  Parallélogramme.    (172)  Trapèze. 
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(173)  Diagonale  ou  diamètre  d'une  figure.  (114)  Pentagone,  hexagone, 
lieptagone,  etc.  (1T5)  Polygone  équilatéral,  équiangle,  régulier  j  rayon 
droit,  oblique  ;  centre  d'un  polygone  régulier.  (176;  Polygones  mutuelle- 
ment  équilatéraux,  mutuellement  équiangles;  côtés,  angles  homologues. 
(IVT)  Gnomon.  (17»)  Parallélogrammes  autour  d'un  diamètre,  complé. 
ments.  (179)  Hauteur  d'un  triangle,  sommet,  base.  (180)  Hauteur  d'un 
parallélogramme.  (182)  Base  d'un  triangle,  d'un  parallélogramme 
(183)  Angle  adjacent,  inclus,  vertical,  au  sommet.  (184)  Figure  rectiligne 
inscrite,  circonscrite.  (186)  Cercle,  circonférence,  centre.  (181)  Diamètre 
d'un  cercle.  (189)  Eayon.  (190)  Arc  de  cercle,  corde.  (191)  Segment 
de  cercle.    (19SI)  Secteur.    (193)  Ligne  droite  insente  dans  un  cercle. 

(194)  Argle  inscrit  ou  à  la  circonlérence,    angle    dans    un    segment. 

(195)  T.iangle  inscrit,  figure  inscrite,  circonférence  circonscrite.  (190)  Tan. 
gente,  point  de  contact,  cercles  tangents.  (197)  Sécante.  (Ift8)  Triangle, 
polygone  circonscrit  à  un  cercle,  cercle  inscrit  dans  une  figure  rectiligne. 
(199)  Angle  au  centre,  appuyé  sur,  sous-tendu  par.  (SOO)  Distance  d'une 
corde  au  centre  d'un  cercle.  (SOS)  Zone  de  cercle  :  centrale,  latérale  j 
lunule.  (203)  Figures  égales,  cercles  égaux.  (304)  Figures  équivalentes, 
solides  équivalents.  (305)  Triangles  semblables,  angles  et  côtés  homologues. 
(307)  Figures  semblables.  (311)  Arcs,  secteurs,  segments  semblablef  • 
(813)  Côtés  réciproquement  proportionnels.  (313)  Ligne  droite  coupéa 
en  moyenne  et  extrême  raison.  (314)  Produit,  rectangle  de  deux  ligues; 
carré.     (316)  Rectangle  contenu  par. 

PAGE  53.    DEMANDES  OU  POSTULATS.    (317  à  (331) 

PROPOSITIONS. 

ET   CONSÉQUENCES  QUI  EN   DÉCOULENT. 

(333)  à  (348).    Des  triangles  et  de  leur  construction  ;  etc.    (850)  à 

(369).    La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  quelconque  vaut  deux 

angles  droits  ;  etc.    (870)  à  (304)  Des  parallélogrammes,  polygones  et 

triangles  équivalents,  etc.    (305)  à.  (334)  Du  carré  de  l'hypoténuse  etc. 

(335)  à  (358)  Des  surfaces  des  triangles,  parallélogrammes,  trapèzes 

quadrilatères,  polygones,  etc.    (353)  à  (38T)  De  la  division  d'une  ligne 

en  deux  ou  plusieurs  parties,  et  de  la  comparaison  des  rectangles  qui  en 

résultent.  (398)  à  (397)  De  quelques  propriétée  importantes  des  triangles. 

(398)  De  l'incommensurabilité  du  côté  et  de  la  diagonale  d'un  carré.  (390) 

\  (437)  Du  cercle,  secteur,  segment,  de  la  zone  et  lunule  et  des  surfaces  de 

ces  figures,  etc.    (438)  à  (508)  Du  cercle  et  de  ses  cordes,  tangentes 

sécantes,  intersections,  angles  inscrits  et  circonscrits.    (500)  à  (571  Des 

triangles  et  autres  figures  semblables,  des   rapports    (548)  entre  leurs 

côtés  et  leurs  angles,  et  des  rapporta  (554)  entre  leurs  côtés  et  leurs  sur" 
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faces.  Leinme.  Traduction  des  données  de  numériques  en  géométriques 
et  l'inverse  ;  emploi  d'une  échelle  de  parties  égales  pour  faciliter  les  opéra- 
tions. (5§Î8)  à  (584)  De  quelques  propriétés  du  cercle  et  de  ses  cordes, 
sécantes  et  tangentes.  (5S5)  à  (500)  Des  parallélogrammes  équiangles 
et  des  compléments  égaux  d'un  parallélogramme,  etc.  (600)  à  (614) 
De  quelques  autres  propriétés  du  cercle  et  des  lignes  menées  dans  le  cercle,  etc. 
C^-HS)  à  (616)  De  l'inscription  et  de  la  circonscription  des  polygones  au 
cercle  et  du  cercle  aux  polygones.  (668)  à  (673)  De  la  quadrature  du 
cercle  et  du  rapport  approximatif  de  la  circonférence  au  diamètre. 

PROBLÈMES  DIVERS  SE  RAPPORTANT  AUX 
PROPOSITIONS  DU  PREMIER  LIVRE. 


(00) 
(01) 
(O») 

(issâ) 
(ââ5) 

(326) 

(240) 

(241) 

(2-12) 

(243) 

(244) 

(245) 

(246) 

(24T) 


(353) 
(250) 

(266) 

(2'y§) 
(270) 
(280) 
(288) 

(200) 


Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  quantités  données. 

Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  quantités  données* 

Trouver  une  troisième  proportionnelle  à  deux  quantités  données. 

Faire  un  triangle  avec  trois  ligues  données. 

Inscrire  dans  un  cercle  une  ligne  donnée. 

Faire  un  triangle  dont  les  côtés  soient  égaux  à  ceux  d'uD  «litre 

triangle. 

<<  Bissecter  "  un  angle,  c.-à-d.  le  diviser  en  deux  purties  égaler. 

Diviser  un  angle  en  2,  4,  8,  16,  etc.,  parties  égales. 

Faire  un  angle  égal  à  un  angle  donné. 

Faire  un  triangle,  ayant  deux  côtés  et  l'angle  inclus. 

'<  Bissecter  "  une  ligne  ou  la  diviser  en  deux  parties  égales. 

Mener  une  perpendiculaire  à  une  ligne,  en  un  point  donné. 

Mener  une  perpendiculaire  à  une  ligne  par  un  point  donné  hors 

de  la  ligne. 

Mener  une  perpendiculaire  à  une  ligne  lorsque  le  point  donné  est 

à  l'extrémité  de  la  ligne  ou  lorsque  la  perpendiculaire  doit  tomber 

en  dehors  de  la  ligne. 

Mener  par  un  point  donné  une  ligne  parallèle  à  une  autre  ligne. 

Etant  donnés  deux  angles  d'un  triangle  ou seulementleur somme, 

trouver  le  troisième  angle. 

Faire  un  triangle,  ayant  deux  angles  et  un  côté  adjacent  ou 

opposé  à  l'un  d'eux. 

Faire  un  carré  sur  une  ligne  donnée. 

Faire  un  rectangle. 

Faire  un  parallélogramme. 

Partager  un  triangle  en  parties  équivalentes  ou  proportionnelles 

par  des  lignes  menées  du  sommet  à  la  base. 

Faire  un  parallélogramme  équivalent  à  un  triangle  donné  et  ayant 

un  angle  égal  à  un  angle  donné. 
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'891)  Faire  un  rectangle  équivalent  à  un  triangle  donné. 

(303)  Faire  un  triangle  équivalent  à  une  figure  rectiligne  quelconque. 

(303)  Réduire  un  polygone  quelconque  en  un  rectangle  équivalent. 

(304)  Rectifier  une  ligne  de  division,  ou  remplacer  une  ligne  brisée  par 
une  ligne  droite,  sans  altérer  en  rien  les  aires  relatives  des  parties 
de  la  figure  â  diviser. 

(308)  Faire  sur  une  ligne  donnée,  un  parallélogramme  équivalent  à  un 
triangle  donné,  et  ayant  un  angle  égal  à  un  angle  donné. 

(390)  Convertir  un  triangle  en  un  rectangle  équivalent,  ayant  un  côté 
d'une  longueur  donnée. 

(800)  Faire  un  rectangle  équivalent  à  un  rectangle  donné  et  ayant  un 
côté  égal  à  une  ligne  donnée. 

(301)  Faire  un  parallélogramme  équivalent  à  un  quadrilatère  donné  et 
ayant  un  angle  égal  à  un  angle  donné. 

(303)  Faire  un  parallélogramme  équivalent  à  un  polygone  ^'i  figure  rec- 
tiligne quelconque,  et  ayant  un  angle  égal  à  un  angle  ctonné. 

(308)  Faire  sur  une  ligne  donnée,  un  parallèlogr.  équivalent  à  une  fig. 
rect.  donnée,  et  ayant  un  angle  égal  à  un  angle  donné. 

(804)  Convertir  un  polygone  en   un  rectangle  équivalent,  ayant  un  de 

ses  côtés  d'une  longueur  donnée. 
(806)   Trouver  le  côté  d'un  carré  équivalent  à  la  somme  de  deux 

carrés  donnés. 
(307)  Faire  un  carré  équivalent  à  un  nombrequelconque  de  carrés  donnés. 

(309)  Trouver  le  côté  d'un  carré  équivalent  à  la  diltérence  de  deux 
carrés  donnés. 

(331)  Etant  donnés  deux  côtés  d'un  triangle  et  un  angle  opposé  à  l'un 

deux,  construire  le  triangle. 
(33*7)  Construire  un  trapèze  lorsque  les  quatre  côtés  en  sont  donnés. 
(34S)  Trouver  la  surface  d'un  rectangle,  carré,  parallélogramme,  rhombe 

ou  losange,  triangle,  trapèze. 
(340)  Etant  donnés  la  surface  et  un  des  éléments  ou  facteurs  dans  un 
''  '  rectangle,  parallélogramme,  rhombe  ou  losange,  triangle,  trapèze 

etc.  5  trouver  l'autre  élément  ou  facteur. 
(350)  Revenir  de  la  surface  d'un  carré  à  son  côté. 
(491)  Trouver  la  surface  d'un  quadrilatère  quelconque. 
(353)  Trouver  la  surface  d'un  polygone  quelconque. 

(367)  Etant  données  la  somme  et  la  différence  de  deux  lignes,  trouver 
les  deux  lignes  séparément. 

(368)  Etant  données  la  somme  et  la  différence  de  deux  quantités  quel- 
conques, de  même  espèce  :  trouver  ces  quantités  séparément. 

(3'Y3)  Diviser  une  ligne  donnée  de  manière  que  le  rectangle  de  ses 
segments  soit  équivalent  à  un  carré  donné,  ou  faire  un  rectangle 
équivalent  à  un  carré  donné  et  ayant  la  somme  de  ses  côté-s 
adjacents,  égale  à  une  ligne  donnée. 
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ime  de  deux 


)ppo8é  à  l'un 


nés,  trouver 


(•175)  Faire  un  rectbngle  équivalent  à  un  carré  donné,  et  ayant  une 

ditiérence  donnée  entre  ses  côtés  adjacents. 
(370)  Faire  un  carré  équivalent  à  une  figure  rectiligne  donnée.      ^ 
(S'Y?)   Solution  numérique  des  trois  derniers  problèmes. 
(380)  Prolonger  une  ligne  d'une  quantité  telle  que  le  rectangle  de  la 

ligne  ainsi  prolongée  et  de  la  partie  prolongée  soit  équivaleût  à  un 

carré  donné. 
(3S1)  Diviser  une  ligne  en  deux  parties  telles  que  le  rectangle  de  la  ligne 

entière  et  de  l'une  de  ses  parties  soit  équivalent  au  carré  de 

l'autre  partie. 
(411)  Trouver  le  centre  d'un  cercle  donné. 

(413)  Etant  dontié  un  segment  de  cercle,  décrire  le  cercle  dont  le  segment 
fait  partie. 

(414)  Trouver  le  point  qui  a  servi  de  centre  à  un  arc  de  cercle  donné 

quelconque.  f  nrr  9ir«1 

(415)  "  Bissecter  "  un  arc  donné  ou  le  diviser  en  deux  parties  égales. 
(410)  Diviser  un  arc  de  cercle  en  2,  4,  8,  16,  etc.,  parties  égales. 
(417)  Faire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  trois  points  donnés. 
(4SO)  Circonscrire  un  cercle  à  un  triangle  donné. 

(433)  Décrire  un  arc  de  cercle  dont  on  connaît  la  base  et  la  hauteur. 
(430>  Trouver  la  surface  d'un  secteur  de  cercle. 

(431)  Trouver  la  surface  d'un  cercle  dont  on  cgimaîtt  U^Qi|rconférence  et 
le  rayon.  »,.,,r,,-,.*.;,,-i  ,v.,;;,,., ,,,,  ....r.-.n- 

(432)  Revenir  de  la  surface  d'un  cercle  ou  secteur  donné  à  ses  éléments, 
c.-à  d.  déterminer  le  diamètre  d'un  cercle  dont  on  connaît  la  sur- 
face et  la  circonférence,  ou  la  circontérencie,  quand  ou  connaît  la 
surface  et  le  diamètre. 

(433)  Trouver  la  surface  d'un  segment  de  ç^ijçle  moindre  qu'uu  demi" 
cercle,  ou  égal  à  un  demi-cercle,,,.f,!,^',.;^,,„  H-r-'-^-r  r^^f  ft^ 

(434)  Trouver  la  surface  d'un  segment  de  cercle  plus  ^and  qu'un  domi- 
cercle. 

(435)  Trouver  la  surface  d'une  zone  de  cercle  centr^^le,  latérale. 

(436)  Trouver  la  surface  d'une  lunule  quelconque. 

(43'T)  Trouver  la  surface  d'une  figure  p^ane  quelconque.  <^  -<«>r„f' 
(450)  Décrire,  sur  une  ligne  donnée,  un  segment  d«»      rde  capable  de 

contenir  un  angle  donné.  .  i  .  .■ 

(488)  Mener,  par  un  point  donné  sur  sa  circoniévf  'de  ;^ne  tangente  à 

un  cercle  ou  à  un  arc  de  cercle. 

(400)  Couper  un  cercle  de  manière  qu'un  de  ses  seguents  soit  capable 
d'un  angle  donné. 

(401)  Mener  une  tangente  à  un  cercle  par  un  point  donné  hors  du  cercle. 

(513)  Diviser  une  ligne  donnée  en  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales.  / 

(514)  Diviser  une  ligne  donnée  en  parties  proportionnelles. 
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finS)  Retranches  de  ou  ajouter  à  une  ligne  donnée,   une  partie  de 

longueur  donnée. 
(514)  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  lignes  données. 
(51"      Trouver  une  troisième  proportionnelle  à  deux  lignes  données, 
(504         ouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  données. 
(QHS)  ^  aire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  donné  et  dont  la  soninio 

des  côtés  adjacents  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 
H^     Faire  un  carré  équivalent  à  un  rectangle  donné. 
(MI8>  Trouver  le  côté  d'un  carré  qui  soit  à  un  carré  donné  comme  une 

ligne  donnée  à  une  ligne  donnée. 
(540)  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  ou  d'un  arc  dont  on  connaît  la  corde 

et  1&  perpendiculaire  (flèche)  au  centre  de  cette  corde  :   orithmé- 

tiquement,  par  construction  géométrique. 
(051)  Faire,  snr  une  ligne  donnée,  une  figure  eemblable  à  une  figure 

rectiligne  donnée. 
(5#4>  Troaver  le  rapport  des  carrés  ou  autres  figures  semblables  dé- 
crites sur  deux  lignes  données. 
(505)  Trouver  deux  lignes  ayant  entre  elles  le  même  rapport  que  celui 

qui  existe  entre  deux  rectangles  contenus  par  des  ligne»  données. 
(500)-  Décrire  une  figure  semblable  à  deujr  autres  figures  semblables,  et 

équivalente  à  leur  somme  ou  à  leur  différence. 
Solutran  numérique  (590)  du  même  problème. 
(567)  Décrire  une  figure  semblable  à  une  figure  rectiligne  donnée  et 

ayant  à  cette  figure  un  rapport  donné. 
SolOftion  numérique  (5YO^  2<^)  du  même  problème. 
(508>  Décrire  une  figure  semblable  à  une  figure  rectiligne  donnée  et 

équivalente  &  une  autre  figure  donnée. 
S«4ution  numérique  (571)  du  même  problème. 
(500)  Diviser  un  triangle  en  deux  ou  (2")  en  plusieurs  parties  égales  ou 

ayantr  entre  elles  des  rapporta  donnés  par  des  lignes  parallèles  à 

l'un  de  ses  côtés.  ' 

Solution^  oritiinaétifue  («STl»  2°)<du  même  problème. 


îtEimi,  PAGE  177. 

l**  Les  termes  d'nn  rapport  donné  étant  numériques,  remplacer  ces  nombres 
pat  dès  lijgneâ  ayant  eûtré  elles  les  mêmes  rapports. 

2^  Trouver  le  rapport  numérique  existant  entre  deux  lignes  données. 

3°  Si  les  lignes  données  étaient  incommensurables. 

4°  Trouver  le  rapport  numérique  entre  trois,  quatre,  cinq  ou  un  nombre 
quelconque  de  lignes  données. 

fio  Trouver  le  rapport  numérique  entre  deux  figures  rectilignes  quelconques. 
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6"  Trouver  trois  lignes  ayant  entre  elles  le  même  rapport  que  celui  existant 
entre  trois  fl^^ures  rcctilignes  quelconques. 

1°  S'il  y  avait  plus  que  trois  figures  auxquelles  il  fallût  trouver  dce  lignes 
proportionnelles. 

8°  Usage  d'une  échelle  de  parties  égales  pour  faciliter  la  solution  des 
problèmes  précédents. 

9°  Trouver  au  moyen  d'une  échelle,  le  rapport  entre  deux  ou  plusieurs 
figures  rectilignes  quelconques. 

10°  Trouver  le  rapport  entre  deux  on  plusieurs  figures  curvilignes  ou 
mixlilignes. 

(ftT'l)  Etant  données  les  cordes  d'une  «one  de  cercle  et  la  distance  entre 

elles,  trouver  le  rayon  du  cercle  dont  la  zone  ftiit  partie. 
(5S1)   Mener  une  tangente  à  un  cercle  d'un  point  donné  hors  du  cercle. 
(5812)  Diviser  une  ligne  donnée  en  deux  prrties  telles  que  la  plus  grande 

soit  moyenne  proportionnelle  entre  la  ligne  entière  et  l'autre 

partie.    (Moyenne  et  extrême  raison  (588) 
(584)  Faire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  donné  et  ayant  entre  ses 

côtés  adjacents  une  différence  donnée. 
(501)  (503)  Partager  (solution  numérique)  un  triangle  donné  en  deux 

parties  égales  ou  proportionnelles  par  une  ligne  passant  par  un 

point  donné  dans  l'intérieur  du  tr5ang!e. 
(503)  à  (508)  Solution  du  dernier  problème  paf  construction  géomé* 

trique. 
(505)  Trouver  une  ligne  qui  soit  à  une  ligne  donnée  Comme  un  carré 

donné  à  un  carré  donné. 
(500)  Résumé  et  comparaison  du  travail  nécessaire  pour  les  solutions 

graphique  et  numérique  du  même  problème; 
(OOO)  Construire  un  triangle,  étant  donnés  s»  surface,  l'un  des  côtés  et 

le  rapport  entreles  deux  autres  côtés. 
(031)  Inscrire  un  polygone  régulier  dans  un  cercle. 

(633)  Circonscrire  un  cercle  à  nti  polygone  régulier. 

(634)  Inscrire  un  cercle  dans  un  polygone  régulier. 

(635)  Circonscrire  un  polygone  régulier  à  un  cercle. 

(637)  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  équilatéral. 

(638)  Inscrire  dans  un  cercle  un  triangle  équiangle  à  un  triangle  donné. 

(630)  Inscrire  un  Cercle  dans  un  triangle  équilatéral. 

(636)  Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle  donné  quelconque. 

(631)  Circonscrire  à  un  cercle  donné  un  triangle  équilatéral. 

(633)  Circonscrire  à  un  cercle  un  triangle  équiangle  à  un  triangle  donné. 
(633)  à  (637)  Inscrire  et  circonscrire  un  cercle  à  un  carré  et  un  carré 

à  un  cercle. 
C<634)  Trouver  le  centre  d^un  polygone  ayant  un  nombr)^  pair  de  côtés. 
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(H40)  IiiHcriro  un  décagone  régulier  dans  un  cercle. 
(041)  ThNcrire  dauH  un  cercle  un  pentagone  régulier. 
(643)   CircotiHcrire  un  déciigono  ou   pentagone  régulier  à  un   cercle  ; 

inscrire  et  circonscrire  un  cercle  à.  un  pentagone  ou  décagone 

régulier. 
(64  1)  luHcrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle. 
(«4ft)  CirconHcrire  un  hexagone  rég.  à  un  cercle. 

(646)  Inscrire  ou  circonscrire  un  cercle  à  un  hexagone  régulier. 

(647)  Autre  moyen  d'inscrire  un  triangle  équilatéral  dans  un  cercle. 
(640)  Inscrire  dans  un  cercle  un  pentédècagone  ou  polygone  régulier  do 

quinze  côtés. 
(651)  Inscription  des  polygones  de  8,  16,  32,  64,  etc.  côtés  ;  de  12,  21, 

48,  9G,  etc.  côtés  ;  de  20,  40,  80,  etc.  côtéd  et  de  30,  60,  120,  etc. 

côtés. 
(657)  Inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  régulier  semblable  au  polygone 

circonncrit  à  ce  cercle.     Circonscrire  à   un  cercle  un  polygone 

régulier  semblable  au  polygone  inscrit  dans  ce  cercle. 
(659)  Etant   donné  un  polygone  régulier  circonscrit  à  un  cercle,   on 

demande  à  circonscrire  à  ce  cercle  un  polygone  régulier  ayant  un 

nombre  double  de  côtés. 
(66!>)  Etant  données  la  surface  d'un  polygone  régulier  inscrit,   et  celle 

d'un  polygone  semblable  circonscrit  ;   trouver  les  surfaces  des 

polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit  ayant  un  nombre  double 

de  côtés. 
(^KO)  Trouver  le  rapport  approximatif  de  la  circonférence  au  diamètre 

d'un  cercle. 
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PAGE   232.    APPLICATION 

DES    PROPOSITIONS    PRÉCÉDENTES 

•       A    LA    SOLUTION 

DE  QUELQUES  PROBLÊMES. 

(6'î'3)à850) 

(6t3)  Inscrire  un  parallélogramme  dans  un  quadrilatère.  (674)  à 
(6T1)  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  dont  on  connaît  la  surface  et  les 
angles  :  solutions  géométrique  et  numérique.  (678)  Etant  donnés  la 
surface  d'un  triangle  et  le  rapport  entre  ses   côtés,   trouver  les  côtés. 

(679)  Trouver  le  côté  d'un  polygone  régulier  dont  on  a  la  surface. 

(680)  Trouver  les  côtés  d'un  polygone  irrégulier  dont  on  a  la  surface  et  les 
angles  des  triangles  composants.  (681)  Trouver  les  côtés  d'un  polygone 
irrégulier  dont  on  a  la  surface  et  les  rapports  entre  les  côtés  des  triangles  com- 
posants. (68a;  REM.  Traduction  des  données.  (689)  Trouver  le  rapport 
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entre  les  côtés  d'une  figure  rectiligne,  dont  on  n'a  que  lo8  angles  doM  triangles 
Coni|K)HuntH.     (<I90)  Etant  donnés  la  Hurfucc  et  deux  côtés  d'un  triangle, 
trouver  le  troisiôtno  côlé.     (601)  Dans  un  rectangle  on  u  la  surface  et  la 
diagonale  pour  trouver  les  côtés.     (092)  Trouver  le  côté  d'un  carré,  quand 
on  a  la  ditlérenco  entre  lo  côté  et  la  diagduale.     (693)  REIII.  ayant  trait 
à  la  solution  de  ces  problèmes.     (694)  Etant  donnés  la  surface  d'un  rcc- 
tongle  et  le  ropport  entre  ses  côtés,   trouver  les  côtés.     (695)  Trouver  les 
côtés  d'un  rectangle  dont  on  connaît  la  ditl'érence  entre  un  côté  et  la  diago* 
nale  et  le  rupiH)rt  entre  les  côtés.     (696)  Faire  un  parallélogramme  égal 
en  surface  et  en  périmètre  à  un  triangle  donné.     (69T)  Diviser  un  cercle 
en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales  en  surface  et  en  périmètre. 
(698)   On  a  dans  un  parallélogramme,  la  surface,  le  périmètre  et  la  difUé- 
rence  entre  la  base  et  la  hauteur,  pour  construire  la  figure.     (699)  On  a, 
dans  un  quadrilatère,   deux  côtés  opposés  et  trois  angles,  pour  trouver  la 
Hurface.    (10O)  Trouver  sur  chacune  de  deux  lignes  indéfinies,  inchnées 
entre  elles,  un  point  également  éloigné  du  point  où  ces  lignes  se  rencontre- 
raient si  elles   étaient  suffisamment  prolongées.     (701)  Uissecter  (Note 
page  4)  l'espace  angulaire  formé  par  deux  droites  indéfinies  inclinées  l'une 
à  l'autre.    (tOÎÎ)  On  a  l'angle  formé  par  la  perpendiculaire  et  la  tangente 
menées  d'un  point  à  un  cercle,  et  la  distance  de  ce  point  au  cercle  ou  la 
longueur  de  la  perpendiculaire,  pour  trouver  le  rayon.     (703)  Manièr'^  de 
déterminer  par  ce  problème,  le  rayon  de  la  terre.     (704)  Trouver  le  plus 
grand  triangle  rectangle  qu'on  puisse  faire  sur  une  base  donnée.  (105)  Ins- 
crire  dans  un  triangle  donné  le  plus  grand  rectangle  possible.    (T06)  Mener 
par  un  point  donné  une  ligne  qui  étant  prolongée  rencontrerait  deux  autres 
lignes  indéfinies   au   point   inaccessible  et  invisible  de  leur  intersection. 
(TOI)  Dans  un  trapèze  rectangulaire  dont  on  a  la  base  et  les  perpendicu- 
laireè  ou  côtés  parallèles;  trouver  sur  la  base,  la  position  d'un  pointqui  soit 
également    éloigné    des    sommets    ou    ex.trén\ité8    des    côtés    parallèles. 
(tO§)  Autre  solution  du  même  problème.    (T09)  Etant  donnés  les  dis- 
tances  entre  trois  points  situéo  non  en  ligne  droite,  et  les  angles  sous-tendus 
en  un  quatrième  point  par  les  lignes  menées  de  ce  point  aux  trois  autres 
pointe  I  trouver  la  position  du  quatrième  point.     (110)  Le  même  problème, 
quand,  au  lieu  des  distances  des  trois  premiers  points,  on  a  deux  de  ces 
distances  et  l'angle  inclus.   (111)  Le  même  problème,  quand  les  trois  points 
sont  situés  en   ligne  droite  et  qu'on  a  les  distances   entre  ces  points. 
(718)  Etant  donnés,  les  distances  entre  trois  points  situés  non  en  ligne 
droite,  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  distances  et  l'angle  inclus)  et  les 
angles  sous-tendus  en  deux  autres  points  par  la  ligne  menée  d'un  de  ces 
points  à  l'autre  et  par  les  lignes  menées  de  chacun  de  ces  points  respective- 
ment  aux  points  en  premier  lieu  mentionnés  ;  trouver  la  position  de  ces  deux 
autres  points.     (713)   Cas  dans   le  quel  ce  problème  serait  indéterminé. 
(114)  Les  problèmes  709,  712,  et  les  deux  suivants  sont  particuliers  aux 
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relevés  des  côtéa  maritinee,  etc.  (715)  Les  données  sont  les  droiiea  AB, 
ne,  CD,  avec  les  angles  ABC,  BCD;  pour  établir  à  l'aide  des  angle-^  AEF, 
ARB  et  DFE,  DFC,  la  position  des  points  fcl,  F.  (71«)  Trouver  par  cona. 
traction   graphique   la   position  des  points   K,   F  du    dernier    problénie. 

(717)  Quatre  points  sont  situés  en  ligne  droite  ;  on  connaît  la  disiance  du 
premier  au  second  et  celle  du  troisième  au  quatrième  _:  on  a  do  plus  les  trois 
angles  sous-tendus  en  un  cinquième  point  par  li's  lignes  menées  de  ce  point 
aux  quatre  autres  points  :  on  demande  à  fixer  à  l'aide  de  ces  données,  la 
position  du  cinquième  jwint  et  A  trouver  la  distance  du  second  au  troisième. 

(718)  On  a  le  périmètre  d'un  triangle  et  le  rapjwrt  entre  les  côtés  ;  trouver 
les  côtés.     (719)  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  dont  on  a  le  périmètre  et 
les  angles.    (780)  Etant  donné  le  rapport  entre  les  trois  angles  d'un 
triangle,  trouver  les  angles.     (121)  Dans  un  triangle,   soit  à  trouver  les 
côtés  lorsqu'on  on  conntiît  la  surface,  un  angle,  et  le  rap[H)rt  entre  la  base 
ci  la    hauteur,  ou  la  somme  des  base  et  hauteur,   ou   leur  difiérence. 
(742)  Déterminer  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle  ou  d'un  parallélo- 
gramme dont  on  a  la  surface,  avec  la  somme  et  le  rectangle  ou  produit  de 
deux  côtés  adjacents.    (7SS3)  Etant  donnés,  dans  un  triangle,  la  surface,  la 
somme  de  deux  côtés  et  l'angle  inclus  :  trouver  les  côtés.  (I'î84)  Construire 
un  triangle  dont  on  a  la  surfhce,  la  base  et  la  somme  des  deux  autres  côtés. 
(725)  Décrire  un  cercle  qui  soit  tangent  à  un  cercle  donné  et  qui  passe 
par  deux  points  donnés.     (1'26)  Le  même  problème,  lorsque  les  cercles  se 
touchent  intérieurement.  (127)  Construire  un  triangle  tlont  on  a  la  base,  la 
surface  et  l'angle  vertical.     (72§)  On  a,  dans  un  triangle,  les  trois  angles 
et  les  trois  distances  de  ces  angles  à  un  point  intérieur,  pour  trouver  les 
côtés.     Autre  solution  du  même  problème.     (729)  Construire  un  triangle 
dont  on  a  la  base,  l'angle  vertical,   et  la  bissectrice  de  l'angle  vertical. 
(730)  Dans  un  triangle,  on  a  les  segments  de  la  base,  et  la  somme  des  deux 
autres  côtés,  pour  trouver  ces  côtés.    (TSI)  On  a  la  surface  et  les  côtés 
d'un  triangle  isocèle  pour  trouver  la  base.    (782)  On  a  la  surface  d'un 
triangle  rectangle  et  la  somme  de  ses  côtés,  pour  trouver  l'hypoténuse. 
(T38)  Dans  un  triangle,  étant  données  les  trois  bissectrices  des  côtés  opposés, 
trouver  les  côtés.     (T34)  Ayant  la  différence  entre  les  côtés  d'un  triangle, 
ea  base  et  la  différence  dos  angles  à  la  base  ;    construire  le  triangle. 
{tSS)  Dans  un  triangle  rectangle,  on  a  un  côté  et  la  différence  entre  l'hypo- 
ténuse et  la  somme  des  autres  côtés,  pour  trouver  le  reste.    (736)  Dans  un 
triangle,  on  a  l'angle  vertical,  la  diflTérenoe  entre  les  segments  de  la  base  et 
la  différence  entre  les  côtés  ;  trouver  le  reste.    (T3T)  On  a,  dans  un  triangle, 
l'angle  vertical  et  les  bissectrices  des  côtés  qui  le  comprennent  :  construire 
le  triangle.     (188)  Dans  un  triangle  étant  données  la  hauteur  ou  perpendi- 
culaire,  la  bissectrice  de  l'angle  vertical  et  la  bissectrice  de  la  base  ;  trouver 
les  côtés.    (T39)  Dans  un  triangle,  on  a  la  base,  l'angle  vertical  et  le  rec- 
tangle des  côtés  ;  trouver  le  reste.    (T40)  Trouver  les  côtés  d'un  triangle 
dont  on  a  le  rapport  et  les  segments  de  la  base  formés  par  la  perpendiculaire 
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touillant  (lu  Hoininct.    (Y41)  Dans  v^n  triangle,  on  a  )e  périiuâtr«,  \%  U|iu^pu|) 
et  l'anirlti  vertical  :  (ruuvor  lus  côtéa.    (T49)  Autre  solution  d)i  proM^me. 
(74:t)  DiviHiun  d'une  dcH  li<;nort  do  la  uonstruction  du  n\^\n9  prpblèoie,  di^na 
le  rapport  voulu..     (744)  Dans  ut)  triangle,  on  a  )tt  Hurfapv,  l'f^ugle  vor^ioal 
et  un  point  on  dehors  du  triangle,  dans  la  direction  ou  l'Alignoin<int  de  It^ 
buHO,  pour  t'ornier  le  triangle.    Analogie  de  ce  prob,  à.  celui  do  l'artiple  fl^DI» 
(7  15)  Diviser  une  ligne  donnée  on  deux  parties  telles  que  l'un9  d'elles  soi^ 
moyenne  proportionnelle  entre  l'autre  partie  et  une  autve  lign^  donpéo, 
(TIO)  Solution  nuii)éri(p'e  du  même  prob.  (747)  Dans  un  triangle  isocèle 
rectangle,   on  a  la  somme  de  la  base  et  de  l'un  des  côtés,  pour  construire  le 
triangle.  (74S)  On  a  la  dillérencc  et  le  côté  d'un  triangle  rectangle  isocèle  : 
trouver  1*>h  côtés.    (740)  Construire  un  triangle  rectangle  dont  on  {^  un 
côté  et  l'angle  Hous-tendu  u  l'extrémité  du  côté  donné  par  )o  prolongement 
de  l'autre  côté.     (750)  l'^airc  un  triangle  rectangle  qui  contienne  une  sur- 
i'ace  donnée  et  tel  que  lu  dilJcrence  entre  ses  côtés  soit  égala  à  îa  diflérence 
entre  le  i)Iuh  grand  côté  et  lu  diagonale.     (751)  Diviser  uu  triangle  donné 
en  deux  parties  équivalentes  ou  ayant  entre  elles  un  rapport  donné,  par  une 
ligne  partant  d'un  point  donné  dans  l'uu  des  côtés.     (763)  Divisev  un 
triangle  on  un  nombre  quelconque  de  parties  égales  ou  ayant  entre  elles  des 
rapports  donnés,  par  des  lignes  menées  d'un  point  donné  dans  l'un  des  côtés. 
(75ÎI)  Divieer  un  triangle  en  trois  parties  équivalentes  ou  proportionnelles, 
(Note,  page  275)  par  des  lignes  menées  des  points  angulaires  à  un  même 
point  situé  à  l'intérieur  de  lu  figure.    (754)  Diviser  un  quadrilatère  on 
deux  ou  plusieurs  parties  é(ptivulentes  ou  proportionnelles,  par  des  lignes 
pai-allcles  à  l'un  des  côtés.    (755)  Diviser  un  quadrilatère  donné  en  deux 
ou  pluHieurs  parties  équivalentes  ou  proportionnelles,   par  des  lignes  perpen- 
diculaires cl  l'un  des  côtés  ou  formant  avec  les  côtés  des  angles  donnés 
quelconques.     (757)  Diviser  un  quadrilatère,  où  les  Jigne^  de  division  ne 
sont  paH  assujetties  à  des  directions  particulières,     (7Q»8)  Divisioii  d'un 
trapc/.e  par  des  lignes  menées  entre  ses  côtés  parallèles.    (T^O)  En  généra), 
diviser  une  ligure  rectiligtio  quelconque,  en  un  pon^bre  quelconque  depi^rties 
égales  ou  aya:.*  entre  elles  des  rapports  donnés,  par  dos  lignes  partant  d'un 
angle,  d'un  point  dans  un  des  côtés  ou  d'un  point  s|tué  ^  l'iptjlrieur  do  la 
iigure.    (70«)  Dans  un  quadrilatère,  ou  a  la  flurfaw,  pa  côté  avec  les 
angles  adjacents  à  ce  c6ié,  et  le  rapport  eptro  les  ilwx  côtés  adjacents  au 
côté  dt)nné  ;  trouver  ces  cotée.    (701)  Partager  un  quadrilatère  en  parties 
équivalentes  ou  proportionnelles  par  des  lignes  poijpant  les  côtés  opposés  en 
parties  qui  soient  proportionnelles  à  ces  côtés.    (76!t)  1%  bissectrice  des 
côtés  opposés  d'un  quadrilatère  est  en  même  tetnps  celle  4e  ton).e.s  les  lignes 
menées  entre  les  deux  autres  côtés  de  manière  à,  les  pouper  en  parties  ayant 
entre  elles  le  rapport  de  ces  côtés.  (763)  Dans  un  rectangle  dont  on  connaît 
la  surface,  on  a  les  distances  de  quatre  points  situés  l'un  4^^  chacun  des 
côtés  du  rectangle  et  l'angle  d'inclinaison  t^m  ces  distf^ncoi^  l'une  ^  Vf^itUrf:, 
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pour  trouver  les  côtés.  (764)  Mener  une  ligne,  la  plus  courte  possible, 
qui  avec  deux  autres  lignes  indéfinies  se  rencontrant  sous  un  angle  donné, 
renferme  une  surface  donnée.— Plus  une  figure  est  régulière,  plus  son  péri- 
mètre est  petit  en  raison  de  sa  surface.  (765)  Mener  par  un  point  donné, 
une  ligne  qui  avec  deux  autres  lignes  indéfinies  se  rencontrant  sous  un  angle 
donné,  renferme  la  moindre  surface  possible.  (766)  On  a  les  diagonales  d'uni 
parallélogramme  et  leur  inclinaison,  pour  en  déterminer  la  surface.  (767)  On 
a  les  diagonales  d'un  quadrilatère  et  leur  inclinaison,  pour  en  déterminer  la 
surface.  (76S)  Etant  données  les  positions  relatives  de  deux  points  et  d'une 
ligne,  mener  par  ces  points  une  circonférence  de  cercle  qui  soit  tangente  à  cette 
ligne.  (76Çt)  Faire  passer  par  un  point  donné  un  arc  de  cercle  qui  soit 
tangent  à  une  ligne  en  un  point  donné.  (770)  Par  un  point  donné,  décrire 
un  cercle  qui  touche  à  un  cercle  donné,  en  un  point  donné.  (771)  Mener 
par  un  point  donné  un  arc  de  cercle  qui  se  raccorde  avec  un  arc  donné. 
(772)  Bélier  par  une  courbe  les  extrémités  de  deux  lignes  parallèles  de 
longueurs  inégales.  (773)  Mener  à  un  cercle  une  tangente  qui  fasse  avec  une 
ligne  dont  on  connaît  la  position,  un  angle  donné.  (774)  Mener  à  un  cercle 
donné,  une  ligne  qui  lui  soit  tangente  et  qui  coupe  sur  un  autre  cercle  donné 
un  segment  voulu.  (775)  Mener  à  deux  cercles  donnés,  une  tangente  du 
même  côté  ou  de  côtés  opposés.  (776)  Par  deux  pointa  donnés,  faire 
passer  un  cercle  qui  bissecte  une  circonférence  donnée.  (777)  Par  un 
point  donné  hors  d'un  cercle,  mener  une  sécante  qui  enlève  au  cercle  un 
arc  donné.  (778)  Sur  le  diamètre  prolongé  d'un  cercle,  trouver  un  point 
tel  que  la  somme  des  tangentes  menées  de  ce  point  au  cercle  soit  égale  au 
diam.  ainsi  prolongé.  (779)  Trouver  sur  une  ligne  un  point  tel  que  deux 
lignes  menées  de  ce  point  à  deux  autres  points  donnés,  comprennent  un 
angle  droit.  (780)  Décrire  un  cercle  qui  soit  tangent  à  un  cercle  donné 
et  à  une  ligne  en  un  point  donné  de  cette  ligne.  (7S1)  Relier  ou  raccorder 
par  une  courbe  les  extrémités  de  deux  lignes  droites  données  en  position. 
(788)  Avec  un  rayon  donné,  décrire  un  cercle  qui  soit  tangent  à  deux 
cercles  donués.  ("^83)  Par  un  point  donné,  faire  passer  un  cercle 
qui  soit  tangent  à  deux  cercles  donnés.  (784)  Par  un  point  donné,  décrire 
un  cercle  qui  touche  à  un  cercle  et  à  une  ligne.  (785)  On  ji  lu  oorde  et  la 
flèche  d'un  arc,  pour  en  trouver  le  rayon,  l'angle  au  centre,  et  la  longueur. 
— Avec  l'angle  et  la  longueur,  trouver  le  rayon.  (786)  Trouver  sur  une  ligne 
donnée,  un  point  tel  que  de  ce  point  l'on  puisse  mener  â  deux  autres  points 
donnés,  des  lignes  égales.  (787)  D'un  point  donné,  mener  une  ligne  qui 
retranche  de  deux  autres  lignes  se  rencontrant  sous  un  angle  quelconque, 
des  parties  égales.  (788)  Mener  d'un  point  donné  à  une  ligne,  une  droite 
qui  soit  bissectée  par  une  seconde  ligne  rencontrant  la  première  sous  un 
angle  donné.  (789)  Mener  de  deux  pointa  donnés  à  une  ligne,  deux 
droites  qui  rencontrent  cette  ligne  sous  des  angles  égaux. — Mener  entre  deux 
points  une  ligne  qui  soit  la  plus  courte  possible  et  qui  doive  rencontrer  en 
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chemin  deux  autres  lignes.  C^OO)  Inscrire  dans  un  triangle  une  ligne 
d'une  longueur  donnée  et  dans  une  direction  donnée.  (TOI)  Trouver  sur  le 
côté  d'un  triangle,  un  point  tel  que  la  somme  des  perpendiculaires  menées 
de  ce  point  aux  autres  côtés  du  triangle,  soit  égaie  à  une  ligne  donnée. 
(793)  Construire  le  triangle  dont  on  a  la  base  et  le  côté  du  carré  inscrit. 
(703)  Inscrire  un  carré  dans  un  pentagone  régulier.  (704;  Inscrire  dans 
un  triangle  isocèle,  trois  cercles  tangents  entre  eux  et  aux  côtés  du  triangle. 
(795)  Inscrire  trois  cercles  égaux  dans  un  cercle  donné.  (706)  Par  un 
des  points  d'intersection  de  deux  cercles,  mener  une  ligne  qui  soit  bissectée 
en  ce  point.  Par  l'autre  point  d'intersection,  mener  une  ligne  qui  Boit  égale 
à  la  première.  (797)  Avec  des  rayons  donnés,  décrire  deux  cercles  tels  que 
la  ligne  qui  joint  leurs  points  d'intersection  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 
(798)  Trouver  sur  une  ligne,  le  centre  d'un  cercle  qui  soit  tangent  à  une 
ligne  et  à  un  cercle.  (800)  Mener,  parallèle  à  la  base  d'un  triangle,  une 
ligne  qui  soit  égale  à.  la  somme  des  segments  des  côtés  compris  entre  la  base 
et  la  parallèle.  (801)  Décrire  un  cercle,  dont  deux  rayons  à  angle  droit, 
"  trisectent  "  une  ligne  donnée.  (803)  Trouver  un  point  tel  que  trois  lignes 
menées  de  ce  point  à  trois  points  donnés  soient  entre  elles  dans  un  rapport 
voulu.  (803j  Pour  trouver  le  côté  d'un  carré,  on  a  les  distances  d'un 
point  donné  à  trois  des  angles  de  la  fig.  (804)  Décrire  un  cercle  qui  soit 
tangent  à  un  cercle  et  à  deux  lignes.  (805)  Mener  par  un  point  donpé,  une 
ligne  telle  que  la  somme  de  ses  distances  de  deux  points  donnés  soit  égale  à  sa 
distance  d'un  troisième  point.  (806)  On  demande  à  trouver  sur  une  ligne, 
un  point  tel  que  l'angle  sous-tendu  en  ce  point  par.  deux  autres  lignes  menées 
"aux  extrémités  d'une  quatrième  ligne  perpendiculaire  à  la  première 
mais  éloignée  d'elle  d'une  distance  connue,  soit  Iç  pjua^and  possible. 
(807)  Trouver  dans  un  triangle  dont  aucun  angle  n'excède  le  tiers  de  quatre 
angles  droits,  un  point  tel  que  les  trois  angles  aous-tendus  ep  ce  point  par 
des  lignes  menées  aux  extrémités  des  côtés,  soient  égaux  entre  eux,  ou 
aient  l'un  à  l'autre  un  rapport  donné.  (808)  Trouver  sur  le  prolongement 
du  diamètre  d'un  cercle,  un  point  tel  que  la  tangente  menée  de  ce  point  au 
cercle,  soit  égale  à  la  distance  du  même  point  à  l'extrémit^  du  diamètre 
prolongé.  (809)  Par  un  poim,  donné  hors  d'un  cercle,  mais  dont  la  dis. 
tance  n'excède  pas  un  diamètre,  mener  une  sécante  qui  soit  bissectée  par  le 
cercle,  ou  telle  que  la  partie  dans  le  cercle  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 
(810)  Faire  passer  par  deux  points  donnés,  un  cercle  qui  interuecte  une 
ligne  donnée  en  position,  en  un  point  tel  qu'un  diam.  iiené  par  ce  point 
fasse  avec  la  ligne  donnée  un  angle  voulu.  (811)  De  ûeax  pointa  donnésf 
mener  deux  lignes  se  rencontrant  sous  un  angle  voulu  et  interceptant  sur 
une  autre  ligne  donnée  en  position,  une  partie  égale  à  une  ligne  donnée. 
(813)  Prolonger  une  ligne  donnée  d'une  quantité  qui  soit  moyenne  proportioa 
nelle  entre  la  ligne  ainsi  prolongée  et  la  ligne  donnée.  (813)  On  donne  dans 
un  triangle  rectangle,  la  somme  des  côtés  et  la  perpendiculaire,  pour  trouver 
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l'hypoténuse.  (S14)  Trouver  la  bissectrice  de  l'angle  droit  d'un  triangle 
inscrit  dans  un  cercle.  (815)  Inscrire  dans  un  cercle  une  ligne  qui  soit 
parallèle  et  égale  à  une  ligne  donnée.  (816)  De  trois  centres  donnés 
décrire  des  cercles  qui  se  touchent  mutuellement.  (817)  Deux  cercles  se 
touchent  extérieurement  :  il  est  à  décrire  un  troisième  cercle  qui  touche  aux 
deux  autres^  et  à  l'un  d'eux  en  un  point  donné.  (818)  On  a  dans  un 
triangle^  un  côté)  l'angle  compris  par  ce  côté  et  le  plus  petit  des  deux  autres, 
et  la  diflRârence  entre  -ces  deux  autres  côtés,  pour  compléter  la  figure. 
(819)  On  a  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle  pour 
trouver  leà  angles.  (880)  Dans  un  triangle  inscrit  dans  un  cercle,  on  a  la 
basej  la  somme  des  deux  autres  côtés  et  la  bissectrice  de  l'angle  vertical  pro- 
longée jusqu'à  la  circonférence,  pour  construire  la  figure.  (831)  Déter- 
miner sur  une  ligne,  un  point  tel  que  ses  distances  de  deux  autres  points 
donnés  sur  cette  ligne  soient  proportionnelles  à  ses  distances  des  extrémités. 
(8S3)  Dans  un  triangle  rectangle,  on  a  la  diflérence  entre  l'hypoténuse  et 
chacun  des  côtés,  pour  trouver  le  reste.  (888)  Dans  un  triangle  rectangle, 
on  a  un  côté  et  la  différence  entre  la  somme  des  côtés  et  l'hypotéause,  pour 
compléter  la  construction;  (884)  On  a  dans  un  triangle,  le  rectangle  des 
eôtée^  le  rectangle  de  la  base  et  de  la  bissectrice  de  l'angle  vertical,  et  le 
rectangle  des  segments  de  la  base  :  trouver  les  côtés.  (825)  Mener  de  deux 
points  donnés  à  une  ligne,  deux  droites  se  rencontrant  sous  le  plus  grand 
angle  possible.  (886)  Trouver  sur  une  ligne,  un  point  tel  que  la  différence 
des  lignes  menées  de  deux  autres  points  donnés  au  premier  point,  soit  un 
minimumk  (887)  Trouver  dans  un  quadrilatère,  un  point  tel  que  la  somme 
des  lignes  menées  de  ce  point  aux  quatre  angles  de  la  figure,  soit  un  minimum. 
(888)  Trouver  un  point  tel  que  la  somme  de  ses  distances  de  trois  points 
donnés  ëoit  un  ininimnm.  (889)  Déterminer  un  triangle  rectangle  dont  on 
•a  l'kypoténuçe  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  (§30)  Dans  un  triangle  rec- 
tangle x>a  a  les  bissectrices  des  côtés  pour  former  le  triangle.  (831)  Faire 
un  triangle  rectangle  dont  on  a  l'hypoténuse  et  le  côté  du  carré  inscrit. 
(838)  Le  même  prob.  quand  le  carré  inscrit  a  un  sommet  ou  angle  sur 
l'hypoténuse*.  (833)  Déterminer  un  triangle  rectangle  dont  on  a  le  rayon 
du  oflrcle  inscrit  et  le  côté  du  carré  inscrit  avec  un  sommet  sur  l'hypoténuse. 
(884)  On  donne  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  et  la  dillërence  des 
lignes  menées  des  angles  aigus  au  centre  da  cercle  in.scrit  :  construire  le 
trianglev  (885)  Faire  un  rectangle  dont  on  a  la  diagonale  et  le  périmètre. 
(836)  Faire  un  triangle  dont  on  connaît  la  base,  la  hauteur  et  la  différence 
«ntre  les  côtés.  (881)  Soient  donnés  la  base,  la  perpendiculaire  et  le 
rectangle  des  côtés  d'un  triangle,  pour  le  construire.  (838)  Ayant  dans  un 
triangl<^  deux  côtés  et  la  bissectrice  de  la  base  :  déterminer  la  base.  (839)  On 
a  dans  un  triangle,  les  côtés  qui  comprennent  l'angle  vertical  et  la  bissec- 
trice de  cet  angle,  pour  trouver  le  reste.  (840)  Déterminer  un  triangle  dont 
ÇQ  «  la  hanBOf,  Ift  Bomme  des  deux  côtés  et  la  bissectrice  de  la  base. 
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(§41)  Construire  le  triangle  rectangle  dont  on  a  le  périmètre  et  le  rayon  du 
cercle  inscrit.  (842)  Élever  en  un  point  à  déterminer  sur  une  ligne  donnée, 
une  perpendiculaire  qui  étant  suffisamment  prolongée,  rencontrerait  au  point 
de  leur  intersection  deux  autres  lignes  indéfinies  menées  des  extrémités  de 
la  première.  (S43)  Déterminer  dans  un  triangle  donné  un  rectangle  dont 
on  connaît  la  surface^  (844)  Partager  un  quadrilatère  donné  en  quatre 
parties  égales  ou  ayant  entre  elles  des  rapports  donnés  par  deux  lignes 
droites  dont  l'une  soit  parallèle  à  l'un  des  côtés  de  la  figure.  (845)  Décrire 
un  cercle  qui  soit  tangent  à  trois  cercles  donnés.  (846)  Trouver  le  lieu 
d'un  point  également  éloigné  de  deux  droites  inclinées  l'une  à  l'autre. 
(8^*1)  Lieux  divers.  Diviser  une  ligne  en  parties  égales  ou  proportionnelles. 
V.  848)  Trouver  un  point  tel  qu'une  droite  menée  par  ce  point  soit  à  distances 
égales  de  deux  points  donnés.  ("849)  Trois  points  étant  donnés,  trouver 
un  quatrième  point  tel  que  la  somme  des  distances  de  deux  des  points  donnés 
à  une  ligne  passant  par  le  quatrième,  soit  égale  à  sa  distance  de  l'autre 
point.  (850)  Revenir  aux  éléments  d'un  secteur,  segment,  zone  ou  lunule 
dont  on  a  l'angle  au  centre. 

PAGE    324. 

(851)  à  (856)  Solution  des  problèmes  en  général.  (851)  à  (S'y©)  Re- 
lation de  la  théorie  à  la  pratique  dans  un  certain  nombre  des  problèmes 
précédents.  (STl),  (870)  Des  problèmes  indéterminée.  (87S)  Danger, 
dans  la  solution  des  problèmes,  d'une  construction  graphique  qui  fasse  croire 
à  l'existence  de  données  qui  n'ont  aucune  raison  d'être. 

Note  sur  la  prétendue  découverte  de  la  "  trisection  d'un  angle  "  par 
W.  Thorpe.     Action  regrettable  du  "  Bure^  .jijiiBJ)  p^t^^^çH  "  à  son  égard. 
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LIVRE  II. 
DES  PLANS  ET  ANGLES  SOLIDES. 

DÉFINITIONS  ET  CONSÉQUENCES. 


(876)  Commune  intersection  de  deux  plans.  (8'9'8)  L'angle  ou  l'iïicli- 
"nàison  mutuelle  de  deux  plans  qui  se  coupent  ou  se  rencontrent,  plans 
perpendiculaires  l'un  à  l'autre.  (881)  Ligne  perpendiculaire  à  un  plan  et 
l'inverse.  (883)  Inclinaison  d'une  droite  sur  un  plan.  (884)  Ligne 
parallèle  à  un  plan.  (885)  Distance  d'une  ligne  parallèle  à  un  plan. 
(888)  Plans  parallèles.  (889)  Distance  entre  deux  plans  parallèles. 
(891)  An^e  Bolide.    (Lisez  la  note  page  44S). 
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Propositions  (I  à  XIV)  ayant  trait  à  l'intersection  des  plans  et  aux  angles 
solides,  etc.    (Lisez  la  note  page  448). 

(80:2)  à  (938) 

(908)  PROB.  Mener  d'un  point  hors  d'un  plan  une  perpendiculaire  à 
ce  plan.  (009)  PROB.  Elever  une  perpendiculaire  sur  un  plan  en  un 
point  donné  de  ce  plan.  (9'29)  PROB.  Mener  une  droite  qui  soit  perpen- 
diculaire à  chacune  de  deux  lignes  situées  non  dans  un  tnétne  plan. 
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LIVRE  III. 

SOLIDES. 

DÉFINITIONS  ET  C0NSÉQUEN(3ES. 

(039)  Polyèdre.    (940)  Prisme  :  bases,  surface  latérale  ou  convexe. 
(045)  Hauteur  d'un  prisme.  (046)  Prisme  droit,  oblique.    (947)  Prisme 
triangulaire,  quadrangulaire,  etc.     (048)  Parallélipipède.    (940)  Cube  ou 
hexaèdre   régulier.     (050)   Cylindre.     (955)  Pyramide  :    sommet,  base, 
surface  latérale.     (956)  Pyramide  tronquée  ou  tronc  de  pyramide.     (957) 
Hauteur  d'une  pyramide.  (958)  Pyramide  triangulaire,  quadrangulaire,  etc. 
(959)  Pyrauiide  régulière,  axe  de  la  pyramide.  (960)  Apothème,  hauteur 
inclinée  de  la  pyramide.     (961)  Cône  :   base..     (964)  Sommet  du  cône, 
hauteur.    (965)  Cône  tronqué  ou  tronc  de  cône.     (069)  Cylindres,  cônes 
semblables.     (970)    Prismes    droits,    pyramides    régulières    semblables. 
(071)   Prismes,   pyramides  quelconques    semblables.     (072)  Polyèdres 
semblables.    (973)    Diagonale    d'un    polyèdre.    (014)  Sphère  :   centre. 
(975)  Secteur,  calotte,   segment,   zone  sphérique.     (976)  Rayon  d'une 
sphère,  diamètre  ou  axe.    (971)  Plan  tangent  à  une  sphère.    (980)  Hau- 
teur d'une  zone,  d'un  segment.     (989)  Lune  sphérique.     (990)  Onglet 
ephérique. 
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Propositions  (I  à  XVI)  ayant  trait  aux  surfaces  et  volumes  des  corps,  etc. 

(993)  à  (110*1) 

(1057)  Volume  d'un  polyèdre.  (1059)  Surface  d'un  polyèdre. 
(1061)  PROB.  Déterminer  le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  ou  de  cône 
dont  les  bases  ne  sont  pas  des  plans  parallèles.  (1019)  PROB.  Déter- 
miner le  volume  d'un  onglet  sphérique  et  la  surface  de  la  lune  qui  lui  sert 
de  base. 

(1103) 

Résumé  des  propositions  se  rapportant  aux  solidités  ou  volumes  des 
polyèdres  et  des  trois  corps  ronds. 
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PROBLÈMES. 

(1104)  Revenir  du  volume  d'un  solide  quelconque  à  ses  éléments  ou  fac' 
teurs,  etc.  (1105)  Déterminer  le  diamècre  d'une  sphère  dont  on  a  U  .  ulume. 
(1106)  Trouver  la  hauteur  d'un  prisme  ou  cylindre,  d'une  pyramide  ou 
d'un  cône  dont  on  connaît  le  volume  et  la  surface  de  la  base.  Trouver  la  base 
d'un  prisme,  d'un  cylindre,  d'une  pyramide,  d'un  cône  dont  on  a  le  volume 
et  la  hauteur.  (I107)  Connaissant  le  nombre  d'unités  de  volume  dans  un 
prisme  donné,  déterminer  les  dimensions  linéaires  du  solide  en  ternies  de  ce 
volume.  (1108)  Le  même  problème  appliqué  à  un  polyèdre  quelconque. 
(1109)  Etant  donnés  le  volume  d'un  parallépipède  et  le  rapport  entre  ses 
longueur,  largeur  et  hauteur  :  trouver  ces  trois  dimensions.  (lllO)  Diviser 
un  cône  ou  une  pyramide  en  deux  parties  de  même  volume  par  un  plan 
parallèle  é  celui  de  la  base.  (1111)  Diviser  le  cône  ou  la  pyramide  en 
plusieurs  parties  égales  ou  ayant  entre  elles  des  rapports  donnés,  par  des 
plans  parallèles  à  la  base.  (1113)  Diviser  un  tronc  de  cône  ou  de  pyramide 
à  bases  parallèles  en  parties  proportionnelles,  (lisez  la  note  page  275)  par 
des  plans  parallèles  aux  bases.  (1113)  REM.  On  ne  peut  trouver  par 
construction  géométrique  le  côté  d'un  cube  équivalent  en  volume  à  un  corps 
donné.  (1114)  Construire  un  prisme  ayant  pour  base  un  polygone  régu- 
lier et  équivalent  en  volume  à  la  somme  de  deux  ou  plusieurs  prismes 
donnés  de  même  hauteur  que  le  prisme  voulu.  (1115)  Etant  donnés  un 
prisme  et  une  pyramide  ou  un  cône  de  même  hauteur  ;  construire  un  prisme 
ou  cylindre  qui  soit  équivalent  en  volume  à  la  sonnne  de  ces  solides  et  dont  la 
hauteur  soit  moitié,  ou  etc.,  de  celle  du  prisme  donné.  (1116)  Etant  donnés 
un  prisme,  une  pyramide  de  hauteur  double  et  de  base  égale,  et  un  cylindre 
de  hauteur  moitié  et  de  base  triple  de  celle  du  prisme  ;  réduire  le  tout  à  un 
cône  évidé  dont  la  hauteur  soit  à  celle  du  prisme  comme  5  est  à  3  et  dont  le 
diamètre  soit  égal  à  la  hauteur.  (1111)  BEin.  Sur  l'avantage  d'une 
solution  numérique  des  problèmes  qui  ont  trait  aux  solides. 

PAGE    421  . 

DES  POLYÈDRES  RÉGULIERS. 

(Lisez  la  note,  page  427). 

(111§)  Définition  du  polyèdre  régulier.  (1119)  Déf.  du  trièdre,  de 
l'octaèdre  et  de  l'icosaèdre.  (1130)  Déf.  de  l'hexaèdre  ou  cube.  (1121)  Déf. 
du  dodécaèdre.  (11Î18)  Il  ne  peut  exister  que  6  polyèdres  réguliers. 
(1138)  Division  du  polyèdre  en  pyramides.  (1124)  Volume  du  polyèdre. 
(1125)  Polyèdres  semblables,  leurs  propriétés.  (1126)  Inscription  du 
polyèdre  dans  la  sphère. 
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Du  tétraèdre. 


CHaî")  Sa  construction.    Clias^  T-^.,       i 

De  l'exaèdre. 

li'ootaèdre. 

CI131)  Sa  construction,  rayon  de  la  «r,]  <      •        . 
^"Hkce,  son  voJun.e.  "^         '  ^''  '^^'"^^  '"««^'^e  et  circonscrite,   e» 

1*6  dodécaèdre. 

(1132)  Son  voJiune,  Je  rayon  rfp  î«  .  i  >       • 

'ea  pom.,  „éoeesai«  *  ,«  con*»»!':  ™  X";*»  "'"-  «PH™  donnée 

•ioH'ï  .>  L'iooaaèdre. 

(W34)  Sa  construction,  rayon  de  1«  .„!,•• 

"^  «Sf^W=«  sbW  DE  RÉVOLUTION 

ET  AOTEES. 

(1136)  Déterminer  Ip«  v/-i... 

-o.,r,rà,.é.„,ed:i!:,c  "s:r;'\-""'''"^"  ^^  --'*.,  «.„, 

r°""-    «««.l'é  de  ^  ,.„d  e  ^t,^  '' 7«««"  "  ou  mén,e  dee  «cl 

«•  snr&ee,  ,on  vol.»,,.    (lissirlÂ*^       "  ™  """"»  <!<■  ««"es  «  calot,, 
r  ™'"T  ^-P"-«eap'^  ,t,^«'"'  -  "feomposteon,  .l'^t   '      " 
tenniner  Ja  ,„rface  e(  le  rol„  '  7     '"^^"'"npo'iUon,  etc.  (U4oTm 
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PAGE    433. 

LIVRE  IV. 
GÉOMÉTRIE   SPHÉRIQUE. 

DÉFINITIONS   £T   OOMSÊQUBKOBS. 

(Lisez  la  note,  page  448). 

(1146)  Angle  sphérique  :  côtéa.  (1148)  Triangle  ephérique  :  côtés. 
(1140)  Triangle  sphérique  rectangle,  isocèle,  équilatéral,  équiaagle. 
(1150)  Polygone  ephérique.  (1151)  Pyramide  ephérique  :  base.  (1153)  Pôle 
d'un  cercle  de  la  sphère.  (1155)  PROB.  Décrire  un  arc  de  cercle  sur  la 
surface  d'une  sphère.  (1150)  PROB.  Trouver  le  pôle  d'un  grand  cercle 
de  la  sphère.  (IISY)  PROB.  Prolonger  un  aro  de  grand  cercle. 
(115§)  PROB.  D'un  point  donné  sur  la  surface  d'une  sphère,  mener  une 
perpendiculaire  à  un  arc  donné  de  grand  cercle.  (1150)  PBOB>  Déter- 
miner le  pôle  d'un  petit  cercle  de  la  sphère.  2"  Si  le  rayon  du  petit  cercle 
eàt  connu.  3°  Si  on  a  la  distance  du  plan  du  petit  ceroli)  au  centre  de  1a 
sphère. 

Propositions  (I  à  XII)  ayant  trait  aux  triangles  et  polygones  sphériques,  etc. 

(1164)  à  (1205) 

(1176)  PROB.  Faire  un  triangle  sphérique  qui  soit  égal  ou  symétrique 
à  un  triangle  sphéi'ique  donné. 

PAGE    454. 

LIVRE  V. 
TRIGONOMÉTRIE  RECTILiaNE. 

DÉFINITIONS   ET   COKSÉQDENOBS. 

(1306)  Remarque  sur  les  méthodes  graphiques  et  trigonométriques. 
Lignes  tiigonométriques.  (130Y)  Degrés,  minutes,  secondes,  tierces. 
(1311)  °,  ',  ",  '".  (1313)  Complément  d'un  angle  ou  d'un  arc. 
(1313)  Supplément.  (1314)  Sinus.  (ISIV)  Sinus-verse.  (1318)  Tan- 
gente.   (1330)  Sécante.    (1334)  Cosinus,  cotangente,  cosécante. 

PAGE    463. 

Propositions  (I  à  VI)qui,ont  trait  aux  rapports  entre  les  côtés  et  les  anglei 
des  triangles  rectilignes,  etc. 
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(133S)  à  (1393) 

(1840)  PROB.  Etant  donnés  les  Hinua  de  deux  arcs  :  trouver  le  sinus 
de  leur  somme  et  le  sinus  de  leur  différence. 

(1853)  PBOB.  Etant  donné  le  sinus  d'un  arc  :  trouver  le  sinus  de  lu 
moitié  de  cet  aro. 

PAGE    470  . 

Construotlon  des  tables  trigonométriques. 

•  (1854)  Différence  entre  les  sinus,  etc.  naturels  et  les  sinus,  etc.,  logarith. 
miquea.  (1355)  Position  du  point  décimal,  eu  égard  à  la  valeur  du  rayon. 
(1356)  Trouver  le  sinus  d'une  minute.  (1357)  Les  sinus  de  très  petits 
arcs  sont  entre  eux,  à  très  près,  comme  ces  arcs.  (I35S)  Autre  manière 
de  trouver  le  sinus  d'une  minute.  (1350)  Cosinus  de  l'arc  d'une  minute, 
flinus  et  cosinus  de  1',  2",  3",  etc.,  et  de  1°,  2°,  .S",  etc.  (1300)  Manière 
de  simplifier  l'opération,  tableau  des  sinus  de  l' à  7'.  (1301)  Autre  ma- 
nière de  trouver  le  sinus  de  3',  etc.,  et  de  3",  etc.,  ayant  les  sinus  de  1'  et  de 
2'  et  ceux  de  1"  et  2°  ;  tableau  de  ces  sifius  de  3'  à  1'  et  de  3°  à  5". 
(1363)  Des  sinus  et  cosinus  depuis  0"  à  90*^.  Manière  de  trouver  les 
tangentes  et  les  sécantes.  (1263)  Expression  arithmétique,  géométrique 
d'une,  proposition. 

.•■■•.    >;!.■; 

Des   logarithmes. 

(1364)  Avantages  qui  résultent  de  leuT*  emploi.  (1305)  L'addition  des 
logarithmes  correspond  à  la  multiplication  des  nombres  dont  ils  sont  les 
représentants,  et  leur  soustraction  à  la  division  de  ces  mêmes  nombres.  Des 
séries  géométrique  et  arithmétique.  (1366)  Moyens  proportionnels  géomé- 
triques entre  1  et  10,  10  et  100,  etc.  Moyens  proportionnels  arithmétiques 
entre  0  et  1,  1  et  2,  etc.  (1301)  Logarithmes  de  2,  11,  101,  etc.,  à  7  déci- 
males ou  à  un  dix-millionnième  près.  (136$)  Comment  on  a  pu  construire 
les  tables  de  logarithmes.  (1369)  Méthodes  plus  expéditives.  (1370)  A 
l'aide  des  logarithmes  des  nombres  premiers,  1,  2,  3,  5,  7,  etc.,  on  trouve 
les  logarithmes  de  tous  les  produits  et  quotients  de  ces  nombres,  par  une 
simple  addition  ou  soustraction.  (1371)  Trouver  le  logarithme  du  produit, 
du  quotient  de  deux  quantités.  (1313)  Faire  une  règle  de  trois  par  loga- 
rithmes. (t^'VS)  Caractéristique  d'un  logarithme.  (1374)  Augmenter 
ou  diminuer  d'uue  unité  la  caractéristique  d'un  logarithme,  équivaut  à  mul- 
tiplier ou  à  diviser  par  10  le  nombre  auquel  répond  ce  log.  (1315)  Loga- 
rithme d'une  fraction.  Caractéristique  négative.  Lo^^arithme  négatif. 
(1376)    Trouver    le   log.    d'un    nombre    entiec  joint   à    une   fraction. 
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(l'JTI')  Complémont  arithmétiqn«  rrun  log.  Manière d'obtei  r  la  diflfi&renc* 
entre  deux  logaritlimca.  Règlo  pour  I«p  proportions  trigonoinetriquefl.  2"  Si 
une  cxpreHi^iun  cunticnt  deux  ou  pluuieurs  uu«np.  arith.  Coiup.  arith*  d'uii 
log.  plus  grand  que  10. 

PAGX   484. 
De  la  table  des  logarithmes  des  nombres, 

ET  DE  LA  MANIÈRE  DE  S'EN  SERVIR. 

(1218)  Explication  de  la  table.  (I»t9)  PROB.  I.  Trouver  auhioyen 
de  la  table,  le  log.  d'un  nombre  donné.  1er.  ra§.  Quand  le  nombre  est 
inoitulre  que  100.  (1380)  !2eilie.  catt.  Quand  le  nombre  est  plus  grand 
que  100  et  moindre  que  10,000.  (1!881)  Pourquoi  on  a  remplacé  dans 
ccrtainH  cas  ic-t  0  par  dc8  points.  (13^2)  Beme.  cai.  Quand  le  nombre 
excède  10,000  ou  qu'il  est  composé  de  5  chiffres  ou  plue.  (1S83)  Utilité 
de  la  colonne  des  diHérences.  C12$i4)  Log.  d'une  fraction  vulgaire,  d'une 
fraction  décimale.  (1385)  PROB.  II.  Trouver  par  la  table,  le  nombre 
qui  répond  à  un  log.  doimé.  (I!!i86)  Si  l'on  ne  peut  trouver  exactement, 
dans  la  table,  la  partie  décimale  du  log.,  comment  on  y  supplée. 

PAGE    489. 

Table  des  sinus,  tangentes,  etc.,  logarithmiques, 

ET  DE  LA  MANIÈRE  DE  S'EN  SERVIR. 

(128t)  Explication  de  la  table.  (1«88)  PROR.  I.  Trouver  par  la 
table,  le  sinus,  etc.  logarithmique  d'un  arc  on  d'un  angle  donné.  Si  l'angle 
donné  est  moindre  que  45».  (ia89)  Si  l'angle  donné  est  plus  grand 
que  45".  lâ»0)  Pourquoi  les  mots  sinus,  etc.  au  haut  de  la  page  corres- 
pondent aux  mots  cosinus,  etc.  au  bas  de  la  page.  (1201)  Si  l'angle  donné 
est  plus  grand  que  90°.  (1S92)  Comment  on  obtient  les  logarithmes  des 
sécante  et  cosécante  d'un  angle.  (1893)  De  la  colonne  (D)  des  différences. 
(1294)  Trouver  le  sinus,  etc.  logarithmique  d'un  angle  qui  contient  des 
secondes.  (1S93)  PROB.  II.  Trouver  les  degrés,  minutes  et  secondes 
qui  répondent  à  un  sinus,  tangente,  etc.  donné. 


PAGE    494. 

De  la  table  des  sinus,  etc.,  naturels, 

ET  DE  LA  MANIÈRE  DE  S'EN  SERVIR, 

(1296)  Explication  de  la  table.  (1391')  Comment  on  supplée  à  lomission 
de   la   colonne    (D)    des   différences.    (1298)  Trouver   la   cotangente. 
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(1999)  Manier*  de  trouver  la  nioante  et  la  ooeécnnte.  Trouver  le  ninua 
ou  ooiinus  naturel  d'un  aro,  à  l'aide  de  Hon  siii.  ou  coa.  logarithmique. 
(ISOO)  Avantag*  do  substituer  les  sinus,  «to.  naturels  aux  Binus  trigono- 
métriques,  dans  certains  cas.  (1301)  Lignes  trigononiétriques  dont  il  faut 
éviter  l'emploi. 

PAOB   499. 

Solution  des  triangles  reotlllgnes. 
(laOS  à  (1806) 

(130T)  Tableau  pour  la  solution  du  triangle  rectangle.  (1309)  Re- 
marque sur  la  formule  (16)  du  tableau.  (1300)  Sur  le  choix  des  formules 
à  employer.  (1810)  Manière  d'éviter  l'usage  de  certaines  lignes  trigono- 
métriques.  (1811)  Exemples  du  calcul  d'un  triangle  rectangle.  (1813) 
à  (1818)  Exemples  du  calcul  des  quatre  cas  du  triangle  oblique  angle. 
(1810)  à  (1880)  Application  des  règles  précédentes  à  la  solution  do 
quelques  problèmes. 

PAGE    518. 

LIVRE  VI. 

TRIGONOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 

* 

f  1381)  à  (1840)  Considérât'  -ns  préliminairet:*. 

PAOX  522. 

De  l'afieotlon  des  côtés  et  des  angles  du  triangle 

sphérique,  etc. 
Propositions  (I  à  V). 

(1341)  à  (1354) 

PAGE    537. 

Rapports  entre  les  côtés  et  les  angles  des  triangles 

sphérit^ues. 
Propositions  (I  à  X). 

(1355)  à  (1379) 

PAGE    551  . 

(1380)  à  (138S)  Formules  pour  la  solution  des  six  cas  du  triangle 
sphérique  oblique-angle.  (1384)  Il  peut  exister  deux  triangles  oblique 
angles  dont  un  côté  et  l'angle  opposé  de  l'un  soient  égaux  à  un  côté  et  à 
l'angle  opposé  de  l'autre.  (138a)  Résumé  et  simplification  des  expressions 
ayant  trait  à  l'ambiguïté  de  solution  des  deux  premiers  cas  du  triangle 
Bphénque. 
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PAGE    n  56. 

Des  partiefl-oiroulalres  de  Napier. 

(13N0)  à  (1387) 

(iaS8)  Particduinilieu,  piirtica  mljnci-iite^,  ptirticH  oppoHécH.  (Iîm9)  Pro 
poHition  ayant  trait  aux  particH  circulairoH.  (l«l(IO;  De  l'appliuiUioii  de  la 
proposition  précédente.  (1891)  DifipoHJtion  den  partien  circulaires  autour 
de  lu  circonférence  d'iin  cercle,  tableau  des  oxpresnionH  aiixciuellew  le» 
parties  circulaires  donnent  lieu.  (139SI)  Tableau  des  propositions  que 
fournissent  les  expressions  du  tableau  précédent,  manière  do  commencer  la 
pro})ortion.  (1393)  Manière  dose  faciliter  l'intelligence  des  o[)érations. 
(1304)  Tableau  pour  la  solution  du  triangle  spliérique  rectangle.  (1395) 
Tableau,  en  regard  du  précédent,  pour  décider  de  l'affection  du  côté  ou  de 
l'angle  trouvé.  (1396)  Exemples  du  calcul  du  triangjg  ephériquc  rec- 
tangle. (1397)  Solution  du  triangle  sphérique  dont  un  côté  est  égal  au 
quart  do  circoniérenoe,  exemples  du  calcul  ù.  faire.  (1399)  à  (1409) 
Exemples  de  la  solution  des  six  cas  du  triangle  sphérique  oblique-angle. 
(1410)  Manière  d'éviter  toute  tkuafle  conclusion.  (1411)  Tableau  pour  la 
solution  du  triangle  sphérique  oblique-angle.  (1414)  Autre  tableau  pour 
la  solution  du  triangle  sphérique  oblique  angle.  (1413)  Remarque  sur 
l'oniission  du  facteur  li  dans  les  formules  du  dernier  tableau.  (1414)  Des 
fractions  de  secondes.  (141S)  Dimensions  ordinaires  des  côtés  des  trian- 
gles d'un  relevé  géodésique.  (1410)  Petitesse  comparative  des  triangles, 
eu  égard  aux  dimensions  de  la  sphère  terrestre.  De  l'excédant  sphérique, 
c'est-à-dire  de  l'excédant  de  la  somme  (les  trois  angloft  d'un  triangle  sur 
180",  et  de  la  formule  de  Legendreponr  calculer  cet  excédant.  Exemple  du 
calcul  d'un  des  triangles  d'un  relevé  trigonométriqac  d'une  partie  de  la 
surface  du  globe.  .         .  «  .  i 
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APPENDICE,      ,  , 
Toisé  des  surfaces  et  des  corps. 

PBEMIÈRB   PARTIE. 

TOISÉ  DES  SURFACES  DES  FIGURES. ,.PL4NES, 

(1417)  à  (1419)  Considérations  préliminaires.    (14!)0)  PROB.  I. 

déterminer  la  surface  d'un  carré,  rectangle^  losange,  rhombe  ou  paralié» 
logramme  quelconque,  dont  on  connaît  la  base  et  la  hauteur.  1431)  Autre 
règle  pour  la  solution  du  problème,  quand  on  connaît  les  côtés  et  leur 
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angle  d'inclinaison.     (1442)  Solution   du  même   prob.   par  logarithmes. 
(14*i:i)  PROU.  II.  Surlace  d'un  triangle.  1er.  cas.     Oiiaïul  la  base  et 
la  hauteur  sont  données.     (14!14)  !2eine.  CHS.     Quand  on  a  deux  côtés 
et  l'angle  inclus.     (14*6)  Seine,  cas.  Quand  les  troi:^  côtés  sont  connus. 
(1427)  Solution  du  3ènie.  cas  par  logarithmes.  (142S)  Le  iiicme  exemple 
])ar  nombres  naturels.     (1439)  Autre  règle  par  la  solution  du  ."{éme.  cas. 
(1430)  Degré   d'exactitude  du   résultat   limité  par   l'emploi  des  taides. 
(1131)  De  la  somme  de  travail  que  requiert  chaque  mode  de  solution. 
(14;i3)  Solution  graphique  des  problèmes.     (143ÎI)  l>llOI>.  111.  Sur- 
face  d'un   trapèze.     (1434)    PROB.  IV.    Surface  d'un   quadrilatère. 
(1435)  PROB.  V.  Surface  d'un  polygone  irrégulier.    (1 13«)  PROB. 
VI.  Surface  d'une  figure  langue  et  irrégulière  terminée  d'un  côté  par  une 
ligne  droite.     (1437)  Autre  cas  du  même  prob.     (143.S)  RE.^.   Sur  la 
règle  fautive  de  certains  auteurs  pour  la  solution  de  ce  prob.     (1 139') 
l*ROU.  VII-  Surface  d'un  polygone  régulier.     (1440)  Tulileau  îles  aires 
ou  surfaces,  angles,  rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  des  polygones 
réguliers  de  3  à  12  côtés.     (1441)  Règle  pour  la  solution  du  prob.  par  le 
tableau.     (144U)  PllOB.   VIII.  Trouver  la  circonférence  d'un  cercle 
dont  on  a  le  diamètre,  le  diamètre  d'un  cercle  dont  on  a  la  ''ircontérence. 
(1413)  PROB.  IX.  Surface  d'un  cercie  quand  on  ne  coniuût  que  le 
rayon  ou  le  diamètre,  ou  la  circonférence  et  le  diamètre.     (1144)  Solution 
du   même  prob.,    quand   on    ne   connaît  que   la  circonférence,     (lllîl) 
PROB.  X.  Surface  d'un  anneau  circulaire  ou  de  l'esi)ace  compris  entre  deux 
cercles  concentriques.     (1410)  Si  les  cercles  sont  excentriques.     (IIIT) 
PIIOB.  XI.  Trouver  la  longueur  d'un  arc  de  cercle.     (144J»>)  Autre 
règle  pour  la  solution  du  prob.     (1449)  Autre  règle  pour  la  solution  près 
du  même  prob.     (14«!ï0)  PROB.  XII.  Aire  ou  surliice  d'un  secteur  de 
cercle.     (1451)  PROB.  XIII.  Surface  d'un  secteur  d'anneau  circulaire 
ou  de  l'espace  compris  entre  deux  arcs  de  cercles  concentriques.    (1452)  Si 
les  secteurs  composants  sont  excentriques,     (1453)  PROB.  XIV.   Sur- 
fiice  d'un  segment  de  cercle.     (1454)  Règle  pour  la  solution  du  même 
prob.  par  la  table  des  surfaces  des  segments  de  cercle.     (1455)  Explication 
de  la  table.     (1456)  Analogie  de  la  seconde  règle  à  celle  du  prob.  7. 
(1457)  S'il  s'agit  d'un  segment  plus  grand  que  le  demi-cercle.     (1458) 
PROB.  XV.  Surface  d'une  zone  de  cercle,  ou  l'espace  compris  entre  deux 
cordes  parallèles  et  les  arcs  interceptés.     (1459)  PROB.  XVI,  Surface' 
d'une  lunule  ou  de  l'espace  compris,  entre  les  arcs  de  deux  cercles  excen- 
triques qui  s'intersectent.    PROB.  XVII.  Trouver  la  circonférence  d'une 
ellipse.     Définition  de   la  figure.     (1460)   Considérations  préliminoîres. 
(1461)  Règle.    (1463)  Tracé  de  l'ellipse.     Méthode  de  découvrir  si  une 
figure  curviligne  qui  ressemble  à  une  ellipse  en  est  une  ou  non,     vl'164) 
Autre  méthode  de  tracer  l'ellipse.    (1465)  Faire  la  même  opération  sur 
une  grande  échelle.    (1466)  Avantage  d'une  construction  graphique  pour 
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la  détermination  dea  angles  nécessaires.     (11G7)  Autre  manière  de  tracer 
l'ellipse.     (I16S)  Règle  pour  déterminer  la  circonférence  près  d'une  ellipse 
quand  les  diamètres  ne  sont  pas  très  inégaux.     (1469)  PliOil.  XVI II. 
Surface  d'une  ellipse.     (1470)  L'ellipse  est  égale  en  surface  ù   un  cercle 
dont  le  diamètre  est  moyen    proportionnel    entre  les  deux   diamètres   de 
l'ellipse.     (1471)  Estimation  des  périmètres  et  surfaces  des  bases  et  sections 
curvilignes  ou  elliptiques  des  cylindres  et  cônes  obliques  ou  dea  troncs  de  ces 
solides.      (117*2)    PROB.    XIX.    Surface    d'un     anneau     elliptique. 
(1113)  PIIOB.  XX.  Surface  d'un  segment  d'ellipse  par  une  ligne  parai, 
lèlo  li  l'un  de  ses  axes.     (1174)  Détermination  des  surfaces  dea  bases  d'un 
onglet  de  cylindre  ou  de  cône.     (1475)  PROB.   XXI.  Surface  de  la 
parabole.     Définition    et  tracé  de  la  figure.     (1170)   Autre    manière  de 
tracer  la  parabole.      (1177)  Règle  pour  la  surface.     (147S>  Toute  calotte 
ou  partie  supérieure  d'une  parabole  est  encore  une  parabole,  et  non  un  simple 
segment  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse.     (1179)  Evaluation   des  surfaces 
de  l'hyperbole,  de  la  cycloïde  et  d'autres  figures  curvilignes.     (1180)  De 
la  dittërence  entre  une  ellipse  et  la  courbe  dite  anse-de-panier.     (llSl) 
PROU.  X5III.  Déterminer  la  surface  d'une  figure  curviligne  quelconque. 
(11S2)  à  (1184)  Considérations  relatives  à  ces  surfaces.     (14S5)  Eva- 
luation  d'une  surface  irrégulière  par  la  méthode  des  lignes  compensatoires. 
(118G)  Evaluation  des  longueurs  développées  des  périmètres  des  figures 
curvilignes  et  irrégulières. 
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Toisé  des  oorps  ou  solidea. 

(1487)  (14S8)  Considérations  préliminaires.  (1489)  PROU.  I. 
Trouver  la  surface  d'un  prisme  droit.  (1490)  PROR.  II.  Trouver  le 
volume  d'un  prisme  droit.  (1491)  PROU.  III.  Surface  d'un  prisme 
oblique.  (149"2)  PROB.  IV.  Volume  d'nn  prisme  oblique.  (149;t) 
PROB.  V.  Surface  d'un  tronc  de  prisme.  (1494)  PROB.  VI.  Volume 
d'un  tronc  de  prisme  triangulaire.  (1495)  PROB.  VII.  Volume  d'un 
tronc  de  prisme  dont  la  base  ou  coupe  perpendiculaire  aux  côtés  est  un 
polygone  régulier  ou  à  moitiés  symétricpies.  (1490)  PROB.  VIH 
Volume  d'un  tronc  de  prisme  quelconque.  Lisez  la  note,  page  409.  (1497) 
PROB.  IX.  Volume  d'un  coin.  (1498)  PROB.  X.  Volume  d'un 
prismoïde.  (1199)  PROB.  XI.  Surface  d'une  pyramide  ré-nilière. 
(1500)  PROB.  XII.  Surface  d'un  tronc  de  pyramide  régulière  à  bases 
perallèles.  (I501)  PROB.  XIII.  Surface  d'une  pyramide,  ou  d'un 
tronc  quelconque  de  pyramide  oblique  ou  irrégulière.  (1502)  PROB. 
XIV,  Volume  d'une  pyramide  quelconque.  (1503)  PROB.  XV. 
Volume  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles.  (1504)  PROB.  XVI. 
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Volume  d'un  tronc  &e  pjramide  quelconque.     (1505)  PROB.   XVII. 
Surface  d'un  cylindre  droit.    (1500)  PROB.  XVIII.  Volume  d'un 

cylindre  droit.     (1507)  PROB-  XIX.  Surface  d'un  cylindre  oblique. 
(1908)  PROB.  XX.  Volume  d'un  cylindre  oblique.     (1500)  PROB. 

XXI.  Surface  d'un  tronc  de  cylindre  droit,  ou  d'un  tronc  de    cylindre 
oblique  dont  les  grands  ou  petits  axes  des  bases  opposées  sont  dans  un  même 
plan.     (1510)  PROB.  XXII.  Volume  d'un  tronc  de  cylindre  droit,  ou 
d'un  tronc  de  cylindre  oblique  dont  les  grands  ou  petits  axea  des  bases 
opposées  sont  dans  un  même  plan.     (1511)  PROB.  XXIII.  Surface 
et  volume  d'un  tronc  quelconque  de  cylindre.     (1512)  PROB.   XXIV. 
Surface    d'un  cône  droit  ou  régulier.     C1513)  PROB.  XXV.  Surface 
d'un  tronc  de  cône  droit  ou  régulier  à  bases  parallèles.     (1514)  PROB. 
XXVI.  Surface  d'un  cône  ou  d'un  tronc  quelconque  de  cône  oblique  ou 
irrégulier.    (1515)  PROB.  XXVII.  Volume  d'un  cône  droit  ou  oblique^ 
(1516)  PROB.  XXVIII.  Volume  d'un  tronc  de  cône  droit  ou  oblique, 
c.à-d.  d'un  tronc  de  cône  quelconque,  à  bases  parallèles.    (1511)  PROB. 
XXIX,  Volume  d'un  tronc  de  cône  quelconque  à  bases  non  parallèles. 
(1518)  PROB.  XXX.  Volume  d'un  onglet  de  cône.     (1510)  PROB. 
XXXI.  Volume  d'un  onglet  de  cylindre.     (1530)  THEORËMC   Ex- 
pression générale  pour  la  surface  latérale,  (convexe  ou  concave)  d'un  solide 
de  révolution  quelconque,  ou  d'un  segnient  ou  tronc  de  tel  solide  à  une 
seule  base  ou  à  deux  bases  parallèles  dont  le  plan  de  section  est  perpendicu- 
laire à  l'axe  de  la  courbe  génératrice.    (1521)  TifEOREME.     Ex- 
pression générale  pour  le   volume  d'un  sojide  quelconque.     (1533)     à 
(I53lj  Démonstration  de  l'exactitude  de  cette  expression.     (1533)  Quand 
le  solide  à  estimer  est  à.  surface  latérale  convexe  et  qu'il  n'est  pas  ou 
ne  forme  pas  partie  d'un  sphéroïde  ou  conoïde  régulier,  la  différence  entre 
son  vol.  exact  et  son  volume  approximatif  par  la  formule  (E  +  F  +  4  ab)  x  | 
EF,  est  toujours  en  plus,    j^valution  du  volume  d'un  anneau  solide  quel- 
conque ou  tronc  de  prisme  continu.    (1533)  La  même  formule  s'applique 
à  l'évaluation  du  volume  d'un  solide  à  surface  latérale  concave,  la  différence 
entre  les  volumes  exact  et  rapproché  étant  dans  ce  cas  en  moins  au  lieu 
d'être  en  plus.    (1534)  Volume  d'un  conoïde  à  surface  concave.     Manière 
d'ajouter  indéfiniment  à  la  précision  du   résultat.     (1535)  Evalution  du 
volume  près  d'un  corps  régulier  ou  irrégulier  quelconque.     (1536)   Eva- 
luation du  volume  d'un  tronc  ou  segment  quelconque  de  sphère,  de  sphéroïde 
ou  de  conoïde  à  bases  non  parallèles.     (1531')  Applicatioa  des  formules  ou 
expressions  précédentes  à  la  solution  des  divers  problèmes  qui  y  ont  trait, 
bavoir  :  (1538)  PROB.  XXXII.  Surface  d'une  sphère,  d'après  les  règles 
ordinaires.    (15S(9)  La  même  surface,  par  la  formule  générale.    (1540) 
Avantage  de  l'emploi  de  cette  formule  dans  certains  cas.    (1541)  Evalua- 
tion de  la  surface  à  estimer  quand  elle  est  d'inégale  courbure.    (1543)  Con- 
sidérations qui  doivent  guider  le  mesureur  ou  géomètre  dans  l'exercise  des 
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détails  de  son  art,  eu  égard  au  degré  de  précision  à  apporter  dans  le  résultat 
(1543)  PROB.  XXXIII.  Volume  d'une  sphère.     (1544)  PROB. 

XXXIV.  Surface  convexe  d'une  calotte  i<phérique  ou  d'une  zone  ephé 
rique  quelconque.      (1545)   Le   même  prob.   par  la  formule  générale. 
(1546)   PROB.   XXXV.   Volume   d'une  calotte  sphérique  ou  d'un 
segment  sphérique  quelconque.     REM.  Considératione  qui  doivent  décider 
du  choix  à  faire  d'entre  les  deux  règles  pour  la  solution  de  ce  prob.  ("1541) 
PROB.  XXX  VI>  Volume  d'un  onglet  sphérique,  surface  de  la  lune  qui  lui 
sert  de  base.  (1548.)  Autre  règle  pour  la  solution  du  prob.  (1540)  Solution 
approximative  du  même  prob.  (1550)  PROB.  XXXVII.  Volume  d'un 
secteur  sphérique.     KI^HI.  ï,  II,   III,   Manières  de  sinjplifier  le  calcul 
dans  certains  cas.     (IS-'il)  PROB.  XXXVIII.  Surface  d'un  triangle 
spliérque.     REM.  Sur  le  rapport  de  la  surface  d'un  triangle  sphérique  à 
l'excédant  de  la  somme  de  ses  trois  angles  sur  180°.     (1553)  PROB. 
XXXiX.     Surface  d'un  polygone  sphérique.     REM.  Sur  le  rapport  des 
surfaces  de  deux  figures  seinblablcs  tracées  sur  difierentes  parties  de  la 
Hphère  terrestre.     (1554)  PROB.  XI».  Volume  d'une  pyramide  sphé- 
rique.    (1555)  PROB-  XLI.  Surface,   volume  d'un  polyèdre  régulier. 
(1550)  Tableau  des  nombres  de  faces,  angles  des  faces,  burfaces  et  volumes 
des  polyèdres  réguliers  dont  le  rayon  est  1.     (1557)  Kègle  pour  la  solution 
du  prob.  par  le  tableau.     (1558)  PKOB.  XLII.  Etant  donné  le  diamè- 
tre d'une  sphère  :  trouver  le  côté  de  l'un  quelconque  des  polyèdres  réguliers, 
qui  puisse  être  inscrit  dans  la  sphère,  circonscrit  à  la  sphère,  ou  qui  soit 
égal  à  la  sphère.     Tableau  pour  faciliter  la  solution  du  prob.     (1550) 
PROB.  XLI II.  Etant  donné  le  côté  de  l'un  des  cinq  polyèdres  réguliers  : 
trouver  le  diamètre  d'une  sphère  qui  puisse  être  inscrite  dans  le  polyèdre, 
circonscrite  au  polyèdre,  ou  qui  lui  soit  égal  en  volume.   (1560)  PROB. 
XEiIV.  Volume  d'un  sphéroïde,  par  la  règle  ordinaire.    (1661)  Le  même 
volume  par  la  formule  générale.     (1568)  PROB.    XLV.  Volume  d'un 
segment  quelconque  de  sphéroïde  à  une  seule  base  ou  à  deux  bases  paral- 
lèles, perpendiculaires  ou  non   aux  axes  du  solide.     REM.  I.  Propriété 
de  l'ellipse.    REM.  II.  Avantage  de  la  règle  de  ce  prob.  qu'elle  ne 
requiert  pas,  comme  la  règle  ordinaire,  que  l'on  connaisse  les  axes  du  sphéroïde 
dont  le  segment  proposé  fait  partie.     (1563)  PROB.  XLVI.   Volume 
d'un  tronc  de  sphéroïde  à  bases  non  parallèles.  (1564)  PROB.  XE.VII. 
Volume  d'un  paraboloïde  droit  ou  oblique  ou  d'un  tronc  ou  segment  de 
paraboloïde  à  bases  parallèles,  perpendiculaires,  on  non,  à  l'axe  du  solide. 
REM.   Sur  l'emploi  de  la  formule  générale  dans  le  cas  du  paraboloïde. 
(1565)  PROB.  XLYIII.  Volume  d'un  tronc  de  paraboloïde  droit  à  bases 
non  parallèles.   REM.  Tronc  d'un  paraboloïde  oblique.  (1566)  PROB. 
XLIX.  Volume  d'un  hyperboloïde  droit  ou  oblique,  ou  d'un  tronc  d'hyper- 
boloïde  à  bases  parallèles,  perpendiculaires,  ou  non,   à  l'axe  du  solide. 
REM.  Règle  ordinaire  pour  le  volume  de  l' hyperboloïde  oblique,  preuve 
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de  l'exactitude  de  la  formule  générale.    (Ï56t)  PBOB.  I..  Volume  d'un 
tronc  d'hyperboloïde  à  bases  non  parallèles.    (1568)  PROB.  L,I.  Déter- 
miner  le    volume    près,  d'un    fuseau  circulaire,    elliptique,  parabolique, 
hyperbolique.      (1509)  Fuseau    circulaire.     (1510)  Fuseau   elliptique. 
Comparaison  de  la  somme  de  travail  qu'exigent  respectivement  la  règle  ordi- 
naire et  la  formule  générale  pour  la  solution  de  ce  problème.     (1571) 
Fuseau  parabolique.     REM.  Simplicité  de  la  règle  ordinaire  dans  ce  cas. 
(ISySB)  Fuseau  hyperbolique.   (1573)  REM.  Importance  de  ce  problème. 
(1574)  PROB.  IjII.  Volume  près  du  tronc  central  d'un  fuseau  quel- 
.  conque.     Capacité  d'une  tonne,  barrique  ou  futaille  quelconque.     (15T5) 
PROB.  IjIII.  Volume  près,  d'un  tronc  de  fuseau  quelconque  à  bases 
parallèles,  perpendiculaires  à  î'axe  du  fuseau.     Capacité  d'une  tonne,  bar- 
rique ou  futaille  quelconque  placée  debout  et  qui  n'est  qu'en  partie  pleine. 
(1576)  PROB.  HV.  Volume  près,  d'un  tronc  de  fuseau  quelconque 
à  une  seule  base  parallèle  ou  non  à  l'axe  ou  diamètre  du  fuseau,  ou  d'un 
tronc  à  bases  parallèles,   perpendiculaires  ou   non   aux  axes  du   solide. 
(15'T7)  PROB.  I«T.  Volume  près  d'un  tronc  de  fuseau  quelconque  à 
bases  non  parallèles.    Evaluation  du  contenu  d'une  tonne,    barrique  ou 
futaille  inclinée.  (ISW;  PROB.  IiVI.  Evaluation  d'une  tonne,  barrique 
ou  futaille  couchée  et  qui  n'est  qu'en  partie  pleine.  (1510)  PROB.  L.VI1. 
Volume  près,  d'un  conoïde  convexe  ou  concave   terminé  par  une   base 
convexe  ou  sphérique.     (15§0)  PROB.   LVlil.  Volume  d'une  voûte 
quelconque  dont  l'épaisseur  n'est  pas  uniforme.     (1581)  PBOB.  1.1X. 
Volume  d'un  prismoïde  ou  d'un  cylindroïde  quelconque.   (1581)  à  (1593) 
Considérations  relatives  aux  prismoïdes  de  toutes  sortes.   (1593)  PROB. 
liX.  Déterminer  le  vol.  exact  d'un  corps  irrégulier  de  petites  dimensions 
ou  d'un  corps  composé  de  plusieurs  parties  élémentaires  de  dimensions  et 
formes  difiérentes.     (1595)  PROB.  .   XI.  Déterminer  le  volume  ou  le 
poids  d'un  corps  ou  d'une  substance  quelconque,  par  comparaison  du  volume 
ou  poids  de  tel  corps,  avec  celui  d'un  corps  ou  substance  dont  on  connaît  à 
l'avance  le  poids  et  le  volume.    (159§;  PROB.  XLII.  Déterminer  le 
poids  ou  la  gra\nté  spécifique  d'un  corps  ou  d'une  substance  quelconque. 
(1601)  PROB.  iLXlH.  Déterminer  la  quantité  de  chaque  ingrédient 
on  élément  dans  un  composé  de  deux  substances  ou  éléments.    (1002) 
PROB.   LXIV.  Déterminer  le  volume  du  plus   grand  plançon,   ou 
morceau  de  bois  écarri  qu'on  puisse  tirer  d'un  billot  rond  ou  d'un  arbre 
abattu  ou  sur  pied.    (1603)  PROB.  LXV.  Cuber  un  plançon  qui  n'est 
qu'en  partie  écarri,  ou  dont  les  arêtes  ou  angles  sont  à  faux  bois. 
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Page. 
I.  Logarithmes  des  Nombres  depuis  1  jusqu'à   10000.     (Voyez 
REM.  I) 1 

IL  Sinus  et  Tangentes  Logarithmiques  pour  chaque  degré  et  miï.ate 

du  quart-decercle 1' 

III.  Sinus  et  Tangentes  Naturels  pour  chaque  degré  et  minute  du 

quart-de-cercl( .^,.V«.  t>  «••**.     63 

TV.  Aires  ou  Surfaces  des  Segments  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  1 
et  que  l'on  suppose  divisé  eu  1000  pa^-ties  égales ,.,,.... 

V.  Lori;^neurs  des  Arcs  de  cercle  dépuis  1  seconde  jusqu'à  180° .... 

VL  Longueurs  des  Cordes  d'arofi-de  cercle  depuia  1   minute  jusqu'à 

90".     (Voyez  REM.  II.  page  XLIV) 88 

VIL  Nombres  ou  Diviseurs  depuis  1  jusqu'à  1000  et  leurs  Réciproques 
ou  Multiplicateurs  correspondants.    (Voyez  RGJKI.  III.  page 

XT'V) .^i'.viiirAl'.i'i^'i'yt;,; .....   97 

VIII.  Poius  Spécifiques  de  divers  corps  ou  substances,^,,^,;,^^,, , ....  103 
IX.  Poids  d'un  Pied  Cube  de  divers  corps  ou  substances. 108 
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REM.  I.  On  aurait  dû  dire  à  l'endroit  des  "  logarithmes  "  que  pour  ce 
qui  est  du  calcul  ûe*  caracteristtlque§  negratlves  : 
1°  Ei^addition  des  caracterlu tiques  acgatlirefl,  «ç  fait  en 

prenant  leur  somme.  Ainsi  :  2  ajouté  à  3  donne  6  ;  de  même 
2.371664  ajouté  à  3.783415  donne  4.155069,  puisque  l'urtité  retenue  sur  la 
somme  des  parties  décl.nales  des  deux  logarithmes,  diminue  d'autant  la 
somme  des  caractéristiques  négatives,  comme  on  va  le  voir. 

2°  L'addition  d'une  caractéristique  posltlTe  arec  une 
négative,  se  fait  en  prenant  leur  différence  et  en  donnant  d  cette  diffé- 
rence le  signe  de  la  plus  grande.  Ainsi  :  6  +  2=4,  5  et  2  donnent  3,  5  et 
2  font  3,  2  +  l=î;  de  même,  la  somme  de  6.346854  et  3.268542  est 
2.615396  ;  la  somme  de  6.387465  et  2".924563  est  5.312028,  car  l'unité  retenue 
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sur  ]a  somme  des  décimales  des  deux  logarithmes,  aftecto  d'autant  la  somme 
de  leurs  exposants  ou  caractérietiquoa. 

30  I»our  soustraire  uii  exponanl  iicRtillf:  changez  en  le 
signe  de-en  +  et  ajoutez  le  par  les  règles  précédentes.   Ainsi  :  2  -  ÏÏ"=  5  ; 

5  soustrait  de  2  donne  5  et  2,  c.-à-d.  3  ;  5-3  =  3  +  5=2  ;  de  mciiic,  3.24G854 

soustrait  de  2.684765  laisse  6.437911  ;  mais  5.765462  soustrait  de  2.346853 
laisse  2.581391,  car  dans  ce  cas  pour  soustraire  la  première  décimale  7  il 
faut  emprunter  l  de  2,  ce  qui  réduit  'là  .T;  alors  11  et  5  domient  2.  Si  l'on 
soustrait  3.785631  de  5.684325,  le  résultat  est  3.  etc.,  car  5  -  l=iret  3"ôté 

de  6,  il  reste  3. 

40  Pour  multiplier  uu  loizarKlinio  avor  un  exposant 
négatif  :  multipliez  la  partie  décimale  ou  fractionnaire  par  les  règles 
ordinaires,  multipliez  alors  V exposant  négatif,  ce  qui  donnera  un  jn-oduit 
négatif  auquel  vous  ajouterez  (par  la  règle  2*^)  les  entiers,  s'il  y  en  «, 
que  vous  aurez  retenus  sur  la  partie  décimale.  Ainsi:  2x5— 10  et  s'il  y  a 
à  ajouter  par  exemple  2  de  retenue,  le  résultat  est  85  de  même,  2,368540 
X  2=4.737092,  et  3.7856473  x  6 =Ï4.7 138838. 

â""  Pour  diviser  un  logarltbnie  a  caractéristique  nei;a 
tlve-t  si  la  caractéristique  est  divisiMe  par  le  diviseur,  écrivez  le  quotient 
avec  un  signe  négatif  et  divisez  la  partie  décimale  par  les  règles  ordi- 
naires ;  mais  si  V exposant  négatif  n'est  pas  divisible  par  le  diviseur^ 
ajoutez  lui  tel  nombre  négatif  qui  le  rendra  divisible,  et  écrivez  en  même 
temps  d  la  gauche  de  la  partie  décimale  du  logarithme  un  nombre  entier  et 
positif  égal;  divisez  alors  séparément  l'exposant  négatif  ainsi  augmenté 
et  V autre  partie  du  logarithme,  et  le  premier  quotient  pris  négativement 
sera  la  caractéristique  de  la  partie  fractionnaire  du  quotient.    Ainsi  : 

6  divisé  par  3=2  ;   mais  pour  diviser  10  par  3,  ajoutez  2  pour  avoir  12  et 

2,  le  premier  nombre  12-Î-3  donne  4  et  le  dernier  donne  'l  ;  donc  le  quotient 

est  4  et  Ij  de  même,  6.324684  divisé  par  3,  donne  2.108228  j  mais  Ï4. 326847 

-^9  =  (Ï8  +  4.326847)-=-9=2.4807608.  En  ajoutant  4  et  4  au  log.  du  dernier 

exemple  on  n'en  altère  aucunement  la  valeur,  puisque  la  somme  de  4  et  4 
est  0. 

REMT.  II.  La  table  des  cordes  (page  88)  offre  entre  autres  usager  qu'on 
peut  en  faire,  le  moyen  le  plus  exact  de  décrire  ou  de  faire  un  angle  d'un 
nombre  donné  de  degrés  et  minutes,  et  même  (par  une  simple  règle  de  pro- 
portion)  de  secondes,  etc.  Cette  table,  avec  celle  des  arcs  de  cercle  qui  la 
précède,  permet  aussi  de  comparer  et  de  calculer  les  longueurs  respectives 
des  <^ô.és  d'un  triangle  sphérique  considéré  comme  rectiligne  ou  d'un 
triangle  rectiligne  considéré  comme  sphérique. 
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REm.  III.  LatabledesOlvlieurietinnltlpIlcatenrii  Réci- 
proque!* 08t  très  utile,  en  ce  que  à  son  aide  l'un  peut  de  8uite  ronr 
placer  un  diviseur  par  uu  multiplicateur,  ou  en  d'autres  termes,  changer 
une  division  en  une  multiplication  qui  produise  le  mênie  quotient  ou 
résultat  ;  ou,  si  l'on  veut,  une  multiplication  en  une  division  qui  donne 
le  même  produit.  Soit  par  exemple  à  diviser  53731)173  pur  200,  le  réci- 
proque du  diviseur  250  est  le  nmltiplicateur  .004,  et  en  etlet  c'est  la  ntême 
chose  de  multiplier  le  nombre  dontié  par  .004,  ou  de  le  divieer  par  260> 
tandisque  le  calcul  à  l'aire  est  bien  plus  simple  et  plus  court  dans  le 
premier  cas  que  dans  le  second,  puisqu'il  sulflt  de  multiplier  par  4  et  de 
retrancher  dans  le  produit  trois  chiffres  pour  décimales.  Sott  encore  à 
diviser  par  885  un  nombre  entier  quelconque  suivi  de  décimales,  le  réci- 
proque de  885  est  .001129944  ou  .00113  à  très  près,  on  multipliera  donc 
par  .00113  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  par  113  pour  séparer  ensuite 
autant  de  décimales  qu'il  y  en  a  tant  dans  le  multiplicande  que  dans  le 
multiplicateur.  Si  dans  le  dernier  exemple,  le  diviseur  était  8850  ou 
88500,  etc.,  il  est  clair  que  le  multiplicateur  réciproque  serait  alors 
.000113  ou  .0000113  etc.,  suivant  le  cas;  et  si  le  diviseur  était  au  con- 
traire 88.5,  8.85,  .885,  .0885,  .00885,  etc.,  le  multiplicateur  correspan* 
deviendrait  .011,3,  .11.3,  1.13,  11.3  ou  113,  etc ,  suivant  le  cas.  Si  le 
diviseur  excède  1000,  on  le  trouvera  néanmoins  assez  souvent  ou  à  très 
près  dans  la  colonne  des  réciproques,  ainsi  pour  1032,  l'on  prendra 
1031992  qui  lui  est  égal  à  très  près  et  dont  le  multiplicateur  correspon. 
dant  est  969,  c.-à-d.  9.69  puisque  le  réciproque  est  1032  au  lieu  de  .001032. 
Si  le  diviseur  donné  était  1383,  Bon  réciproque  serait  à  très  près  7.23, 
un  diviseur  13830  donnerait  pour  multiplicateur  .723  à  très  prés,  et  amsi 
de  suite. 
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Des  proposttions  lesquelles,  dans  le  premier  Uvre  de  cet 
ouvrage,  correspondent  aux  propositions  des  six 
premiers  livres  de  VEudide  de  Playfair. 
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>r  livre  de  cet 
tioas  des  six 


ou 
419 
47i 


.403 


Eucl. 
LIV.  3. 
Prop. 


33. 
U. 
36. 


36. 


LIV.  4. 
LEM... 
Prop. 


450    3 632 

630 

(420 

}   à 

^422 
C636 

l  63.^ 

■ .637 

! 63:i| 


37 
A 
B 
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E 
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ou 

48a 


Eucl. 
UV.  4. 
Prop. 


10. 

II. 

12 

13 

14 

15. 


16. 
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Prop. 


615 
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622 


.225 

.628 


B. 


11. 

12. 

15. 

16 

17 
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18. 

D. 
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.63i 
639 
640 

.641 

.642 

.644 
64t) 


65.'! 
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.lOJ 


931 

61 

60 

82 
83 
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.102 
.  73 
.  94 

.  97 

.  95 
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.  81 
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641 
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544 

.620 

.522 

.523 

.528 
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'531 

'.515 

.614 

.617 

.516 

.634 

545 

546 

.547 
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ou 

86 

88 
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ou 
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.551 

552 

563 

548 

654 

663 

.209 

.561 
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.587 
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.588 
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582 

ou 

381 

.660 

.524 

423 

449 
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Corrigez  tout  d'abord  aveo  la  plume,  celles  d'entre  les 
fautes  suivantes  qui  peuvent  altérer  le  sens  du  texte. 

(4 1  et  12).  Pour  "  prisjiio  ",  lisez  ''  pamilépipèdc."— (»8, 01,  05).  Pour 
(8»),  lisoz  (««).— ('2:10)  r.éino.  lii;tic  ;  pour  r,  Vm'X  n.— («la»)  HiJlt'/,  (21  H). 

(îimO)  Pour  CK,  Hhi'z  GK. — (JIM)  Dornière  lij^nt';  pour  l'autn'  jHirtio,  lisez 

la  pronùèrc  ou  lu  Husilito  partii*. — (497)  Pour  CA  (avant  dorniôro  Ii|îue), 
lisez  DA.— (50»)Seot)iule  lif^ne  ;  pour  une,  lÎHez  deux. — (ftIO)  Pour  à,  liwz 
sous;    r)ènie.    ligne.  —  Puj,'e   lî>H,    ligne   11;    ixnir  (AEF  +  (^.FH)»,  lisez 

2 
*— (604)  Menez  lu  ligno  CD  qui  manque  dans  luflg. — (071) 


my- 


/AEF  +  CKH^ 

Pour  »Y»,  lisez  ::.— (000)  Four  trapèze,  lisez  quadrilatère.— (741)  Avant 
dernière  ligne  ;  pour  Hi)  Kl),  linez  IlD  :  Kl).— Page  271),  ligne  (>  ;  pour  HA', 
lisez  A'L,  nii.— (S14)  Menez  la  ligne  HC  qui  manque  dans  la  %. — 
(1014)  Pour  inesurenieni,  lisez  niesurage.  (10;2ft)  Menez  la  ligure  hi  qui 
manque  ilans  la  fig. — (1041)  Pour  eon  côté,  lisez  la  moitié  de  son  côté  ou 
de. — Page  ÎÎHD,  ligne  Icre  ;  pour  sa  hauteur,  lisez  le  tiers  de  Ha  hauteur. — 
(10S7)  yème.  ligne  ;  p^nir  leur  sommet,  lùsez  leurs  sommeta. — Page  413,  der- 
nière ligne;  pt.ur  B  x  H  ou  lUI,  lisez  B  x  J  H  ou  l  BH.— (113«;  lOème. 
ligne  ;  pour  bvi,  lisez  Im. — (1130)  lèiue.  ligne,  après  sections  coniques, 
lisez  et  du  calcul  ditt'érentiel  et  mtégral.  — (1144)  lOème.  ligne  ;  pour  cD 
lisez  CD. — (1216)  Dernière  ligne  ;  pour  de  cet  arc,  lisez  de  la  moitié  de  cet 
arc. — (1200)  4ème.  ligne  ;  pour  plus  part,  lisez  plupart. — Page  482,  lOème. 
ligne  ;  pour  j'^,  lisez  ,'(,. — Page  507,  25ème.  ligne  ;  pour  :  AB,  lisez  :  :  AB. — 
(1346)  Au  centre  de  l'arc  ACA',  lisez  P. — Page  465  et  ailleurs  ;  pour 
*'  degré  "  liâez  "  degré  "  ;  et  quelques  autres  fautes  d'impression. 
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04, 1>rt).  Pour 

)  Mim'z(aiH). 

utro  purtio,  Whqz 

(loriiièro  li>?ne), 

1)  Pour  il,  Hncz 

+  CKH)«,  lisez 

2 

ilafl^'.— (071) 

-(741)  Avant 

0  (5  ;   |Hiur  UA', 

lians   Id   flg. — 

a  liguro  ht  qui 

lie  Hon  côté  ou 

Ha  hauteur. — 

Page4i;<,  dcr- 

13*^;  lOème. 

tions  coniquc8, 

gne ;    pour  cD 

inuitié  (le  cet 

:e482,  lOéme. 

lisez  ::  AB. — 

Heurs  5   pour^ 

sion. 
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EXPLICATION    DES    TEBUES    ET    SIGNES 


(Voyez  la  Nuto  au  bas  do  la  Page).' 


(1)  La  Géométrie  est  une  science  qui  a  pour  objet  la  me- 
sure de  l'étendue. 

(2)  L'Etendue  peut  se  considérer  séparément  ou  conjoin- 
tement sous  les  trois  rapports  de  longueur,  largeur,  et  hau- 
teur ou  profbndeur. 

(8)  Il  y  a  en  géométrie  plusieurs  termes  généraux  et  prin- 
cipes ;  savoir:  .Définitions, Propositions,  Axiomes, Demandes, 
Théorèmes,  Problèmes,  Lemmes,  Scolies,  Corollaires,  Dé- 
monstrations directes  ou  indirectes,  positives  ou  négatives, 

N.  B— En  commençant  l'Etude  do  co  traité,  les  seules  connaissances  que  nous 
supposons  au  lecteur  sont  les  quatre  premières  règles  d'Arithmétique  :  l'Addi- 
tion, la  Soustraction,  la  Multiplication  et  la  Division,  uimples  et  composées, 
ainsi  que  les  fractions  ordinalzes  et  décimales  et  l'extraction  des  racines 
oartie  et  cubique. 
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Solutions,  Hypothèses,  Mùthoacs,  T^nalyso,  Synthèse,  Ka- 
cines,  Puissancos,  Produits,  Quotients,  Sommes,  Ditic- 
rences,  etc. 

(4)  Procédons  maintenant  i\  indiquer  le  sens  exact  dans 
lequel  on  doit  toujours  employer  et  entendre  chacune  do  ces 
expressions. 

(5)  Une  Définition  est  l'explication  d'un  terme  ou  mot 
quelconque  dans  une  science,  indiquant  le  sens  dans  lequel  ce 
mot  ou  terme  est  employé.  L'on  définit  aussi  une  chose 
quelconque  en  énonçant  tout  ce  qui  est  essentiel  t\  l'oxistcnco 
de  cette  chose. 

Toute  définition  doit  être  claire  et  exprimée  en  termes 
dont  la  signification  soit  parfaitement  comprise. 

(6)  Proposition  est  le  nom  général  sous  lequel  on  ddsigno 
un  problème,  théorème,  axiome,  lemme,  etc. 

(7)  Un  Axiome  est  uu  théorème  dont  la  vérité  est  évi- 
dente par  elle-même,  et  qui  n'exige  par  conséquent  aucune 
démonstration  particulière.  C'est  une  proposition  telle,  que 
chacun  l'admet  ou  est  prêt  à  l'admettre  dès  qu'elle  est 
émise  ou  énoncée. 

Ainsi,  il  est  tellement  évident  que  "  deux  quantités  qui 
sont  chacune  égale  à  une  troisième  quantité 'sont  égales 
entre  elles,"  que  cet  énoncé  n'exige  aucune  démonstration 
et  en  conséquence  on  lui  donne  le  nom  d'axiome. 

(8)  Une  Demande  est  un  problème  d'une  solution  si  facile 
et  évidente,  que  nul  ne  peut  hésiter  à  l'admettre. 

Ce  terme  vient  de  ce  qu'en  énonçant  des  problèmes  do 
cette  espèce,  on  "  demande  "  au  lecteur  de  les  considérer 
comme  étant  d'une  solution  trop  évidente  pour  nécessiter 
une  démonstration. 

(9)  Un  Théorème  est  une  proposition  dans  laquelle  on 
énonce  une  propriété  dont  il  faut  démontrer  la  vérité. 

Ainsi,  quand  on  dit  que  "  la  somme  des  trois  angles  d'un 
triangle  rectiligne  est  égale  à  deux  angles  droits;"   cet 
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énoncé  est  un  tliéorènio  dont  on  n'est  pas  prôt  à  admettre  la 
vérité  sans  qu'elle  aoit  d'abord  prouvée  ou  démontrée. 

(10)  Un  Ijemme  est  une  proposition  préparatoire  qui  pré- 
cède quolquetbis  une  proposition  princip.iip  pour  en  faciliter 
la  démonstration  ou  la  rendre  plus  suce'   -'\ 

(11)  Un  Soolle  est  une  remarque,  :rvation  ou  com- 
mentaire que  l'on  fait  sur  une  ou  plusieurt*  propositions  pré- 
cédentes. 

(12)  Un  Corollaire  est  une  conséquence  ou  vérité  qui 
découle  immédiatement  d'une  ou  de  plusieurs  propositions 
que  l'on  vient  de  démontrer.' 

(13)  On  appelle  Démonstration  la  réunion  des  divers  ar- 
gumenta et  prouves  nécessaires  pour  rendre  évidente  la 
vérité  d'une  proposition. 

Elle  est  Directe  ou  Positive  lorsqu'elle  finit  par  prouver 
d'une  manière  directe  et  certaine  la  proposition  dont  il  s'agit, 
et  on  cela,  plus  satisfaisante  à  l'esprit  que  la  démonstration 
Indirecte  ou  Négative  qui  établit  la  vérité  d'une  proposi- 
tion en  montrant  qu'une  absurdité  s'en  suivrait  si  la  propo- 
sition était  fausse. 

On  désigne  quelquefois  cette  dernière  sous  le  nom  de 
Réduction  à  l'absurde,  parce  qu'elle  démontre  l'absurdité 
et  la  fausseté  de  toutes  suppositions  contraires  à  celles  con- 
tenues dans  la  proposition. 

(14)  On  peut  aussi  dire  quelquefois  d'une  proposition  que 
la  démonstration  ou  preuve  en  est  oculaire,  c'est-à-dire  ocu- 
laireraent  évidente  ou  évidente  à  l'œi'.,  lorsque  la  vérité  de  ce 
qu'on  énonce  dans  la  proposition  est  évidente  par  la  seule 
inspection  de  la  figure. 

Ainsi,  lorsqu'on  dit,  comme  au  par.  (215),  que  "  le  carré 
décrit  sur  une  ligne  est  égal  à  neuf  fois  le  carré  décrit  sur  le 
tiers  de  cette  ligne  ;"  c'est  que,  comme  on  le  verra,  la  figure 
indique  immédiatement  cette  propriété  et  qu'il  suffit  d'y 
jeter  les  yeux  pour  s'en  convaincre. 
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(15)  Un  Problème  est  une  proposition,  ou  une  question 
proposée  qui  demande  une  solution,  c.-à-d.  la  recherche  d'une 
quantité  inconnue,  la  construction  d'une  figure,  etc. 

Pi  l'on  demande,  par  exemple,  à  diviser  {*)  un  angle  en 
deux  pa''tiea  égales,  ou  à  mener  une  ligne  perpendiculaire  à 
une  autre  ligne,  etc.  ;  voilà  des  problèmes  ou  questions  à 
résoudre. 

(Id)  La  Solution  d'un  problème  est  la  détermination  ou 
l'accomplissement  de  ce  qui  est  demandé  par  le  problème. 
Elle  est  Numérique  lorsque  la  réponse  est  donnée  en  chif- 
fres ;  Géométrique,  si  la  réponse  est  donnée  par  les  prin- 
cipes de  la  géométrie,  et  Mécanique  lorsqu'on  l'obtient  par 
des  essais. 

(17)  Une  Hypothèse  est  une  supposition  que  l'on  fait  dans 
le  but  de  fonder  sur  cette  supposition  le  raisonnement  ou  la 
démonstration  d'une  proposition. 

Ainsi,  lorsque  dans  un  triangle,  par  exemple,  les  angles 
seulement  sont  donnés  pour  en  déduire  le  rapport  entre  les 
côtés,  ce  rapport,  comme  on  le  verra,  pourra  s'obtenir  en 
supposant  à  un  des  côtés  une  valeur  quelconque  afin  d'en 
déduire  par  le  calcul  ou  autrement  la  valeur  correspondante 
des  côtés  inconnus,  et  de  là  le  rapport  entre  eux. 

De  même,  pour  résoudre  un  problème,  il  est  souvent  né- 
cessaire de  supposer  le  problème  tout  ou  en  partie  résolu, 
afin  d'en  obtenir  par  analyse  ou  décomposition  les  éléments 
nécessaires  à  sa  solution. 

(18)  La  Méthode  est  l'art  de  disposer  une  série  d'arguments 
d'après  un  ordre  particulier,  pour  découvrir  la  vérité  ou  la 
fausseté  d'une  proposition,  ou  pour  la  démontrer  à  d'autres 
après  en  avoir  fait  la  découverte.  Toute  méthode  régulière 
est  ou  analytique  ou  synthétique. 

(19)  L'Analyse  ou  la  Méthode  Analytique  est  l'art  ou  le 
mode  de  trouver  la  vérité  d'une  proposition,  en  supposant 

(*)  L'on  fera  usage  dans  la  suite  du  verbe  "  bissecter  "  pour  éviter  le  trop 
fréquent  emploi  des  mots  "  diviser  en  deux  parties  égales." 
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d'abord  la  chose  faite,  et  en  raisonnant  ensuite  pas  à  pas  jusqu'à 
ce  que  l'on  arrive  à  quelque  vérité  connue.  Cette  méthode 
s'appelle  aussi  celle  de  l'Invention  ou  de  la  Résolu- 
tion. 

(20)  La  Synthèse  ou  Méthode  Synthétique  est  l'art  de 
rechercher  une  vérité,  en  posant  d'abord  des  principes  et 
éléments  connus,  et  eu  poursuivant  jusqu'à  conclusion  les 
conséquences  découlant  de  ces  principes.  Cette  méthode 
s'appelle  aussi  celle  de  la  Composition  et  est  celle  dont  on  se 
sert  ordinairement  en  géométrie. 

(21)  N'oublions  pas  que  le  résultat  de  l'addition  est  une 
Somme  ;  celui  de  la  soustraction,  une  Différence  ;  celui 
d'une  multiplication,  un  Produit  ;  et  celui  d'une  division, 
un  Quotient  j  et  ne  confondons  jamais  ces  quatre  expres- 
sions. 

(22)  llappelons-nous  que  la  soustraction  est  le  con- 
traire de  l'addition,  puisque  si  par  la  première  de  ces  opé- 
rations l'on  diminue  une  quantité,  on  l'augmente  par  la 
seconde,  et  réciproquement  ;  mais  rappelons-nous  surtout  que 
la  division  est  le  contraire  de  la  multiplication,  et  qu'on 
défait  par  la  première  ce  qu'on  fait  par  la  dernière. 

Ainsi,  il  est  évident  que  si,  comme  on  le  démontrera  par 
la  suite  (333),  la  surface  'd'un  rectangle,  par  exemple,  s'ob- 
tient en  multipliant  sa  base  par  sa  hauteur  ;  cette  même  s".r- 
face  divisée  par  la  base  du  rectangle  donnera  sa  hauteur,  et 
divisée  par  la  hauteur,  donnera  sa  base. 

En  effet,  si  la  base  était  représentée  par  le  nombre  10  et 
la  hauteur  par  5,  on  aurait  pour  surface  du  rectangle  (d'après 
la  dernière  hypothèse)  10  multiplié  par  5,  ce  qui  fait  50  ;  or 
il  est  clair  que  ce  produit  60  divisé  par  5,  la  hauteur,  donne 
10,  la  base,  et  que  60  divisé  par  10,  la  base,  donne  6,  la 
hauteur. 

(23)  On  désigne  sous  le  nom  do  Facteurs  les  quantités  sé- 
parées qui  servent  h  former  un  produit:  tels  sont  dans 
la  multiplication  le  Multiplicateur  et  le  Multiplicande. 
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Dans  la  divisiou,  l'on  appelle  Termes  le  Diviseur  et  le  Di 
vidende. 

(24)  Le  mot  Quantité,  dont  on  fait  un  fréquent  usage  dans 
ce  traité,  voudra  toujours  dire  quantité  d'une  espèce  quel- 
conque, soit  numérique,  linéaire,  superficielle,  cubique  ou 
angulaire;  car  il  s'agira,  ou  d'un  nombre,  ou  d'une  ligne, 
ou  d'une  surface,  ou  d'un  solide,  ou  enfiu  d'un  angle  ;   et 
quand  on  parlera  d'ajouter,  de  soustraire,  de  multiplier  et 
de  diviser  ces  quantités  ou  d'en  extraire  les  racines,  ces  di- 
verses opérations  devront  toujours  s'entendre  du  nombre 
d'unité  de  mesure  (48)  de  ces  quantités,  lesquelles  seront 
invariablement  de  la  même  espèce  que  les  quantités  elles- 
mêmes. 

Ainsi,  quand  la  quantité  dont  il  s'agit  sera  un  nombre  son 
unité  de  mesure  sera  évidemment  numérique  ;  cette  unité 
sera  linéaire,  s'il  s'agit  d'une  ligne  ;  superficielle,  s'il  s'agit 
d'une  surface  ;  cubique,  s'il  s'agit  d'un  solide  ;  et  angu- 
laire, s'il  s'agit  d'un  angle. 

(25)  Deux  Quantités  sont  dites  de  même  espèce  lorsque 
la  plus  petite  peut  être  multipliée  de  manière  à  excéder  la  plus 
grande.  Une  ligne,  par  exemple,  qui  d'après  la  définition 
qu'on  en  donne  (107),  n'a  d'étendue  que  dans  le  sens  de  la 
longueur,  n'est  pas  de  même  espèce  qu'une  surface  (114),  qui 
a,  en  même  temps,  de  l'étendue  dans  le  sens  de  la  largeur  ; 
car  on  ne  saurait  multiplier  une  ligne  de  manière  à  en  ob- 
tenir ou  former  une  surface. 

Pour  une  raison  analogue,  les  surfaces  ne  sont  pas  de  même 
espèce  que  les  solides  (119)  qui  ont  de  l'étendue  tant  en  épais- 
seur qu'en  longueur  et  largeur;  et  pour  ce  qui  est  des  quan- 
tités angulaires,  elles  diflèrent  évidemment  de  toutes  les  autres. 
(26)  Le  signe  =  (ou  deux  lignes  parallèles)  est  celui  de 
l'égalité,  et  placé  entre  deux  quantités  quelconques,  il  in- 
dique que  ces  quantités  sont  égales  ;  ainsi,  A=B  indique 
que  la  quantité  représentée  par  la  lettre  A  est  égale  à  celle 
représentée  par  la  lettre  B,  et  on  lit  A  égale   B   ou  A 
égal  à  B. 


seur  et  le  Di 


PRINCIPES,    ETC.  7 

On  donne  le  nom  d'équation  à  l'expression  A=:B  et  à  toute 
autre  expression  de  cette  forme,  où  certaines  quantités  d'un 
côté  sont  reliées  par  le  signe  =  à  certaines  autres  quantités 
do  l'autre  côté.  Ainsi  A+B— C— D  est  une  équation  dont 
îes  quantités  A+B  et  C— D  sont  les  côtés  ou  membres,  et  A, 
B,  C,  D,  les  termes. 

(27)  On  se  sert  de  l'expression  A>B  pour  signifier  que  A 
est  plus  grand  que  B.  Dans  le  cas  contraire  l'ouverture  du 
signe  est  tournée  eu  sens  opposé;  ainsi,  A<B  indique  que 
A  est  plus  petit  que  B. 

(28)  Le  signe  de  l'addition  est  une  croix  perpendiculaire 
ou  à  plomb  ;  ainsi,  A+B  ou  A  plus  B  indique  la  somme  de 
A  et  de  B. 

(29)  La  soustraction  s'indique  par  une  simple  ligne,  comme 
A— B,  qui  s'énonce  A  moins  B  et  indique  la  diiiérence  qui 
reste  après  avoir  soustrait  B  de  A. 

De  même,  A— B+C  ou  A+C— B  indique  qu'il  faut  ajouter 
ensemble  A  et  C  et  de  leur  somme  retrancher  B. 

(30)  La  multiplication  s'indique  par  une  croix  oblique,  par 
l'interposition  d'un  point,  ou  simplement  par  la  juxtaposition 
des  quantités  ou  facteurs  ;  ainsi,  AxB,  A.B  ou  AB  veut 
dire  que  la  quantité  A  doit  être  multipliée  par  celle  B.  On 
doit  se  garder  d'emploj^er  l'expression  AB  pour  indiquer  lo 
produit  de  ces  deux  quantités,  lorsqu'il  y  a  danger  de  con- 
fondre cette  expression  avec  celle  de  la  ligne  AB. 

On  ne  peut  indiquer  la  multiplication  de  nombres  ou  de 
quantités  représentées  par  des  chifires,  par  la  simple  juxta- 
position de  ces  nombres  ;  ce  qui  est  évident,  puisque  s'il 
s'agissait  des  nombres  2  et  5,  par  exemple,  on  aurait  en  les 
écrivant  l'un  à  côté  de  l'autre,  25  ;  tandis  que  leur  produit 
ne  donnerait  que  10.  Il  faut  de  toute  nécessité  dans  ce  cas 
employer  la  croix  oblique  ou  le  point  entre  les  facteurs  et 
éviter  même  l'emploi  de  ce  dernier,  lorsqu'il  y  a  danger  de 
confondre  cette  expression  avec  celle  indiquant  un  nombre 
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entier  et  une  décimale,  pour  séparer  lesquels,  on  se  sert  sou- 
vent du  point. 

A 

(31)  L'expression  A-f-B  ou  -,  dans  laquelle  l'une  des  deux 

quantités  est  placée  au-dessus  de  l'autre  en  forme  de  frac- 
tion, indique  la  division  de  A  par  B  ou  le  rapport  (58)  de  A 
à  B,  et  s'énonce  A  divisée  par  B  ou  A  sur  B.     Si  A=4,  par 


exemple,  et  B=2,  l'on  aura  évidemment 


A_4 
B~~2 


=2;  or  2  est 


le  quotient,  et  comm  '  ?.e  quotient  indique  le  nombre  de  fois 
que  B  est  contenue  en  A,  il  indique  de  même  le  rapport 
entre  ces  quantités,  qui  est  celui  de  1  à  2  ou  de  2  à  4.  Il 
est  à  peine  nécessaire  de  dire  que  toutes  autres  valeurs  nu- 
mériques que  l'on  assignerait  aux  quantités  A  et  B,  don- 
^'  raient  (59)  des  résultats  analogues. 

Il  est  évident  que  la  division  des  quantités  reprc  ^entées 
par  des  lettres  ne  pouvant  s'eftectuer  qu'en  réduisant  ces 
quantités  à  leurs  valeurs  numériques  ou  en  chiffres,  il  faut 

regarder  l'expression—  comme  le  quotient  de  la  division  in- 
diquée ;  de  même  que  AxB,  A.B  ou  AB  représente  le  pro- 
duit ou  résultat  de  la  multiplication  indiquée. 

(32)  Lorsque  des  quantités  sont  renfermées  dans  une 
parenthèse  ou  surmontées  d'une  ligne,  on  doit  regarder  la 
somme  de  ces  quantités  comme  n'en  formant  qu'une  eu 
égard  à  d'autres  termes  ;  ainsi,  l'expression  Ax  (B+C— D) 
ou  A.B-fC— D  représente  le  produit  de  A  par  la  quantité 
B+C — D,  après  qu'on  a  fait  l'opération  indiquée  par 
l'ensemble  de  ces  trois  dernières  lettres.  De  même  A+B-i- 
A— B+C  indique  que  la  quantité  A+B  doit  être  divisée  par 
la  quantité  A— B-|-C. 

(33)  Le  Coefficient  d'une  quantité  est  le  nombre  qui  le 
précède  immédiatement  ;  ainsi,  2AB  signifie  que  l'on  prend 
deux  fois  la  ligne  AB  ou  le  produit  AB  ;  de  même  que  JAB 
indique  la  moitié  de  cette  ligne  ou  de  ce  j.;roduit. 

Ce  coefficient  s'exprime  aussi  quelquefois  par  une  petite 
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on  se  sert  sou- 


lettre  placée  près  de  oelle  qui  indique  la  quantité  ;  ainsi, 
«AB  indique  qu'on  doit  prendre  la  ligne  AB  un  nombre  de 
fois  désigné  par  la  lettre  n.  De  même  m  (A-fB)  indique  m 
fois  la  somme  de  A  et  B,  et  n  (A— B),  n  fois  leur  différence. 
Il  est  clair,  d'après  ce  qui  a  déjà  été  dit,  que  (m+w)  A,(m— n) 

A,  mn  A,  et  —A,  signifient  qu'il  faut  premièrement  prendre  A 
n 

un  nombre  de  fois  égal  à  la  somme  de  m  et  w,  puis  égal  à  la 
différence  entre  m  et  n,  ensuite  égal  au  produit  de  ces  deux 
lettres  et  enfin  égal  à  leur  quotient. 

Lorsqu'une  quantité  n*est  précédée  d'aucun  coefiicient  ce 
dernier  est  toujours  considéré  égal  à  l'unité. 

(34)  La  Prexnlèire  Piilssanoe  d'une  quantité  est  cette 
quantité  elle-même  ;  ainsi  la  première  puissance  de  A  est 
A  ou  A',  le  petit  chiffre  1  placé  à  droite  de  la  quantité  et  un 
peu  au-dessus  étant  appelé  l'Exposant  de  la  quantité. 

(35)  Le  Caxré  ou  la  Seconde  Puissance  d'une  quantité 
est  le  résultat  de  la  multiplication  de  cette  quantité  par  elle- 
même  ;  ainsi  le  carré  de  10  est  100,  parce  que  10x10=100 
et  s'écrit  10*,  comme  celui  de  A  s'écrit  A*.  L'expression 
A+B*  désigne  la  somme  de  A  et  de  B»,  tandis  que  celle 
(A+B)*  indique  le  carré  de  la  quantité  A+B,  ce  qui  est 
bien  difiérent,  et  montre  l'importance  de  faire  attention  à  li^ 
parenthèse  qui  réunit  les  deux  quantités  A  et  B  et  n'en 
forme  qu'une^  çu  égard  à  l'exposant  2. 

(36)  Le  Cube  ou  la  Troisième  Puissance  d'une  quantité 
est  le  résultat  de  la  multiplication  de  cette  quantité  par  elle- 
même,  et  de  ce  premier  produit  de  nouveau  sair  cette  quan- 
tité. Ainsi  1000  est  le  cube  de  10,  car  10X10=100  et  100 
XlO=1000.  Le  cube  de  10  s^écrit  10*  comme  celui  de  A 
s'écrit  A'  et  celui  4e  A.B,  A.B3  ou  (A.B)». 

(37)  La  Racine  Carrée  ou  simplement  la  Racine  d'une 
quantité  est  celle  qui  multipliée  par  elle-même  produit  cette 
quantité  ;  ainsi  10  est  la  racine  carrée  de  100,  parce  que 
10X10=100.  Cette  racine  s'indique  par  le  signe  radical  >/, 
avec  ou  sans  le  chiffre  2  placé  entre  les  branches  du  radical  ; 
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ainsi,  -^5  ou  simplement  |/5  indique  la  racine  carrée  de  5 
ou  le  nombre  qui  multiplié  par  lui-même  donne  5  pour 
produit.  De  même  i/Â+B  ^t  t/axB  indiquent,  la  première 
la  racine  carrée  de  la  somme  de  A  et  B,  la  seconde  celle  du 
produit  de  ces  deux  quantités. 

(88)  La  Racine  Cubique  d'une  quantité  est  celle  qui  étant 
multipliée  par  elle-même,  et  le  résultat  de  nouveau  par  cette 
racine,  produit  cette  quantité  ;  ainsi,  10  est  la  racine  cu- 
bique de  1000,  puisque  1000  est  le  résultat  de  la  multiplica- 
tion de  la  racine  10  d'abord  par  elle-même,  et  du  premier 
produit  100  encore  par  10.  Cette  racine  s'indique  #^ïôÔÔ, 
comme  celle  de  A  s'écrit  fX  ®t  celle  de  A+B,  f^A+ïF* 
tandis  que  ^Â+^  indique  au  contraire  la  somme  de  B  et 
de  la  racine  cubique  de  A.  De  même  #^AxBxC  désigne 
la  racine  cubique  du  produit  continu  (41)  des  trois  quantité» 
A,  B,  G. 

(89)  On  indique  encore  les  racines  par  des  exposants  frac- 
tionnaires ;  ainsi  A«  est  la  même  chose  que  #^Â>  chacune  de 
ces  expressions  signifiant  la  racine  cubique  de  la  quantité  A, 
et  (AxB)^  indique,  comme  i/axB,  ï^  racine  carrée  du  pro- 
duit de  A  par  B. 

(40)  Rien  n'empêchera,  comme  on  le  verra  par  la  suite, 
de  considérer  le  carré  ou  le  cube  fkit  sur  xme  ligne  comme 
le  carré  ou  le  cube  de  cette  ligne  ;  et  semblablement,  on 
pourra  considérer  comme  racine  d'un  carré  ou  d'un  cube 
géométrique  la  ligue  sur  laquelle  ce  carré  ou  ce  cube  est 
fait,  c.-à-d.  le  côté  de  ce  carré  ou  de  ce  cube. 

(41)  On  entend  par  Produit  Continu  d'une  ou  de  plu- 
sieurs quantités,  le  résultat  provenant  de  la  multiplication 
de  cette  quantité  par  elle-même,  s'il  n'y  en  a  qu'une,  et  du 
produit  de  nouveau  par  cette  même  quantité,  et  ainsi  de 
suite  ;  ou,  des  deux  premières  quantités  l'une  par  l'autre, 
quand  il  y  en  a  plusieurs,  et  de  leur  produit  par  la  troisième 
quantité,  et  ainsi  de  suite. 

Le  cube  d'un  nombre  est  donc  un  produit  continu  de  ce 
nombre  ;  et  si  Ton  prouve,  comme  on  le  fera  par  la  suite 
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que  la  solidité  d'un  prismo,  par  exemple,  s'obtient  en  multi- 
pliant sa  largeur  par  sa  longueur  pour  obtenir  d'abord  la  sur- 
face de  la  base,  et  cette  surface  ensuite  par  la  hauteur  ou 
épaisseur  du  prisme  pour  en  déduire  le  nombre  d'unités  de 
mesure  cubique  qu'il  contient  ;  il  sera  vrai  de  dire  de  ce 
prisme  que  sa  solidité  est  égale  au  produit  continu  de  sa  lar- 
geur, longueur  et  hauteur. 

(42)  S'il  s'agissait  d'un  Quotient  Continu,  l'on  prendrait 
ces  mots  dans  un  sens  analogue.  Eu  effet,  prenant  encore 
le  cas  du  prisme,  il  est  clair  que  si,  d'après  l'hypothèse  faite 
dans  le  dernier  par.,  on  divisait  sa  solidité  par  sa  hauteur,  on 
reviendrait  à  la  surface  de  sa  base  ou  au  produit  de  sa  lar- 
geur et  longueur.  Ce  premier  résultat  ou  quotient,  divisé 
par  la  longueur  du  prisme  donnerait  enfin  pour  quotient 
continu  sa  largeur,  ou  si  l'on  divisait  ce  premier  résultat  par 
la  largeur  du  prisme  on  aurait  sa  longeur. 

Tout  ceci  est  clair,  car  s'il  est  vrai  qu'on  arrive  à  la  soli- 
dité du  prisme  par  le  produit  continu  de  ses  trois  dimensions 
ou  éléments,  l'on  reviendra  de  même  à  ces  éléments  par  la 
division  qui  décompose  ou  défait  ce  que  fait  la  multiplica- 
tion (22). 

(43)  On  entend  par  Multiple  d'une  quantité  le  produit 
de  cette  quantité  par  un  nombre  quelconque  plus  grand  que 
l'unité  ;  ainsi,  10  est  un  multiple  de  la  quantité  5  par  un 
nombre  2  ou  de  2  par  5.  Le  double,  le  triple,  etc.,  d'une 
quantité  sont  donc  autant  de  multiples  différents  de  cette 
quantité  ;  tels  sont  2A,  3A,  wA,  etc.,  ou  wiB,  wB,  rB,  etc. 

(44)  Sous-multiple,  Fraction  ou  Partie  d'une  quantité 
est  le  résultat  de  la  multiplication  de  cette  quantité  par  un 
nombre  quelconque  plus  petit  que  l'unité,  ou  ce  qui  revient 
au  même,  c'est  le  résultat  de  la  division  de  cette  quantité  par 
un  nombre  quelconque  plus  grand  que  l'unité.  Ainsi,  10 
multiplié  par  ^  ou  divisé  par  2  donne  pour  sous-multiple  le 

nombre  5,  et  JA,  ^A,  JA,  etc.,  ou  ^B,  — B,  ~B,  etc.,  sont 


\  .h 


i 

S 
■Si 


V 

(f  : 
111 


ii  »   :■ 


12 


OfiOMÉtBIS. 


autant  de  parties,  fractions  ou  sous-multiples  différente  des 
quantités  A  et  B. 

(45)  Les  Multiples  ou  Sôus-multiples  Egaux,  d'une  ou 
de  plusieurs  quantités  sont  évidemment  les  produits  ou  quo- 
tients de  ces  quantités  par  un  même  nombre  ;  par  exemple, 
2À,  2B  sont  des  multiples  égaux  de  quantités  A  et  B,  et  si 
les  quantités  elles-mêmes  sont  égales,  leurs  multiples  égaux 
le  sont  aussi  ;  de  même  ^A,  |^B  sont  des  parties  égales  ou 
sous-multiples  égaux  des  quantités  A,  B  et  sont  évidemment 
égaux  ou  inégaux  suivant  que  les  quantités  A,  B  dont  ils 
font  partie  sont  égales  ou  inégales. 

(48)  Il  suit  clairement  du  dernier  par.  que  si  deux  quan- 
tités quelconques  A,  B  sont  ensemble  égales  à  une  troisième 
>quatitité  0,  la  somme  des  multiples  ou  sous-multiples  égaux 
des  deux  premières  est  égale  au  multiple  ou  au  sous-multiple 
ou  partie  correspondante  de  la  troisième.  Si,  par  exemple, 
la  somme  de  A  et  B  est  égale  à  C,  il  est  évident  que  la 
flomme  des  doubles,  triples,  ou  multiples  quelconques  des 
deux  premières  quantités  est  égale  au  double,  triple,  ou  au 
multiple  correspondant  de  la  troisième  ;  et  que  la  somme 
des  moitiés,  tiers,  ou  parties  quelconques  de  A  et  de  B  est 
égale  à  la  moitié,  tiers,  ou  partie  correspondante  de  C. 

(47)  Le  rapport  (31),  ou  (58)  la  relation  entre  deux  ou  plu- 
sieurs quantités  dé  même  espèce  peut  s'exprimer  en  nombres 
soit  exactement  soit  approximativement  ;  et  dans  ce  dernier 
cas  on  peut  porter  l'approximation  à  un  degré  tel  qu'elle 
diffère  du  rapport  exact  d'nne  quantité  moindre  que  la  plus 
petite  quantité  assignable. 

(48)  Par  exemple,  de  deux  quantités  de  même  espèce,  on 
î)èut  en  concevoir  une  divisée  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  égales,  et  prenant  pour  imité  de  mestiïe  une  de  ces 
parties,  on  peut  exprimer  cette  quantité  ou  son  étendue  par 
le  liombre  d'unités  qu'elle  contient.  Si  maintenant  l'autre 
quantité  contient  un  nombre  exact  quelconque  de  ces  unités, 
les  deux  Quantités  so&t  appelées  Ck>inineni3tirables,  c.-à-d. 
ayant  une  mesure  commune. 
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Ainsi,  10  et  15  sont  commensurables,  soit  que  l'on  prenne 
6  ou  1  pour  unité  de  mesure  ;  chacune  de  ces  quantités  di- 
visant exactement  les  deux  nombres.  D'ailleurs  tout  nombre 
entier  est  divisible  par  l'unité,  et  sous  ce  point  de  vue,  deux 
ou  plusieurs  nombres  entiers  quelconques  peuvent  toujours 
être  réputés  commensurables. 

(49)  S'il  s'agissait  des  fractions  i  et  ^f  dont  on  n'aperçoit 
pas  au  premier  abord  la  commensurabilité,  l'on  aurait  en  les 
réduisant  au  même  dénominateur  h  et  ^  ;  ce  qui  prouve  que 
chacune  de  ces  fractions  est  divisible  par  ,"?  et  que  leur  rap- 
port est  celui  de  6  à  3,  c.-à-d.  I  (31).  De  même,  si  la  base 
d'un  rectangle  (166)  était  4|  et  sa  hauteur  8^,  il  est  clair  que 
prenant  pour  unité  de  mesure  tV,  on  obtiendrait  en  nombres 
«ntiers  le  rapport  exact  de  ces  deux  dimensions  ;  or  4J= 
f I  et  3|=îf,  ce  qui  donne  pour  rapport  entre  ces  quantités 
62  à  39. 

Dans  le  cas  d'un  solide  (119)  dont  la  longueur  serait  J,  la 
largeur  l  et  la  hauteur  2tV,  réduisant  le  tout  en  16ièmes,  on 
aurait  le  rapport  des  côtés  de  ce  solide  l'un  à  l'autre  comme 
24  à  14  à  33.  L'unité  de  mesure  dans  ce  dernier  cas  serait 
donc  tV,  et  si  les  côtés  du  solide  étaient  exprimés  en  pieds, 
leur  unité  de  mesure  commune  serait  évidemment  ^e  de  pied. 
Si  au  contraire  les  côtés  étaient  exprimés  en  pouces  ou  en 
lignes,  l'unité  de  mesure  contenue  un  nombre  exact  de  fois 
dans  chacun  de  ces  côtés  serait  tV  de  pouce  ou  tV  de  ligne 
et  ainsi  de  suite. 

(50)  Il  est  donc  évident  que  si  l'on  ne  pent  d'abord  trou- 
ver une  unité  de  mesure  qui  puisse  diviser  exactement  deux 
ou  plusieurs  quantités  quelconques  de  même  espèce,  on  par- 
viendra néanmoins  le  plus  souvent  à  opérer  cette  division  au 
moyen  d'une  unité  de  mesure  de  plus  en  plus  petite  ;  mais 
s'il  n'y  a  aucune  unité  de  mesure  assignable  qui  soit  con- 
tenue un  nombre  exact  de  fois  di:ns  chacune  des  quantités  à 
diviser,  ces  Quantités  sont  alor&  appelées  Inoommensu- 
rables. 

Le  côté  et  la  diagonale  d'an  carré  offrent  an  exemple  de 
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ta 


cette  inco.'>rien8urabilit6,  puisque,  comme  on  le  verra  (398), 
il  n'est  pas  possible  de  trouver  une  unité  do  mesure,  si  pe- 
tite qu'elle  soit,  capable  de  diviser  exactement  ces  deux 
quantités. 

(51)  Cependant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  (47),  on  peut 
porter  l'approximation  à  un  degré  tel  que  le  rapport  trouvé 
diffère  du  rapport  exact  d'une  quantité  moindre  qu'aucune 
quantité  assignable.  En  eflet,  si  l'on  demandait  à  exprimer 
en  décimales  le  rapport  de  i  à  i,  on  écrirait  A  à  A  ou  0.2  à 
0.3  ;  mais  i=i'ff +3V  ;  donc  le  rapport  tel  que  ci-dessus  exprimé 
diffère  du  rapport  réel,  de  la  trentième  partie  de  l'unité 
prise  pour  mesure. 

Maintenant  posons  i  à  i  comme  ^0  à  iVu  ou  comme  0.20  à 
0.33  on  enfin,  ce  qui  est  la  môme  chose,  comme  20  à 
33,  et  l'approximation  se  trouve  portée  à  ^hs  près  ;  car  J  est 

évidemment  égal  à  j^^-  ;  or  le   tiers  de  un  centième  qu'on 

néglige  équivaut  à  :ihs  ;  donc  le  rapport  des  deux  quantités 
données,  tel  qu'exprimé  par  20  à  33  est  encore  fautif,  mais 
d'une  quantité  dix  fois  moindre  que  le  rapport  indiqué  par 
2  à  3.  Ajoutant  aux  décimales  un  troisième  chiffre,  on  ob- 
tient i  à  h  comme  iWd  à  iVo'j  ou  comme  200  à  333,  et  cette 
troisième  expression  ne  diffère  du  rapport  réel  que  de  la 
fraction  soVu,  c.-à.d.  de  la  trois  millième  partie  de  l'unité  de 
mesure  contenue  dans  les  nombres  200  et  333,  termes  du 
rapport. 

Il  est  clair  qu'on  continuant  ainsi  à  ajouter  des  chiffres  à  la 
droite  de3  deux  décimales,  (ce  qui  se  fait,  ne  l'oublions  pas, 
en  ajoutant  aux  numérateurs  des  fractions  ordinaires,  des 
zéros,  et  en  continuant  à  diviser  par  les  dénominateurs)  on 
porterait  l'approximation  à  j^  près,  puis  à  ^^^^,  enfin 
à  g.op^p^o  près,  et  ainsi  de  suite  ;  l'erreur  ou  la  différence 
entre  le  rapport  réel  et  le  rapport  approximatif  diminuant 
toujours  dans  une  proportion  décuple  pour  chaque  chiffre 
additionnel  des  deux  nombres  décimaux. 

(52)  Pour  le  cas  cité  dans  l'avant  dernier  par.,  c.-à-d.  celui 
du  côté  et  de  la  diagonale  d'un  carré,  cette  diagonale,  comme 
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ou  aura  occasion  de  le  démontrer  plus  tard  (310),  est  ùgulo 
à  la  racine  carrée  du  nombre  d'unités  do  mesuro  contenues 
dans  la  somme  des  carrés  de  deux  des  côtés  de  la  figure,  ou 
ce  qui  est  la  même  chose,  de  deux  fois  le  carr'^  d'un  de  ses 
côtés.  Cela  posé,  il  n'y  aura  (ju'à  extraire  cette  racine  à  2, 
3,  4,  5,  6  ou  à  un  plus  grand  nombre  de  décimales  près,  pour 


obtenir  le  rapport  voulu  à  lid,  --^'^,  y^p^,  ^^^^^  ou  enfin  à 
îTFiroTïïirô  P''^^  ^^  même  au-delà  si  c'est  re(|uis  ;  ce  rapport 
étant  approximativement  celui  de  1.4142136  à  ,.  uo'o.uoo  P^ès. 


(53)  Nous  trouverons  (672)  un  antre  cas  d'incommensu- 
rabilité dans  le  diamètre  et  la  circonférence  d'un  cercle,  dont 
nous  traiterons  ci-après  ;  mais  qu'il  suffise  ici  d'observer  que 
la  quadrature  du  cercle  ou  ce  qui  revient  au  môme,  le  rap- 
port du  diamètre  à  la  circonférence  est  déjà  connu  à  un  degré 
d'approximation  ou  d'exactitude  bien  au-delà  de  tout  ce  qui 
peut  jamais  être  nécessaire  à  l'homme  non  seulement  dans 
le  calcul  des  dimensions  du  globe  qu'il  habite  ou  des  dis- 
tances planétaires  ;  mais  encore  de  celles  des  astres  les  plus 
éloignés  que  peut  découvrir  l'astronome  à  l'aide  des  plus 
puissants  télescopes,  ou  de  ceux  même  qu'il  pourrait  dé- 
couvrir avec  des  instruments  d'optique  mille  fois  plus  puis- 
sants que  ceux  qu'il  possède  déjà. 

Cette  approximatton  du  rapport  du  diamètre  à  la  circon- 
férence a  déjà  été  portée  à  plus  de  six  cents  chiflres  déci- 
nuiux  ;  et  l'on  verra  de  combien  ce  rapport  doit  se  rappro- 
cher du  rapport  réel  et  comme  il  importe  peu  d'arriver  à  ce 
rapport,  par  le  fait  que  des  600  chiffres  décimaux  dont  nous 
venons  de  parler,  il  snfiit  d'en  faire  entrer  10  en  compte, 
pour,  du  diamètre  de  la  terre  suppoisé  connu,  déduire  la  cir- 
conférence à  un  pouce  près. 

Treize  décimales  donneraient  cette  même  circonférence  à 
l'épaisseur  d'un  cheveu  près,  en  supposant  que  cette  épais- 
seur soit  la  millième  partie  d'un  pouce  ;  et  il  suffirait  de  17 
décimales  pour  éviter  une  erreur  de  la  millième  partie  d'un 
pouce  dans  les  200  millions  de  lieues  contenues  dans  la  Ion- 
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gnciir  de  la  circoiiférenco  ou  orbite  do  la  terre  autour  du 
soleil. 

Remarque. — Ce  que  nous  venons  de  dire  dans  les  trois 
derniers  paragraphes,  ne  peut  manquer  de  convaincre  le 
lecteur  de  la  possibilité  d'obtenir  et  d'exprimer  en  nombres, 
dans  tous  les  cas  possibles  et  avec  toute  l'exactitude  désirable, 
le  rapport  entre  deux  ou  plusieurs  quantités  quelconques 
de  même  espèce. 

(54)  Ou  rendra  quelquefois  par  le  signe  .  • .  (trois  points 
disposés  en  forme  de  triangle)  l'expression  c'est  pourquoi, 
donc,  de  là  11  suit,  et  d'autres  expressions  analogues  qui 
sont  d'un  fréquent  usage  dans  les  démonstrations  géomé- 
triques. 

(55)  Les  nombres  entre  parenthèses  renvoient  aux 
paragraphes  qui  contiennent  rexplicatiou  ou  la  preuve  de 
l'énoncé  qu'on  fait. 

(56)  Par  les  mots  point,  ligne,  triangle,  etc.,  employés 
sans  qualification,  il  faudra  toiyours  entendre  un  point  quel- 
conque, une  ligne  quelconque,  un  triangle  quelconque,  etc. 

Ainsi,  quand  on  demandera  à  partager  une  figure  par  une 
ligne  passant  par  un  point  intérieur,  il  s'agira  d'un  point 
situé  à  un  entroit  quelconque  dans  cette  figure  ;  et  quand  on 
aura  démontré  que  la  somme  des  trois  angles  d'nn  triangle 
rectiligne  vaut  deux  angles  droits,  cette  propriété  s'entendra 
également  de  tous  les  triangles  rectilignes  qu'il  soit  possible 
de  concevoir. 

(57)  Enfin,  pour  abréger,  on  écrira  souvent  hyp.  pour  hy- 
pothèse, SCO.  pour  scolie,  cor.  pour  corollaire,  prob.  pour 
problème,  théor.  pour  théorème,  ext.  pour  extérieur,  int. 
pour  intérieur,  ait.  pour  alterne,  ax.  pour  axiome,  prop.  pour 
proposition,  ligne  ou  droite  pour  ligne  droite,  courbe  pour 
ligne  courbe,  fig.  pour  figure,  rect.  pour  rectiligne,  constr. 
pour  construction,  parallélogr.  pour  parallélogramme,  etc. 

L'expression  donc,  etc.,  se  rencontre  souvent  après  la  dé- 
monstration d'un  théorème  ou  d'un  énoncé  quelconque,  la 
répétition  de  renonciation  faite  étant  toujours  sous-entendue. 
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Par  exemple,  il  est  énoncé  (322)  que  deux  angles  A,  B  sont 
égaux  si  les  côtés  de  l'iui  sont  perpendiculuires  à  ceux  do 
l'autre.  L'on  procède  ensuite  à  la  preuve  de  cet  énoncé, 
montrant  qu'en  réalité  A=B  comme  on  l'a  dit.  Puis  on 
ajoute  "donc,  etc.,"  ce  qui  é(iuivaut  à  dire  "donc  deux 
angles  sont  égaux  si  les  côtés  de  l'un  sont  perpendiculaires 
à  ceux  de  l'autre." 


RAPPORTS  ET  PROPORTIONS. 


(58)  On  appelle  Rapport  (31)  ou  Raison  la  relation  qu'il 
y  a  entre  deux  ou  plusieurs  quantités  do  môme  espèce  (25). 
Ainsi  deux  lignes  ou  surfaces  égales  ont  entre  elles  le  rap- 
port de  l'égalité  et  si  l'une  d'elles  est  moitié  ou  double  do 
l'autre,  le  rapport  entre  elles  est  alors  de  J  à  1  ou  de  2  à  1. 

(59)  Le  rapport  entre  deux  quantités  A,  B,  est  évidemment 
le  même  que  celui  entre  les  nombres  d'unités  de  mesure  qui 
expriment  ou  que  contiennent  ces  quantités  ;  car  si  A=4  et 
B=2,  il  est  clair  que  la  relation  entre  A  et  B  est  la  même 
que  celle  entre  4  et  2. 

En  général,  au  lieu  d'employer  comme  on  le  fait  ordinai- 
rement, des  lettres  m,  n,  q,  r,  etc.,  pour  servir  de  représen- 
tants numériques  aux  quantités  A,  B,  C,  D,  etc.,  l'on  fera 
usage  des  nombrea  ou  chiffres  1,  2,  3,  4,  etc.,  à  cause  de  la 
plus  grande  facilité  avec  laquelle  ces  nombres  se  prêtent  au 
raisonnement  mental  ou  aux  opérations  de  l'esprit  souvent 
nécessaires  pour  arriver  à  des  résultats  plus  frappants  et  évi- 
dents, et  par  là  même  plus  satisfaisants  que  ceux  que  l'on 
obtient  d'ordinaire  au  moyen  des  lettres  ;  mais  à  la  condi- 
tion toutefois  que  ces  chiffres  1,  2,  3,  4,  etc.,  représenteront 
comme  les  lettres  m,  w,  q,  r,  etc.,  qu'ils  remplacent,  toutes 
autres  valeurs  numériques  ayant  entre  elles  le  même  rap- 
port que  ces  lettres. 

(60)  Si  A,  B,  C,  D  sont  quatre  quantités  telles  que  le 
rapport  de  A  à  B  soit  le  même  que  celui  de  C  à  D,  ou  ce  qu' 
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est  la  même  chose,  que  la  seconde  soit  le  même  multiple  on 
sous-multiple  de  la  première  que  la  quatrième  de  la  troi- 
sième, ces  quantités  sont  dites  proportionnelles  et  donnent 
A_C 

B~D' 

A 

En  eôet,  on  a  déjà  vu  (31)  que  —  ou  le  quotient  de  A  di- 
visé par  B  indique  le  rapport  entre  ces  deux  quantités  ;  mais 
le  rapport  de  C  à  D  est  par  hypothèse  égal  à  celui  de  A  à  B, 

A    C 
donc  —  =— .    D'ailleurs,  soit  A=4,  B=2,  C=6,  D=3,  on 
B    D 

aura  4  à  2  comme  6  à  8,  or  |=2  et  |=2,  donc  ^—3  et  toutes 
autres  valeurs  numériques  proportionnelles  que  l'on  assi- 
gnerait aux  quantités  A,  B,  C,  D,  donnerait  évidemment 

des  résultats  semblables  (59). 

A    C 

(61)  Réciproquement,  si  ~=~>  on  aura  A  à  B  comme  C 

à  D  ;  car  si  deux  paires  de  quantités  ayant  l'une  à  l'autre  le 
même  rapport,  donnent  par  division  des  quotients  égaux 
(60),  de  même  deux  paires  de  quantités  à  quotients  égaux 

seront  proportionnelles. 

A    C 

En  effet,  puisque  par  hypothèse  -  — -,  soit  A=4,  B=2, 

B    D 


A4  C 

l'on  aura  ^=ô~2  ;  mais  — = 


=— ,  donc  — =2;  donc,  quelle  que 
B  D 


soit  la  valeur  numérique  que  l'on  assigne  à  la  quantité  C, 

celle  D  ne  pourra  avoir  que  la  moitié  de  cette  même  valeur 

C  A 

pour  produire  un  quotient—  égal  à  celui  —  ;  car  si  D  était 

plus  que  moitié  de  C,  il  ne  serait  pas  contenu  2  fois  dans  G, 

C 

c.-à-d.  le  quotient  —  serait  moindre  que  2,  et  si  D  était  <J  C, 

la  division  donnerait  un  quotient  plus  grand,  et  tontes  autres 
valeurs  numériques  qu'on  assignerait  aux  quantités  A,  B,  C, 
donneraient  évidemment  des  résultats  semblables  (59)  ; 
donc,  quel  que  soit  le  rapport  de  A  à  B,  si  celui  de  C  à  B 
lui  est  égal,  on  aura  A  à  B  comme  C  à  D. 
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(62)  Pour  indiquer  que  le  rapport  de  A  à  B  est  égal  à  celui 
de  C  à  D,  on  écrit  A  :  B  :  :  0  :  D  ou  A  :  B=0  :  D  ;  ce  qui 
s'énonce  A  à  B  comme  C  à  D.  Cette  égalité  de  deux  rap- 
ports constitue  ce  qu'on  appelle  une  proportion. 

(63)  Les  quantités  que  l'on  compare  sont  appelées  Termes 
de  la  proportion.  Au  premier,  A,  et  dernier  D,  on  donne 
le  nom  d'Extrêmes  et  au  second  B  et  troisième  0,  celui  de 
Moyens. 

(64)  Des  quatre  quantités  proportionnelles,  la  première  et 
la  troisième  sont  appelés  Antécédents  et  la  seconde  et 
dernière  Conséquents  ;  et  la  dernière  est  dite  Quatrième 
proprotionnelle  aux  trois  autres  prises  par  ordre. 

Rien  n'empêche  cependant  de  considérer  comme  quatrième 
proportionnelle,  l'un  quelconque  des  quatre  termes  de  la  pro- 
portion. Si  par  exemple  A  :  B  ::  C  :  D,  l'on  pourra  regarder 
A  comme  étant  quatrième  proportionnelle  relativement  aux 
trois  autres  quantités  B,  C,  D,  de  même  que  B  le  serait  par 
rapport  à  A,  C,  D,  ou  C  par  rapport  à  A,  B,  D. 

(65)  Trois  quantités  A,  B,  C  sont  proportionnelles 

quand  le  rapport  de  la  première  à  la  seconde  est  le  méma 
que  celui  de  la  seconde  à  la  troisième.  Dans  ce  cas  la  se- 
conde est  appelée  Moyenne  Proportionnelle  entre  les  deux 
autres,  et  la  dernière  Troisième  Proportionnelle  aux  deux 
autres. 

A    B 

En  eflet  soit  A  à  B  comme  B  à  C,  l'on  aura  (60)  — =-, 

^       B    C 

comme  dans  le  cas  de  quatre  quantités  proportionnelles,  ce 

qui  (61)  donne  A  :  B  ::  B  :  C. 

(66)  Deux  quantités  sont  réciproquement  proportion- 
nelles, lorsqu'une  d'elles  augmente  dans  le  même  rapport 
que  l'autre  diminue.  Dans  ce  cas  l'une  d'elles  est  toujours 
égale  à  une  quantité  constante  divisée  par  l'autre,  et  leur 
produit  est  constant. 

En  effet  soient  A,  B,  les  deux  quantités  et  AxB  leur  pro- 
duit =100  ;  si  l'on  fait  A=10,  il  est  clair  que  B  sera  aussi 
=10,  puisquo  100-^10=10  ou  que  10x10=100.    Si  l'on  fait 
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A=20  on  aura  B=5  ;  car  20x5=100,  et  ainsi  de  suite. 
D'ailleurs,  il  est  clair  que  B  étant  le  quotient  de  A.B  par  A 
ou  de  100  par  A,  A.B  ou  100  est  aussi  le  produit  de  B  par  A, 
et  puisque  ce  produit  est  ^onptant,  il  faut  qu'une  des  deux 
quantités  augmente  à  mesure  que  l'autre  diminue  ;  car,  si 
pendant  qu'on  augmente  le  diviseur  le  quotient  restait  cons- 
tant ou  augmentait  aussi,  il  est  évident  que  le  produit  du 
diviseur  par  le  quotient  donnerait  une  quantité  plus  grande 
que  100  qui  par  hyp.  est  égale  à  la  quantité  constante. 
Toutes  autres  valeurs  numériques  que  l'on  assignerait  à  A, 
B,  donneraient  évidemment  des  résultats  semblables. 

L'inverse  de  ce  qui  vient  d'être  énoncé  est  également 
vrai  ;  c.-à-d.  si  le  produit  de  deux  quantités  est  constant,  ou 
si  l'une  de  ces  quantités  est  toujours  égale  à  une  quantité 
constante  divisée  par  l'autre,  ces  deux  quantités  seront  réci- 
proquement proportionnelles. 

(67)  A  part  la  signification  du  mot  RéciproquemiibÉ, 
telle  que  donnée  dans  le  dernier  par.,  dans  l'expression 
"  quantités  réciproquement  proportionnelles,"  ce  mot  signi- 
fiera ordinairement  que  si  une  proposition  est  vraie,  l'in- 
verse de  cette  proposition  est  aussi  vrai.  Par  exemple,  lors- 
qu'on dit  "  les  angles  à  la  base  d'un  triangle  isocèle  sont 
égaux  et  réciproquement;"  le  mot  réciproquement  ainsi 
employé  signifie  que  l'inverse  de  cet  énoncé  est  également 
vrai,  c.-à-d.  que  "  lorsque  les  angles  à  la  base  d'un  triangle 
sont  égaux  ce  triangle  est  isocèle." 

EEMARaUE. 

Les  propositions  de  la  Géométrie,  comme  de  toute  autre 
science  exacte,  sont  des  vérités  générales  et  comme  telles 
doivent  s'énoncer  en  termes  généraux  et  sans  l'usage  de 
figures  particulières. 

Cependant,  à  dessein  de  fixor  l'œil  et  de  fiiciliter  à  l'esprit 
la  faculté  de  l'abstraction  que  la  Géométrie  a  surtout  pour 
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but  de  fortifier,  les  termes  généraux  qpi  serveftt  à  l'énowoiâ- 
tion  de  ces  vérités  sont  imprimés  en  ;  caractère  plus  noir  et 
de  manière  à  fournir  dans  chaque  casiii>  sçfts'c^mplet^iijadô^ 
pendamment  du  reste  du  texte  de  la  proposition.  *    '    '*^  u  , 

Pour  rendre  ce  traité  aussi  concis  que  possible,  on  à  crn 
devoir  dans  chaque  cas  intercaler  dans  le  texte  de  renoncia- 
tion les  lettres  nécessaires  pour  renvoyer  de  suite  aux  figures 
employées  daLi  la  démonstration  de  l'énoncé.  On  évite  de 
cette  manière  la  nécessité  d'une  double  énonciation  comme 
celle  d'Euclide  et  de  beaucoup  d'autres  auteurs,  puisqu'on 
lisant  d'abord  le  texte  avec  l'omission  des  lettres  et  autres 
mots  intercalés,  l'on  obtient  une  énonciation  abstraite  ou  gé- 
nérale ;  tandis  que  cette  même  énonciation  devient  concrète 
ou  particulière,  en  faisant  entrer  en  compte  les  lettres  et 
w^^i  intercalés. 

Ainsi,  prenant  pour  exemple  l'énoncé  de  la  prop.  VIII 
qui  est  commt;  suit,  "  les  côtés  A'i,  CD  et  AO,  BD,  et  les 
angles  C,  B  et  A,  D  opposés  d'i*n  parallélogramme  AD 
sont  égaux  et  la  diagonale  CB  bissecte  le  parallélo- 
gramme, o.-à-d.  le  partage  en  deux  triangles  égaux  ABC, 
DBC  ;"  cet  énoncé  sera  concret  ou  particulier,  c.-à-d.  s'ap- 
pliquera à  la  figure  dans  le  texte  en  lisant  les  lettres  de 
renvoi  ;  mais  deviendra  abstrait  ou  général  en  omettant  ces 
lettres  comme  ci-dessous.  "  Les  côtés  et  les  angles  opposés 
d'im  parallélogramme  sont  égaux  et  la  diagonale  bis- 
secte  le  parallélogramme,  o.-à-d.  le  partage  en  deux 
triangles  égaux,"  et  comme  tel  s'entendra  de  tout  autre 

parallélogr.  qu'on  pourrait  concevoir,  c.-à-d.  d'un  parallé- 
logr.  quelconque. 

De  même,  au  Corollaire  4  de  la  proposition  suivante,  les 
parties  du  texte  qui  sont  en  caractère  noir  suffisent  seules 
pour  attirer  l'attention  sur  le  problème  proposé,  celui  de 
"  faire  un  parallélogramme  égal  à  \m  triangle  donné  et 
ayant  un  angle  égal  à  un  angle  donné,"  et  comme  dans 
le  dernier  cas,  cet  énoncé  devient  concret,  lorsqu'on  le  lisant 
on  fait  entrer  en  compte  les  lettres  do  renvoi  qui  s'y  ren- 
contrent. 
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AXIOMES. 


(68)  Les  quantités  qui  sont  égales  à  une  même  quan- 
tité ou  à  des  quantités  égales  so:  fc  égales  entre  elles. 

(69)  Les  quantités  qui  sont  moitiés  ou  doubles  d'ime 
même  quantité  ou  de  quantités  égales  sont  égales  entre 
elles,  et: 

(70)  Cor.  En  général  (45)  les  quantités  qui  sont  des 
multiples  ou  sous-multiples  égaux  quelconques  d'une 
même  quantité  ou  de  quantités  égales  sont  égales  entre 
elles. 

(71)  Sco.  Etre  égal  à  une  quantité,  double  ou  moitié 
de  cette  quantité  ou  un  multiple  ou  sous-multipîe  quelconque 
de  cette  quantité,  n'est  autre  chose  que  d'avoir  à  cette  quan- 
tité un  certain  rapport  (58),  soit  celui  de  l'égalité  ou  celui  de 
2  à  1,  ou  de  J  à  1,  ou,  etc.  Si  deux  quantités,  par  exemple, 
sont  chacune  les  f  d'une  autre  quantité,  elles  ont  à  cette 
quantité  le  même  rapport,  c.-à-d.  celui  de  2  à  3  ;  et  en  gé- 
néral :  si  deux  quantités  sont  chacune  le  même  multiple  ou 
sous-multiple  quelconque  d'une  autre  quantité  elles  ont  à 
cette  quantité  le  même  rapport  ;  donc  : 

(72)  Les  quantités  qui  ont  le  même  rapport  à  une 
autre  quantité  sont  égales  entre  elles,  et  celles  aux- 
quelles la  même  quantité  a  le  même  rapport  sont  égales 
entre  elles. 

(73)  Si  deux  ou  plusieurs  quantités  ont  l'une  à  l'autre 
un  rapport  donné,  les  multiples  ou  sous-multiples  égaux 
de  ces  quantités  auront  p.ussi  entre  eux  le  même  rap- 
port. 

Si  deux  quantités  A,  B,  par  exemple,  ont  Tune  à  l'autre 
le  rapport  de  1  à  2  ou  de  2  à  3,  les  doubles,  triples,  etc  ,  de 
ces  quantités,  ainsi  que  leurs  moitiés,  tiers,  etc.,  auront  l'un 
à  l'autre  le  même  rapport  de  1  à  2  ou  de  2  à  3,  ce  qui  est 
clair. 
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(74)  Sqo.  Les  rapports  entre  deux  ou  plusieurs  quantités 
ne  sont  autre  chose  que  des  nombres  (59),  et  les  nombres 
égaux  à  un  même  nombre  sont  égaux  entre  eux  (68,  Ax.)  ; 
donc  : 

(75)  Les  rapports  qui  sont  égaux  à  un  même  rapport 
sont  égaux  entre  euis.  Si  A  :  B  ::  C  :  D  et  E  :  F  ::  C  :  D,  l'on 
aura  par  cet  axiome  A  :  B  ::  E  :  F,  ce  qui  est  évident  ;  car  si 
le  rapport  de  C  à  D  est  celui  de  2  à  3  ou  tout  autre,  chacun 
des  autres  rapports  sera  aussi  celui  de  2  à  3  ou  le  même  que 
celui  de  C  à  D  et  ces  rapports  seront  égaux. 

(76)  Si  à  des  quantités  égales,  on  ajoute  des  quantités 
égalas,  les  outs  seront  égaux  ;  et  si  on  leur  ajoute  des 
quantités  inégales,  les  touts  seront  inégaux. 

(77)  Si  de  quantités  égales,  on  soustrait  des  quantités 
égales  ou  inégales,  les  restes  seront  égaux  ou  inégaux 
suivant  le  cas. 

(78)  Si  l'on  miiltiplie  des  quantités  épfales  par  des 
quantités  égales,  ou  inégales,  les  produits  seront  égaux 
ou  inégaux  suivant  le  cas  ;  car,  multiplier  une  quantité, 
n'est  autre  chose  qu'ajouter  cette  quantité  à  elle-même  un 
certain  nombre  de  fois,  ce  qui  réduit  cet  ax.  à  celui  du 
paragraphe  (76). 

(79)  Si  l'on  divise  des  quantités  égales  par  des  quan- 
tités égales  ou  inégales,  les  quotients  seront  égaux  ou 
inégaux  suivant  le  cas  ;  car,  diviser  une  quantité,  n'est 
autre  chose  que  soustraire  de  cette  quantité  une  autre  quan- 
tité un  certain  nombre  de  fois,  ce  qui  indique  l'analogie  de 
cet  ax.  à  celui  du  paragraphe  (77). 

(80)  Soo.  Puisque  (59)  les  rapports  entre  quantités  ne 
sont  autre  chose  que  des  nombres,  ou  peuvent  toujours  s'ex- 
primer eu  nombres  (47)  ;  un  rapport  composé  d'autres  rap- 
ports est  un  nombre  composé  d'autres  nombres  ;  mais  par 
les  quatre  derniers  axiomes,  les  opérations  faites  sur  des  quan- 
tités égales  donnent  pour  résultats  de:  quantités  égales  ou 
inégales,  suivant  que  les  termes  et  facteurs  sont  égaux  ou 
inégaux,  et  les  nombres  sont  des  quantités  (24)  ;  donc  : 
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(81)  Les  rapports  qui  sont  composés  des  mêmes  rap- 
ports sont  égaux  entre  eux.  Par  exemple,  si  l'on  a  A  à 
B  à  C  comme  D  à  E  à  F,  on  aura  par  cet  axiome  A  :  C  ::  D  : 
F,  ou  le  rapport  de  A  à  C  qui  est  composé  de  ceux  de  A  à  B 
et  de  B  à  C  est  égal  à  celui  de  D  à  F  qui  est  composé  de  ceux 
de  D  à  E  et  de  E  à  F.  Si  A,  B,  C=2,  4,  8  et  D,  E,  F=3,  6, 
12,  on  aura  2 :  8  ;:  6 :  12,  puisque  2  est  le  quart  de  8  comme  3 
est  le  quart  de  12,  et  toutes  autres  valeurs  numériques  pro- 
portionnelles que  l'on  assignerait  aux  quantités  A,  B,  C  et 
D,  E,  F,  donneraient  des  résultats  semblables  ;  donc,  etc. 

Si  les  rapports  à  comparer  étaient  composés  chacun  do 
plus  de  deux  rapports,  leur  égalité  serait  non  moins  évi- 
dente. 

(82)  Les  quantités  égales  ont  à  la  même  quantité  le 
même  rapport  ;  c.-à-d.,  si  deux  quantités  sont  égales  et  que 
l'une  d'elles  ait  à  une  troisième  quantité  un  certain  rapport, 
l'autre  aura  à  cette  troisième  quantité  le  même  rapport  (71)  ; 
ce  qui  est  clair. 

(83)  Réciproquement,  Si  une  quantité  est  à  une  seconde 
quantité  dans  un  certain  rapport,  elle  aura  le  même 
rapport  à  toute  autre  quantité  égale  à  la  seconde. 

(84)  IjC  tout  est  égal  à  la  somme  de  ses  parties. 

Cor.  Le  tout  est  plus  grand  que  l'ime  quelconque  de 
ses  parties. 

(85)  Les  grandeurs  qui  coïncident  l'une  avec  l'autre, 
c'est-à-dire  qui  remplissent  exactement  le  même  espace 
sont  égales  entre  elles. 

THÉORÈME    I. 


(86)  Quand  quatre  quantités  A,  B,  C,  D  sont  propro- 
tionnelles,  le  produit  des  extrêmes  est  égal  à  celui  des 
moyens. 

En  eftet,  puisque  A,  B,  C,  D  sont  quatre  quantités  quel- 
conques de  même  espèce,  et  que  (59)  le  rapport  entre  ces 
quantités  est  le  même  que  celui  entre  les  nombres  d'unités 
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do  mesure  qui  les  composent  ;  soient  4,  2,  6,  8  leurs  repré- 
sentants numériques  ;  on  aura  4  :  2  ::  6  :  8,  et  (60)  ^=^  ;  mais 
ie  premier  terme  4=2x|  ou  4X8=  2X6;  c.-à-d.  le  produit 
du  premier  terme  par  le  dernier  est  égal  à  celui  du  second 
terme  par  le  troisième,  et  toutes  autres  valeurs  numériques 
proportionnelles  de  A,  B,  G,  D  donneraient  le  même  résul- 
tat ;  donc,  etc. 

(87)  Cor.  S'il  n'y  a  que  trois  quantités  proportion- 
neUes  A,  B,  C,  telles  que  A  :  B::B  :  G  (65),  on  aura  le 
produit  des  extrêmes  égal  au  carré  du  moyen;  car 
AXG=BXB=B*. 

THÉOB.    II. 

(88)  Si  le  produit  de  deux  quantités  A,  D,  est  égal  à 
oelui  de  deux  autres  quantités  B,  C,  deux  de  ces  quan- 
tités sont  les  extrêmes  d'une  proportion  dont  les  deux 
autres  sont  les  moyens. 

En  effet,  s'il  était  possible  que  dans  ce  cas  le  rapport  de  A 
à  B  ne  fut  pas  le  même  que  celui  de  G  à  D,  il  arriverait 
aussi  dans  ce  même  cas  que  quatre  quantités  non  propor- 
tionnelles A,  B,  G,  D  donneraient  le  produit  des  extrêmes 
égal  à  celui  des  moyens.  Soient  4,  2,  6,  2  les  représentants 
numériques  de  ces  quantités,  l'on  aura  4X2=8,  produit  des 
extrêmes,  et  6X2=12,  produit  des  moyens.  Or  le  produit 
des  extrêmes  est  dans  ce  cas  plus  petit  que  celui  dAi  moyens. 

En  second  lieu,  soit  D=4  ;  on  aura  pour  A,  B,  G,  D,  les 
valeurs  4,  2,  6,  4,  ou  4x4=16,  produit  des  extrêmes,  contre 
2X6=12,  produit  des  moyens;  et  dans  ce  second  cas  le  pro- 
duit des  extrêmes  est  encore  inégal  à  celui  des  moyens,  étant 
plus  grand  que  ce  produit. 

Mais  2,  4  sont  des  valeurs  numériques  quelconques  assi- 
gnées à  la  quantité  D,  ayant  à  G,  la  première  un  rapport 
plus  petit  et  la  seconde  un  rapport  plus  grand  que  le  rapport 
de  B  à  A,  et  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  valeurs  n'a  pu  donner 
le  produit  des  extrêmes  égal  à  celui  des  moyens. 

Il  est  donc  de  rigueur  que  les  quatre  quantités  soient  pro- 
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portionnelles  pour  que  le  produit  des  extrêmes  soit  égal  à 
celui  des  moyens,  et  réciproquement  si  le  produit  des  ex- 
trêmes est  égale  à  celui  des  moyens  les  quatre  quantités  sont 
proportionnelles;  donc,  etc. 

(89)  Cor.  SI  le  produit  de  deux  quantités  est  égal  au 
carré  d'une  autre  quantité,  cette  dernière  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  premières. 

(90)  Sco.  1.  PROB.  Il  suit  du  dernier  théorème  que  pour 
trouver  une  quatrième  proportionnelle  D  à  trois  quan- 
tités données  A,  B,  O,  il  n'y  a  qu'à  faire  (24)  le  produit  des 
Tnoyens  B,  C,  et  diviser  ce  produit  par  l'extrême  connu  A, 
^our  avoir  le  quatrième  terme  B.  Si  le  terme  inconnu  est 
un  des  moyens,  on  le  trouvera  également  en  divisant  par 
l'antre  moyen  le  produit  des  extrêmes. 

En  eôet,  soient  4,  2,  6,  les  représentants  numériques  (59) 

BXC    2X6 


de  A,  B,  C  ;  l'on  aura  D= 


=3;  or  4:2::6:3, 


A         4 

puisque  3X4=2X6  (88)  ou  que  d'ailleurs  3  est  moitié  de  6 
comme  2  est  moitié  de  4  ;  et  toutes  autres  valeurs  numé^ 
riques  de  A,  B,  C,  prouveraient  de  même  la  solution  du 
problême. 

(91)  Sco.  â.  PROB.  Puisque,  si  l'on  a  A  :  B  :  :  B  :  C  (87), 
AxC=BxB=B^,  il  est  clair  que  pour  trouver  une  moy- 
enne propcirtlonnelle  à  deux  quantités  données,  il  faut 
faire  le  produit  de  ces'îdeux  quantités  et  extraire  la  racine  (37) 
carrée  de  ce  produit. 

(92)  Sco.  3.  PROB.  Trouver  une  troisième  proportion- 
nelle à  deux  quantités  données  A,  B,  se  fera  évidemment 
on  carrant  le  terme  moyen,  c.-à-d.  (35)  en  le  multipliant  par 
lui-même  et  en  divisant  ce  produit  par  l'extrême  connu. 
Soit  A=8,  B=4,  on  aura  BxB  ou  B^=4x4  ou  4^=16,  et 
16-î-8=2  qui  est  la  troisième  proportionnelle  cherchée;  mais 
8:4::4 : 2  puisque  chacun  des  antécédents  est  double  de 
son  conséquent  respectif,  et  toutes  autres  valeurs  numé- 
riques assignables  à  A,  B,  donneraient  le  même  résultat. 
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THÉOR.    III. 

(93)  Si  quatre  quantités  quelconques  A,  B,  G,  D  sont 
proportionnelles,  elles  le  sont  encore  par  Invt  ion  ou 
Invertendo  ;  c'est-à-dire  en  prenant  antécédents  puur  con- 
séquents ot  conséquents  pour  antécédents. 

La  Proportion  A:B::C:D  donnera  donc  par  inversion 
B  :  A  ::  D  :  C.  Soit  A=^4,  B=2,  0=6,  D=3,  on  aura  (59) 
2 : 4  ::  3 : 6,  ce  qui  est  clair  puisque  2  est  moitié  de  4  comme 
8  est  moitié  de  6.  D'ailleurs,  2X6=4X3  (88)  et  toutes  au- 
tres valeurs  numériques  proportionnelles  que  l'on  suppo- 
serait aux  quantités  sous  cor^Mération  donneraient  le  même 
résultat  ;  donc,  etc. 

THÉOB.    IV. 

(94)  Quatre  quantités  proportionnelles,  le  sont  encore 
alternando  ;  c.-à-d.,  si  jix  :  B  ::  C  :  D,  on  aura  en  prenant  ces 
quantités  alternativement  A  :  C  ::  B  :  D. 

En  efiet,  si  comme  auparavant  A=4,  B=2,  0=6,  D=3,  on 
aura  A=4  :  0=6  ::  B=2  :  D=3,  ou 4 : 6  ::  2 : 3  puisque 4  sont 
les  §  de  6  et  2  les  f  de  3  ;  d'ailleurs,  on  a  toujours  (88)  4X 
3=6X2  ou  AxD=BxO  et  tous  autres  représentants  numé- 
riques proportionnels  des  quantités  A,  B,  C,  D,  donne- 
raient évidemment  le  même  résultat  ;  donc,  etc. 

THÉOB.    V. 


(95)  Quatre  quantités  proportionnelles  le  sont  encore 
par  Composition  ou  Componendo,  ce  qui  signifie  que  si 
A  :  B  ::  0  :  JD,  on  aura  A+B  :  B  ::  0+B  :  D,  ou  la  somme  des 
deux  premiers  termes  est  au  second  terme,  comme  la  somme 
des  deux  derniers  termes  est  au  quatrième  terme. 

En  eâet,  supposant  toujours  à  A,  B,  0,  D,  les  mêmes 
valeurs  numériques  4,  2,  6,  3,  on  aura  pour  l'expression 
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A+B:B::C+D:D,  cello  4-f2:2::6+8:8  ;  mais  4-f2=6 
et  6+3=9  et  6 :  2  ::  9 :  3,  ce  qui  est  encore  évident  puisque  2 
est  lo  tiers  de  6  et  3  le  tiers  de  9,  ou  que  (88)  6x3=2x9  ; 
et  tous  autres  représentants  numériques  proportionnels  de 
A,  Bf  Cf  D  donneraient  le  même  résultat  ;  dono,  etc. 

THÉOB.    VI. 

(96)  Quatre  quantités  proportionnelles,  le  sont  encore 
par  Dl-vislon  ou  Dividende  ;  c.-à-d.  si  A  :  B  ::  C  :  D,  on  aura 
par  ce  théorème  A — B  :  B  ::  C — D  :  D,  ou  la  différence  entre 
le  premier  antécédent  et  son  conséquent  est  à  ce  conséquent 
comme  la  différence  entre  le  second  antécédent  et  son 
conséquent  est  à  ce  conséquent. 

En  effet,  prenant  encore  4,  2,  6,  3  pour  représentants  nu- 
mériques des  quatre  quantités  dont  il  s'agit,  on  remplacera 
l'expression  A--B  :  B  ::  C— D  :  D,  par  celle  4—2 :  2  ::  6—3 : 8 
ou  par  2  :  2  ::  3  :  3,  puisque  4—2=2  et  6—3=3,  ce  qui  donne 
toujours  le  produit  des  extrêmes  2X3  égal  à  celui  des  moyens 
et  prouve  (88)  que  les  quantités  sont  proportionnelles; 
car  tous  autres  représentants  numériques  proportionnels  des 
quantités  dont  il  s'agit  donneraient  le  même  résultat  ;  donc, 
etc. 

(97)  Soo.  On  vient  d&  voir  par  les  deux  derniers  théo- 
rèmes qiie  si  l'on  augmente  ou  si  l'on  diminue  les  antécédents 
de  quatre  proportionnelles,  de  quantités  égales  aux  oonsé- 
quentSy  ces  antécédents  ainsi  augmentés  ou  diminués  seront 
encore  proportionnels  aux  conséquents  ;  mais  augmenter  ou 
diminuer  les  antécédents  d'une  proportion,  de  quantités 
égales  aux  conséquents,  n'est  autre  chose  qu'augmenter  ou  di- 
minuer ces  antécédents  de  quantités  ayant  entre  elles  le  rap- 
port des  conséquents,  et  les  multiples  ou  sous-multiples 
quelconques  de  ces  conséquents  ont  entre  eux  le  même  rap- 
port que  les  conséquents  eux-mêmes  (73)  ;  donc  : 

Cor.  1.   Eu  général  si  l'on  augmente  ou  si  l'on  diminue 
les  antécédents  d'une  proportion,  de  quantités  propor- 
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tlonnelles  aux  oonséquents,les  conséquents  seront  enoore 
proportionnels  aux  quantités  résultantes. 

Cor.  2.  Si  l'on  augmente  ou  si  l'on  diminue  les  con- 
séquents d'une  proportion  de  quantités  proportionnelles 
aux  antécédents,  les  antécédents  seront  encore  propor- 
tionnels aux  quantités  résultantes  ;  car,  altcrnando,  l'é- 
noncé deviendrait  le  même  que  celui  du  dernier  cor. 

THÉOB.  VII. 

(98)  Quatre  quantités  proportionnelles  le  sont  aussi 
par  conversion  ou  convertendo  ;  c'est-à-dire  en  comparant 
le  premier  antécédeut  avec  la  difl'érence  entre  cet  antécé- 
dent et  son  conséquent,  et  le  second  antécédent  avec  la 
différence  entre  cet  antécédent  et  son  conséquent. 

De  cette  manière  A  :  B  ::  C  :  D  donnera  A  :  A— B  ::  C  :  0 
— D,  ou  4  :  2  ::  6  :  8  s'écrira  4 :  4—2  ;:  6  :  6—3  ;  mais  4—2=2, 
et6— 3— 3,  et  4 :  2  ::  6  :  3 puisque  comme  toujours  4X3=2X6, 
et  que  toutes  .autres  valeurs  numériques  proportionnelles  que 
l'on  pourrait  assigner  à  A,  B,  C,  D,  donneraient  le  même 
résultat  ;  donc,  etc. 

THÉOB.    VIII. 

(99)  Si  dans  deux  séries  de  quantités  proportionnelles, 
les  antécédents  sont  les  mêmes,  les  conséquents  seront 
proportionnels. 

Soient  A:B::C:D  et  4:2::6:3  leurs  représentants  nu- 
mériques ;  soient  aussi  A  :  E  ::  C  :  F  et  4 :  8  ::  6 :  12  leurs  re- 
présentants numériques  ;  il  est  à  démontrer  que  B  :  D  ::  E  :  F 
ou  que  2:  3;: 8: 12. 

En  eflet  le  produit  dea  extrêmes  2X12=24  est  égal  à 
celui  des  moyens  3x8=24  (88)  et  d'ailleurs  on  voit  que 
2  sont  les  deux  tiers  de  3  de  même  que  8  sont  les  §  de  12 
et  tous  autres  représentants  numériques  proportionnels  des 
quantités  A,B,  C,  etc.,  donneraient  le  même  résultat  ;  donc, 
etc. 
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(100)  Soo.  On  prouverait  aussi  les  antécédents  pro- 
portionnels si  les  conséquents  étalent  les  mêmes. 

(101)  Cor.  SI  dans  deux  séries  de  quantités  propor- 
tionnelles 11  y  avait  un  antécédent  et  un  conséquent 
de  la  première  respectivement  égaux  à  un  antécédent 
et  conséquent  de  la  seconde,  les  autres  termes  seraient 
proportionnels  ;  car,  altornando,  c'est-à-dire  (94)  ou  faisant 
le  premier  terme  au  troisième  comme  le  second  au  qua- 
trième dans  chacune  des  séries,  renonciation  doviendrait  la 
même  que  colle  de  ce  théor.  et  se  démontrerait  de  la  môme 
manière. 

THÉOB.    IX. 

(102)  SI  l'on  a  im  nombre  indéfini  de  quantités  pro- 
portionnelles ;  l'un  quelconque  des  antécédents  sera  à 
son  conséquent  comme  la  somme  de  tous  les  antécédents 
à  celle  de  tous  les  conséquents. 

Soit  A  :  B  ::  C  :  D  :;  E  :  F  etc.,  ou  aura  d'après  ce  théor. 
A:B::A+C+E:B+D-fF.  Puisque  A:B::C:D,  on  a 
(86)  AXD=BX0  et  puisque  A:B::E:F  (75,  Ax.),  on  a 
AXF=BxE  ;  ajoutons  à  ces  produits  ceux  AxB=BxA 
et  l'on  a  A.B+A.D+A.F=B.A+B.C+B.E,  c'est-à-dire  AX 
(B+D+F)=BX(A+C4-E);  donc  (88)  A:  B::  A+C+E:  B 
4-D+F  ;  donc,  etc. 

THÉOB.   X. 

(103)  S'il  y  a  deux  séries  de  quantités  proportion- 
nelles ;  les  produits  des  termes  correspondants  seront 
proportionnels. 

Soit  A  :  B  ::  C  :  D  et  E  :  F  ::  Gf  :  H,  on  aura  AxE  :  BxF  :: 
CXG:DXH;  car,  puisque  AxD=BxC  et  ExH=PxG 
l'on  a  AXDXEXH=BXCXFXG0U  AxE,xDxH=BxF, 
XCXG;  or,  si  les  produits  de  deux  paires  de  quantités  sont 
égaux  ces  quantités  sont  proportionnelles  (88)  ;  donc  AX 
E:BXF::CXG:DXH. 
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D'ailleurs,  si  les  représentants  numériques  des  doux  pro- 
portions sont  respectivement  4,  2,  6,  8  et  8,  4,  6,  8,  ou  devra 
avoir  par  ce  tliéor.  4x8  :  2x4  ::  GX6  :  8x8  ou  12  :  8  ::  36  :  24  ; 
or  12X24=8X86,  et  tous  autres  représentants  numériques 
proportionnels  des  quantités  A,  B,  C,  etc.,  donneraient  le 

même  résultat  ;  donc,  etc. 

A    0 
Autrement.     Puisque  A  :  B  ::  C  :  D,  on  a  T;=7:et  puisque 


E    G 
E:F::G:H,  ona-=:- 

F     II 


mais  si  l'on  multiplie  des  quan- 


tités égales  par  des  quantités  égales,  les  produits  seront 

A    E     C    G       AXE     CXG 


égaux  (78,  Ax.)  ;  donc  BXp=5X^  ^u  ^^^ 


d'où 


OXU 
l'on    tire,   comme    auparavant,  AxE  :  BxF  :  :  CxG  :  DxII. 

(104)  Oor.  1.  Il  est  clair  q:^e  si  l'on  remplace  E,  F,  G,  H 
dans  ce  théor.  par  A,  B,  C,  D,  on  aura  AxA:  BxB  :  :  Cx 
C:DxD  ou  A:^:B^::d^:B\  et  si  A^:B^::C^:D^  est 
l'une  des  séries  données  et  A  :  B  :  ;  0  :  D  l'autre  série,  il  est 
de  même  évident  que  l'on  aura  A  :  B  :  :  C  :  D  ;  c'est-à- 
dire  :  si  quatre  quantités  sont  proportionnelles,  leurs 
carrés  et  cubes  seront  aussi  proportionnels. 

.  On  peut  de  la  même  manière  démontrer  que  les  puis- 
sances ou  racines  égales  quelconques  de  quantités  pro- 
portionnelles sont  proportionnelles. 

(105)  Oor.  2.  Les  termes  F,  F,  G,  H  du  second  rapport  du 
théor.  pouvant  se  remplacer  par  ceux  E  :  F  :  :  E  :  F,  on  aura 
AxE  :  BxF  :  :  CxE  :  DxF  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
si  de  quatre  quantités  proportionnelles  on  prend  des 
multiples  ou  sous-miiltiples  égaux  quelconques  des  deux 
antécédents,  et  des  multiples  ou  sous-multiples  égaux 
quelconques  des  deux  conséquents  ;  les  autres  quan- 
tités résultantes  seront  proportionnelles. 
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(106)  Déf.  Un  point  n'a  aucune  étendue,  et  doit  être 
considéré  seulement  sous  le  rapport  de  sa  position. 

(107)  Déf.  Une  ligne  n'a  d'étendue  que  dans  le  sene  de 
la  longueur  ;  elle  n'a  donc  ni  largeur  ni  épaisseur.  Pour 
s'en  former  une  idée,  sa  longueur  peut  être  considérée 
comme  composée  d'un  nombre  infini  de  points  posés  les  uns 
à  la  suite  des  autres  ;  et  l'on  entendra  toujours  par  ce  mot, 
longueur,  le  nombre  d'unités  de  mesure  linéaire  qui  com- 
posent cette  longueur  (24).  . 

Cor.  Les  extrémités  d'une  ligne  sont  des  points; 
ces  derniers  n'ont  par  conséquent  ni  longueur,  ni  largeur, 
ni  épaisseur.  Deux  lignes  déterminent  encore  un  point 
à  l'endroit  de  leur  intersection. 

(108)  Déf.  Une  Ugne  droite  AB       A B 

est  celle  dont  tous  les  points  sont  dans  la  même  direction  ;  et 
est  aussi,  évidemment,  la  plus  courte  distance  entre  deux 
points  quelconques.  En  d'autres  termes,  une  ligue  droite 
indique  le  plus  court  chemin  pour  aller  d'un  point  à  un 
autre.    Un  fil  tendu  en  donne  une  bonne  idée. 

(109)  Cor.  1.  La  direction  de  deux  points  quelconques 
est  celle  de  la  ligne  droite  qui  les  unit.  Il  suffit  donc  de 
connaître  deux  points  dans  une  ligne  droite  pour  déter- 
miner sa  direction.  «•  * 
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(110)  Cor.  52.  Deux  lignes  droites  ne  peuvent  ren- 
fermer un  espace.  Elles  ne  peuvout  pas  non  plus  coïncider 
on  partie  sans  coïncider  entièrement. 

(111)  Cor.  8.  D'un  point  à  un  autre  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  ligne  droite. 

(112)  Déf.  Une  ligne  courbe  CFD 

est  telle  que  la  direction  de  deux  pointa 
consécutifs  quelconques  C,E,  est  ditfé-     ^  ^ 

rente  de  celle  de  deux  autres  points  consécntifs  quelconques 
E,  F,  si  éloignés  ou  rapproches  que  soient  ces  points.  On 
peut  encore  la  définir,  celle  dont  tous  les  points  s'éloignent 
de  plus  en  plus,  mais  infiniment  peu  à  chaque  instant,  d'une 
ligne  droite. 

(113)  Déf.  Une  ligne  brisée  est  celle  q 
A B  C D,  composée  de  ligues  droites;     j^ 
et  toute  l'gro  qui  n'est  pas  une  ligne  C 
droite,  ou  composée  de  lignes  droites,  est  une  ligne  courbe. 

(114)  Déf.  Une  superficie  ou  siurfkco  n'a  d'étendue 
qu'en  longeur  et  en  largeur,  et  n'a  point  d'épaisseur.  Les 
limites  d'une  surface  sont  évidemment  des  lignes.  Les  sur- 
faces déterminent  encore  des  lignes  a  l'endroit  do  leurs  in- 
tersections. 

Quoiqu'une  ligne  n'ait  aucune  largeur  (107),  rien  n'em- 
pêche  que  T>our  se  former  l'idée  d'une  surface,  on  no  hi 
suppose  composée  d'un  nombre  infini  de  lignes  posées  les 
unes  à  côté  des  autres  ;  tout  de  même  qu'on  peut  considérer 
une  ligne  comme  composée  de  points  consécutifs. 

(115)  Déf.  Un  plan  ou  une  surfkoe  plane  est  celle  dans 
laquelle,  prenant  deux  points  quelconques,  la  ligne  droite 
qui  les  unit  est  eulièroment  dans  ce  plan.  Le  dessus  ou 
surface  d'une  table  peut  en  donner  une  idée, 

(116)  Déf.  Toute  surface  qui  n'est  pas  plane  ou  composéo 
de  surfaces  planes  est  une  srarflice  courbe. 

(117)  Déf.  Une  figure  plane  est  un  espace  renfermé  de 
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tous  côtés  p>ar  des  lignes  droites  ou  courbes  situées  dans 
un  même  plan  ;  et  l'ensem'  le  des  lignes  limitrophes  s'ap- 
pelle périmètre. 

(118)  Déf.  Lo  mot  aire,  surfkce  ou  supe  -floie  indique  la 
quantité  d'espace  superficiel,  ou  d'uuités  démesure  de  même 
espèce  (24)  (48)  contenues  dans  une  figure,  «sans  égard  à  la 
nature  de  la  figure  ou  des  lignes  qui  en  forment  le  périmètre. 

(119)  Déf.  Un  corps  ou  solide  a  de  l'étendue  tant  en 
longueur  qu'eu  largeur  et  hauteur  ou  épais=  ^ur.  Quoiqu'une 
surfiace  n'ait  aucune  épaisseur  (114),  rien  n'empêche  pour  se 
former  l'idée  d'un  solide,  de  le  considérer  comme  composé 
d'un  nombre  infini  de  surfaces  superposées  les  unes  aux 
autres.  Les  limites  d'un  solide  sont  des  surfaces  ;  de  môme 
que  celles  des  surfaces  sont  des  lignes  ;  et  les  extrémités  des 
lignes,  des  points. 

(120)  Déf.  Le  mot  solidité  indique  la  quantité  d'espace 
cubique,  ou  d'unités  de  mesure  (24)  de  même  espèce  conte- 
nues dans  un  solide;  sans  égard  à  la  nature  de  la  figure,  ou 
des  surfaces  qui  terminent  ou  contiennent  le  solide,  ou  qui  en 
forment  les  côtés. 

(121)  Déf    Un  angle  reotiligne  U  A  C  /B 
est  réoartem.ent  de  deux  lignes  droites 
AB,  AC,  qui  se  rencontrent  eu  un  point  A 
qu'on  appelle  sommet  de  l'angle. 

(122)  Cor.  1.  La  valeur  ou  grandeur  d'un  angle  dépend 
donc  du  plus  ou  moins  d'ocartement  des  deux  lignes 
droites  qui  fbrment  cet  angle  ;  c.-à-d.,  du  plus  ou  moins 
d'inclinaison,  l'un  à  l'autre,  des  deux  côtés  qui  compreu- 
neut  l'augl. . 

(123)  Cor.  2.  Deux  angles  sont  égaux  ou  inégaux  sui- 
vant que  l'inclinaison  des  deux  côtés  de  l'un  est  égal© 
ou  inégale  à  colle  des  deux  côtés  de  l'autre;  et  récipro- 
quement, si  deux  angles  sont  égaux  ou  inégaux,  l'incU- 
naison  des  deux  côtés  de  l'im  est  égale  ou  inégale  à  celle 
des  deux;  côtés  de  l'autre. 
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(124)  Sco.  La  valeur  ou  candeur  d'un  angle  ne  dé- 
pend donc   aucunemient   de   la  longueur  de  ses  côtés  ; 

puisqu'on  pourrait  prolonger  indéfiniment  ces  côtés  sans 
altérer  leur  Acartoment;  c.-à-d.,  sans  changer  l'inclinaison 
relative  de  ces  côtes. 

(125)  Rem.  Un  angle  BAC,  quand  il 
est  seul,  peut  s'énoncer  par  une  seule 
lettre  A  placée  à  son  sommet;  mais 
dans  le  cas  de  deux  ou  plusieurs  aigles 
contigiis  m,  n,  il  est  évidemment  néces- 
saire de  désigner  cîiacun  de  ces  angles 
par  trois  lettres  B  A  J),  D  AC,  dont  l'une  placée  au  sommet 
de  l'angle,  et  les  deux  autres  en  un  point  quelconque  des 
côtés  qui  comprennent  ces  angles;  ayant  soi  a  toutefois  en 
les  exprimant,  de  placer  entre  les  deux  autres  lettres  celle 
qui  est  située  au.  sommet  do  l'angle. 

(126)  Rem.  Eu  parlant  d'un  angle  quelconque  BAD,  on 
ne  considère  aucunement  la  surface  ou  superficie  partielle- 
ment renfermée  par  les  côtés  de  l'angle;  mais  seulement  le 
degré  d'inclinaison  des  deux  côtés  de  l'angle,  l'un  à  l'autre. 

(127)  Déf.  Une  ligne  AB  est  dite  g  jj 
perpendiculaire  à  une  autre  ligne 
CD,  lorsque  la  première  rencontre 
la  seconde  sans  pencher  ou  incliner 

plus  d'un  côté  que  de  l'autre.     Les      C ^^ — ^ D 

deux  angles  BAC,  BAD,  ainsi  for- 
més, prennent  le  nom  d'angles  droita,  et  sont  évidemrr  ant 
égaux  l'un  à  l'autre  (123). 

(128)  Cor.  Comme  AB,  pour  former  avec  CD  des  angles 
droite  r.e  doit  pencher  (127)  ni  d'un  côté  ni  de  l'autre;  et  que 
toute  1  .^tre  ligue  EA,  BP  différente  de  celle  AB,  et  n'ayant 
avec  cotte  ligne  qu'un  point  commun  A,  B,  est  évidemment 
inclinée  à  CD;  il  s'en  suit  que  par  un  point  donné  A  sur  une 
ligne  droite  CD  ou  par  un  point  B  hors  de  oette  ligne, 
on  ne  peut  mener  qu'ime  seule  ligne  BA  qui  soit  per- 
pendiculaire à  la  première. 
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(129)  Déf.  Deux  angles  bonf  >|>poI<'"  de  même  affection, 

lorsqu'ils  sont  tous  deux  pluH  g  auàb  ca  plus  petits  qu'uu 
angle  droit. 

(180)  Déf.  Un  angle  EBA,  plus 
grand  qu'un  angle  droit,  est  dit  obtus  ; 
et  celui  EBC,  plus  petit  qu'un  angle 
droit,  est  dit  aigu.  L'angle  EBC  qui 
manque  h  celui  EBA,  pour  former  deux  angles  droits,  se 
iiommo  supplément  de  cet  angle  ;  et  celui  EBD  qui  manque 
A  EBC,  pour  former  un  angle  droit,  se  nomme  complément 
de  ce  dernier. 

(131)  Déf.  On  nomme  angles  de  suite  ou  angles  supplé- 
mentaires, les  angles  coniigus  EBC,  EBA  formés  du  même 
côté  d'une  ligne  AC  par  une  autre  ligne  EB  qui  rencontre 
la  première. 

(132)  Cor.  I.  Les  angles  supplémentaires  sont,  ou  deux 
angles  droits,  ou  égaux,  pris  i^r^semble,  à  deux  angles 
droits. 

(133)  Sco.  I.  Si  l.'i  ligne  qui  rencontre  l'autre  lui  est  per- 
pendiculaire comme  BD,  les  deux  angles  sont  droits  (127)  ; 
mais  si  elle  est  oblique  eomne  EB,  il  est  évident  qu'un 
EBA,  des  deux  angles  est  d'autant  ;  lus  grand  qu'un  angle 
<>oit,  que  Vautre,  EBC,  est  plus  petit  qu'uu  angle  droit  ;  et 
4'ie  la  a<^n  u.o  dos  deux  vaut  deux  anglos  droits. 

(Ï54)  C>or  2.  lia  somme  de  tous  les  angles  ABD,  DBE, 
EBC  formés  autour  d'un  même  point  B  et  du  même 
côté  d'une  ligne  droite  AC,  vaut  deux  angles  droits  ; 
puisque  cette  somme  est  égale  à  celle  des  angles  supplémen- 
taires ABE,  CBE  (132). 

(185)  Cor.  3.  Si  en  un  point  B  dans 

une  ligne  droite  BD  deux  autres 
lignes  AB,  CB,  font  les  angles  oon- 
tigus  ABD,  CBD  droits,  ou  égaux 

pris  ensemble  à  deux  angles  droits  ; 

ces  deux  lignes  AB,  CB  ne  forment  qu'ime  seule^  et 

même  ligne  droite 
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En  effet,  B!  ABO  n'est  pasuue  Wffnc  droite,  elio  ^-arà  t.vUce 
comme  celle  ABE  ou  ABF,  et  formera  avec  BD  deux  mi 
gles  ABD,  EBD  ou  ABD,  FBD  qui  pris  ensemble  seror  pluj 
petits  ou  plus  grands  que  deux  angles  droits  ;  puisqîK:  »  <n:  i« 
premier  cas  il  manque  aux  angles  ABD,  EBD,  colni  ESO 
pour  former  deux  angles  droits,  et  que  dans  l'autre  cas,  la 
somme  ABD,  FBB  des  deux  angles  est  plus  grande  que 
deux  angles  droits,  de  la  quantité  FBC  ;  la  ligne  ABC  n'est 
donc  pas  brisée  ;  c.-à-d.  qu'elle  est  droite. 

(136)  Sco.  2.  On  tire  encore  du  dernier  cor.  comme  de  la 
troisième  dèf.  (IIO),  que  deux  lignes  droites  ne  peuvent 
coïncider  en  partie  sans  coincider  entièrement. 

(137)  Déf.  On  nomme  opposés  au 
sommet  ou  simplement  opposés  les 
angles  ABC,  DBE  ou  ABD,  CBE, 
formés  par  deux  lignes  droites  AE, 
CD,  qui  s'intersectent  en  un  point  B. 

(138)  Cor.  I.  Les  angles  opposés  au  sommet  sont  é- 
gaux,  puisque  les  lignes  droites  CD,  AE  font  que  l'incli- 
nùison  de  DB  sur  BE  est  la  même  que  celle  de  BC  sur  BA 
(123). 

(139)  Cor.  2.  Il  suit  du  dernier  cor.  et  du  par.  (132)  que  si 
deux  lignes  droites  se  coupent,  les  angles  qu'elles  for- 
ment au  point  de  leur  intersection  vb  nt  ensemble 
quatre  angles  droits. 

(140)  Cor.  3.  Il  est  clair  aussi  (134)  que  bwus  l~n  angles 
faits  par  un  nombre  quelconque  de  lignes  droites  se 
rencontrant  en  un  seul  point  valent  ensemble  quatre 
angles  droits. 

(I4Î)  Déf    On  doit  entendre  par 

lignes  parallèles,  deux  ou  plusieurs 

lignes  AB,  CD,-  EF  situées  dans  un 

môme  plan,  partout  à  la  même  dis- 

lince  l'une  de  l'autre,  et  qui  par  conséquent  étant  prolongée? 

h  l'infini  no  se  rencontreraient  jamais.  -. 
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(142)  Soo.  I.  Ou  appelle  distance  entre  deux  parallèles 

AB,  CD  ou  AB,  EF,  la  perpendiculaire  mnoum  o,  menée 
d'une  de  ces  lignes  à  l'autre. 

(143)  Cor.  I.  Si  AB  est  parallèle  à  CD,  la  distance  m  n 
=pq  par  la  déf.,  et  si  EF  est  parallèle  à  CD,  9io=qr  ;  mais, 
si  (76  Ax.)  à  des  quantités  égales  on  ajoute  des  quantités 
égales  les  sommes  seront  égales  ;  donc  mo=pr  ;  c.-à-d.  que 
deux  lignes  parallèles  à  une  troisième  sont  parallèles 
entre  elles. 

(144)  Soo.  2.  D'ailleurs,  la  vérité  de  cette  conséquence, 
comme  de  toutes  celles  tirées  des  défs.  contenues  dans  ce 
traité,  résiihe  f{,|f«rj^WSh.\cTe  tellement  évidente  de  ces  défs. 
m<\fiv4a*'?^' on  peut  les  regarder  comme  autant  d'axiomes. 

En  effet,  nous  définissons  lignes  parallèles  celles  qui  sont 
partout  à  distances  égales  l'une  de  l'autre  ;  et  dire  que  deux 
lignes  parallèles  à  une  troisième  sont  parallèles  entre  elles, 
n'est  autre  chose  qu'avouer  que  si  à  des  quantités  égales  on 
ajoute  des  quantités  égales  les  touts  sont  égaux;  vérité  que 
chacun  est  prêt  à  admettre  sans  démonstration,  et  que  nous 
avons  en  conséquence  mise  au  nombre  des  axiomes. 

(145)  Cor.  2.  Deux  lignes  qui  s'intersectent  ou  ne  sont 
pas  parallèles  l'une  à  l'autre  ne  peuvent  être  toutes 
deux  X/arallèles  à  la  même  ligne  droite. 

(146)  Soo.  3.   Bien  n'empêche  de     ,        B         C 
considérer   les  parties  AB,  BD  ou 


A 


AC,  BD  d'une  seule  et  même  ligne  droite  AD  comme  au- 
tant de  parallèles  situées  à  une  distance  infiniment  petite 
l'une  de  l'autre  ;  ou  ce  qui  revient  au  même,  on  peut  con- 
sidérer comme  parallèles  deux  ou  plusieurs  lignes  dis- 
posées de  manière  à  former  partie  d'ime  seule  et 
même  ligne  droite. 

(147)  Déf.  On  appelle  correspon- 
dants les  angles  EFB,  EGD,  ou 
IIFB,  IIGD  tournés  dans  le  même 
sene,  et  formés  par  deux  lignes  paral- 
lèles AB,  CD  intersectées  par  une 
troisième  ligne  Eî^ 
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(148)  Cor.  I.    Les  angles  correspondants  sont  égaux  ; 

car,  ies  lignes  AB,  CD  étant  parallèles,  la  direction  de 
chacune  d'elles  est  la  même  par  rapport  à  la  ligne  EH.  En 
d'autres  mots,  EH  est  également  inclinée  sur  AB  et  CD  et 
fait  par  conséquent  avec  chacune  de  ces  lignes  des  angles 
égaux  (123). 

(149)  Cor.  2.  Si  EFB  est  un  angle  droit,  EGD  sera  aussi 
lin  uiigle  droit  ;  donc  toute  ligne  perpendioulalre  à  l'une 
de  deux  parallèles  est  aussi  perpendiculaire  à  l'autre, 
et  toute  ligne  fhisant  avec  l'une  de  deux  parallèles  un 
angle  quelconque  fera  avec  l'autre  parallèle  un  angle 
ôgal  au  premier. 

(150)  Cor.  8.  Deux  lignes  perpendiculaires  à  une  troi- 
sième ligne  sont  parallèles  l'une  à  l'autre.  Elles  sont 
encore  parallèles  si  elles  fbnt  avec  la  troisième  ligne  des 
angles  égaux  quelconques. 

(151)  Cor.  4.  Si  LK  est  parallèle  à  EH,  on  aura  l'angle 
LKD  égal  à  son  correspondant  EGD  (148)  ;  maiR  EGD  est 
égal  à  son  correspondant  EFB  ;  donc  deux  angles  sont 
égaux  si  leurs  côtés  sont  parallèles  et  si  ces  angles  sont 
tournés,  soit  du  même  côté  de  l'espace,  comme  ceux 
EFL,  LKD,  ou  dans  une  direction  opposée  au  sommet, 
comme  ceux  FLZ,  EFL  ou  CGH,  EFL. 

(152)  Cor.  5.  Deux  angles  valent  ensemble  deux  an- 
gles droits,  si  leurs  côtés  sont  parallèles  l'un  à  l'autre 
et  que  ces  angles  soient  adjacents,  comme  ceux  DGF, 
BFG  ou  encore  comme  ceux  LKG,  FGK  ;  ce  qui  est  clair, 
puisque  LKD— FGK,  son  correspondant,  et  que  les  angles 
de  suite  LKD,  LKG  valent  e*  lemble  deux  angles  droits 
(132).  On  donne  à  ces  angles  le  nom  d'intérieurs  ou  in- 
ternes. ,^ 

(153)  Cor.  6.  Les  angles  AFG,  DGf  formas  de  chaque 
côté  de  la  ligne  EH,  par  |ps  parallèles  AB,  CD,  et  auxquels 
ou  donne  le  nom  d'alternes,  sont  égaux. 

Cofli f|5t  évident,  c^  AB  et  CD  étant  parallèles;  l'incli- 
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liaison  de  la  droite  FG  qui  les  reucoutro  est  la  môme  pour 
chacune  d'elles. 
•  (154)  Cor.  7.  Réciproquement,  si  une  ligne  EÏI  qui 
coupe  ou  qui  rencontre  deux  autres  lignes  droites,  fhit 
avec  ces  lignes,  les  angles  ooirespondants  ou  alternes 
égaux,  ou  les  angles  internes  supplémentaires;  c.-à-d. 
égaux  pris  ensemble  à  deux  angles  droits  ;  ces  deux  autres 
lignes  seront  parallèles. 

Tout  ceci  est  clair  et  suit  immédiatement  des  défs.  ;  car  si 
les  deux  lignes  n'étaient  pas  parallèles,  leur  inclinaison  sur 
la  droite  EH  serait  inégale,  et  les  angles  qui  par  hyp.  sont 
égaux,  seraient  en  même  temps  inégaux,  ce  qui  est  absurde  ; 
donc,  etc. 

(155)  Cor.  8.  Par  lui  même  point  F  on  ne  peut  mener 
qu'ime  seule  ligne  droite  AB  qui  soit  parallèle  à,  une 
autre  ligne  CD. 

(156)  Déf.  Les  figures  rectilignes  sont  celles  qui  sont 
terminées  par  des  lignes  droites. 

(157)  Déf.  Les  figures  trilatérales  ou  les  trilatères  sont 
celles  qui  sont  terminées  par  trois  lignes  droites;  ou  les 
désigne  sous  le  nom  de  triangles  ou  trigones. 

(158)  Déf.  Les  quadrilatères  sont  celles  qui  sont  termi- 
nées par  quatres  lignes  droites  ;  tel  est  le  carré  ou  tétragone. 

(159)  Déf.  On  donne  en  général  le  nom  de  polygones 
aux  figures  rectilignes  terminées  par  plus  de  quatre  côtés  ; 
tels  sont  le  pentagone,  l'hexagone,  etc;  mais  rien  n'em- 
pêche de  désigner  sous  le  m'ême  nom  les  triangles  qui  sont 
des  polygones  do  trois  côtés  et  les  quadrilatères  qui  en  ont 
quatre. 

(160)  Déf  Parmi  les  tri- 
apgles.  on  nomme  équila- 
téral,  celui  ABC  dont  les 
trois  côtés  sont  égaux  ;  iso- 
cèle, celui  DEF  qui  n'a  que  A^  •*  C  t)  3Q  K 
deux  côtés  égaux  ;  e^scalène,  c^i  (jj^K  donfles  ||;ois  côtés 
sont  inégaux.    ® 
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(161)  Soo.  Dans  tout  triangle  la  somme  de  deux  oôtés 
quelconques  HG,  QK  est  plus  grande  que  le  troisième 
côté  HK  ;  car  (108)  la  ligne  droite  HK  est  la  plus  courte 
distance  entre  les  points  H,  K;  et  toute  autre  distance 
HQ+GK  est  évidemment  plus  grande  que  HK. 

(162)  Cor.  Il  suit  de  là  que  la  difTérenoe  entre  deux 
côtés  quelconques  d'un  triangle  est  moindre  que  le  trois- 
ième côté  ;  car,  puisque  TIG+GK  >  HK,  si  de  HK  on  re- 
tranche GK,  il  restera  une  quantité  moindre  que  HG  ;  c.-à-d., 
HK-GK  <  HG,  ou  HK-HG  <  GK. 

(163)  Déf.  Considérant  les  B  EH 
triangles  par  rapport  à  leurs 
angles;   on  appelle  rectan- 
gle, celui  AOB  qui  a  un  an- 
gle   droit    G;    obtusangle,  A          CD        F  G  K 
celui  DFE  qui  a  un  angle  obtus  F  ;   et  acutangle,  celui 
GHK  dont  les  trois  angles  sont  aigus. 

(164)  Déf.  Dans  un  triangle  rectangle,  on  j.  'pelle  hypo- 
ténuse le  côté  A6  opposé  à  l'angle  droit. 

(165)  Déf.  Parmi  les  figures  à  quatre  oôtés  j 
ou  quadrilatères,  le  carré  ou  tétragone  est 
celle  ABCD  dont  tous  les  côtés  sont  égaux 
et  tous  les  angles  droits.  La  ligne  AC  qui 
joint  deux  quelconques  des  angles  opposés 
est  appelée  diagonale. 

(166)  Déf  Le  rectangle  est  celle  EFGH  E 
dont  tous  les  angles  sont  droits  ;  mais  dont 
les  côtés  ne  sont  pas  tous  égaux.  H 

(167)  Sco.  H  suit  de  cette  déf.  et  du  par.  (150)  que  les 
côtés  opposés  d'un  carré  et  d'un  rectangle  sont  parallèles 
deux  à  deux.  De  plus,  les  côtés  opxKisés  d'un  rectangle 
sont  égaux  ;  car  (142)  EF,  HG  sont  les  distances  égales 
entre  les  parallèles  EH,  FG  ;  et  FG,  EH  sont  les  distances 
égaleit entre  les  parallèles  EF,  HG;  puisque  les  côtés  du 
rectangle  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autrU 
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(168)  Déf.  Un  rhombe  ou  losange 
NOKLeet  un  quadrilatère  dont  tous 
les  côtés  sont  égaux,  mais  dont  les  angles 
ne  sont  pas  droits. 

(169)  Déf.   Un  parallélogramme  PQ- 

RS  est  un  quadrilatère  dont  les  côtés 
opposés  sont  parallèles.  "S 


u 


R 


(170)  Ck>r.  La  somme  de  deux  quelconques  des  angles 
adjacents  d'im  parallélogramme  vaut  deux  angles 
droits;  puisque  (152)  deux  lignes  parallèles  PQ,  SR  qui 
rencontrent  une  troisième  ligne  PS  ou  QR  font  les  angles 
adjacents  égaux  ensemble  à  deux  angles  droits. 

(171)  Soo.  Le  carré  et  le  rectangle  sont  aussi  des  pa- 
rallélogrammes (167  et  169). 

(172)  Déf  On  donne  le  nom  de  tra- 
pèze à  un  quadrilatère  A.C  dont  deux 
côtés  seulement  A6,  YiQ  sont  parallèles.     ] 


(173)  Déf  En  général,  on  appelle  dia- 
gonale et  quelquefois  diamètre  d'une 
figure  quelconque,  la  ligne  qui  joint  deux 
de  ses  angles  non  adjacents.  Telle  est 
dans  le  parallélogramme  PR  la  ligne  SQ, 
et  dans  le  polygone  DE,  Ic^  lignes  AB, 
AC. 


(174)  Déf  Parmi  les  polygones,  on  nomme  pentagone, 
celui  de  cinq  côtés  ;  hexagone,  celui  de  six  côtés  ;  hepta- 
gone, celui  de  sept  côtés;  octogone,  celui  de  huit  côtés; 
ennéagone  ou  nonagone,  neuf  côtés  ;  décagone,  dix.  côté^ 
quindécagone  ou  pentédéoagone,  quinze  côtés  ;  âBt  ainsi  de 
suite.    <k  <^       ^  ^  «  :•  *     . 
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(175)  Déf.  Un  polygone  équlla- 
téral  est  celui  dont  tous  les  côtés  sont 
égaux  ;  équiangle,  celui  dont  tous  les 
angles  sont  égaux  ;  e^  régulier,  celui 
A13CDBF  dont  tous  les  angles  A,  B, 
C,  etc.,  sont  égaux  et  tous  les  côtés 
AB,  BC,  etc.,  aussi  égaux. 

Dans  les  polj'goncs  réguliers,  on  appelle  rayon  droit,  la 
perpendiculaire  OG  menée  du  centre  O  du  polygone  A  l'un 
quelconque  AB  do  ses  côtés  ;  et  rayon  oblique,  la  ligne  OA 
menée  du  même  point  O  à  l'un  quelconque  A  des  angles 
du  polygone. 

Le  centre  d'un  polygone  régulier,  comme  ri.  le  verra 
plus  tard,  est  un  point  également  éloigné  des  côtèu  et  angles 
du  polygone. 

(176)  Déf.  Deux  polygones  sont  mutuellement  équila- 
téraux  lorsqu'ils  ont  leurs  côtés  égaux  l'un  à  l'autre  et  pla- 
cés dans  le  même  ordre,  c.-à-d.,  lorsque  en  suivant  leurs 
périmètres  dans  la  même  direction,  le  premier  côté  de  l'un 
est  égal  au  premier  côté  de  l'autre  ;  le  second  côté  du  pre- 
mier, au  second  côté  de  l'autre  :  et  ainsi  de  suite.  L'ex- 
pression mutuellement  équiangles  a  une  signification 
correspondante,  eu  égard  aux  angles.  Dans  les  deux  cas 
les  côtés  ou  angles  égaux  ou  correspondants  sont  appelés 
homologues. 

(177)  Déf.  Dans  tout  parallélo- 
gramme AC,  on  désigne  sous  le  nom 
de  gnomon,  la  figure  AGK  compo- 
sée du  parallélogr.  LG  et  de  ses 
«ompléments  AF,  FC,  ou  celle  A1C« 
composée  dn  parallélogr.  EK  et  des 
compléments  AF,  FC. 

(178)  Déf  On  dit  que  les  parallélogrammes  EK,  LG  sont 
autour  du  diamètre  BD  ;  et  l'on  appelle  cqpnpléments,  les 
parties  AF,  FC  qui.manquent  à  EK,  LG,  pour  compléter  le 
paçallélogr.  AO. 
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(179)  Déf.  La  hauteur  d'un 
triangle  ABC  est  la  ligue 
CD  menée  perpendiculaire- 
ment de  son  sommet  C  à 
sa  base  AB  prolongée  s'il  le 
faut. 

(180)  Déf  La  hauteur  d'im  parallé* 
logramme  ABCD  est  la  ligne  XL  on 
BE  menée  perpendiculairement  entre 
deux  de  ses  côtés  parallèles  ;  ou  la 
perpendiculaire  CF  comprise  entre  un  A 
côté  BC  et  l'autre  côté  AD  prolongé. 

Il  est  évident  que  dans  un  rectangle  BEFC,  le  côté  BE 
ou  CF  peut  être  considéré  comme  sa  hauteur,  tout  aussi  bien 
qu'une  perpendiculaire  quelconque  KL  menée  entre  deux 
de  ses  côtés  parallèles. 

(181)  Sco.  Lorsqu'on  dit  que  la  hauteur  du  parallélogr. 
AC  ou  BF  est  KL  ou  BE  ou  CF,  c'est  que  ces  longueurs 
sont  égales  ;  puisque  par  la  déf.  des  lignes  parallèles  BC,  AF, 
la  distance  entre  ces  lignes  est  égale  à  la  perpendiculaire 
menée  d'une  de  ces  lignes  à  l'autre,  et  que  cette  distance  est 
partout  égale  (142). 

(1852)  Déf.  On  nomme  ordinairement  base  d'iui  triangle 
ou  d'un  parallélogramme,  le  côté  sur  lequel  la  figure  est 
censée  reposer  ;  mais  il  est  évident  que  rien  n'empêche  de 
considérer  comme  base  d'une  fig.  l'un  quelconque  de  ses 
côtés. 

(183)  Déf  Dans  un  triangle  quelconque 
ABC,  les  angles  Aet  B  sont  dits  adjacents 
au  côté  AB,  et  le  côté  AB  adjacent  aux 
angles  B,  A.     L'angle  C  compris  par  les 

côtés  adjacents,  AC,  BC,  est  appelé  indus  ;    A'^ ■ — ifi 

et  AC,  CB  sont  les  côtés  qui  le  comprennent.  On  donne 
aussi  quelquefois  le  nom  de  vertical  ou  angle  au  sommet 
à  l'angle  C  opposé  à  la  base  AB. 
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(184)  Déf.  Une  figure  reotiligne 
ABCD  est  dite  insorite  dans  une  autre 
fig.  rect.  EF,  lorsque  tous  les  angles  ou 
points  angulaires  de  la  première  sont 
situés  sur  les  côtés  de  la  seconde  ;  et 
réciproquement,  la  fig.  EF  est  oiroons- 
orite  à  celle  BD,  si  les  côtés  de  la  première  passent  par  les 
angles  du  second. 

(185)  Déf.  Un  cercle  A  est  une  fig. 
plane  terminée  par  une  ligne  courbe 
CDEP,  qu'on  appelle  circonférence  ; 
et  telle  que  toutes  lignes  droites  OC, 
OE,  OF  menées  à  la  circonférence, 
d'un  certain  point  intérieur  O,  qu'on 
appelle  centre,  sont  égales  l'une  à 
l'autre. 

(186)  Sco.  B  faut  se  garder  de  confondre  le  mot  "cercle" 
qui  est  une  fig.  plane,  avec  celui  "  circonférence  "  qui  n'est 
qu'une  ligne. 

(187)  Déf.  Le  diamètre  d'un  cercle  est  une  Jigne  FB 
menée  par  le  centre  0  et  terminée  de  part  et  d'autre  à  la 
circonférence. 

(188)  Cor.  Le  diamètre  FD  est  la  plus  grande  ligne 
droite  que  l'on  puisse  mener  dans  un  cercle,  étant  égale 
à  la  somme  des  distances  OF,  OD  du  centre  à  la  circonfé- 
rence ;  et  il  partage  le  cercle  en  deux  parties  égales  ap- 
pellées  demi-cercles  ;  car  si  l'on  suppose  que  la  partie  FCD 
du  cercle  tourne  autour  de  la  base  commune  FD  jusqu'à 
ce  qu'elle  vienne  s'appliquer  sur  la  partie  FED,  les  deux 
courbes  DGF,  DEF  coïncideront  ;  si  non,  il  y  aurait  des 
points  dans  l'une  plus  ou  moins  éloignés  du  centre:  ce  qui 
est  contre  la  déf.  du  cercle,  puisque  les  lignes  00,  OE,  etc., 
qui  mesurent  les  distances  de  ces  points  sont  égales,  et  que  par 
Buite  tous  les  points  de  la  circonfërence  sont  également 
éloignés  du  centre. 
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(189)  Déf.  Les  lignes  OD,  OE,  etc.,  menées  du  centre  à 
la  circonférence  se  nomment  rayons  ;  et  par  la  def.  du  cercle, 
tous  rayons  d'un  même  cercle  sont  é^aux.  De  plus  il 
est  clair  que  le  diamètre  est  double  du  rayon. 

(190)  Déf  Un  arc  de  cercle  est  une  partie  quelconque 
FBE  de  la  circonférence,  et  la  droite  EF  qui  en  joint  les 
extrémités  est  appelée  corde.  Il  est  clair  aussi,  d'après 
cette  déf.  que  EF  peut  encore  être  considérée  comme  corde 
de  l'arc  FCE,  plus  grand  qu'une  demi-circonférence. 

(191)  Déf.  Un  segx](ient  de  cercle  est  la  surface  ou  partie 
de  cercle  FEB  comprise  entre  un  arc  et  sa  corde.  La  partie 
FEC  est  aussi,  par  la  déf.,  un  segment  de  cercle  ;  ^e  premier 
étant  plus  petit  et  le  second  plus  grand  qu'un  demi- cercle. 


(192)  Déf.  Un  secteur  DOE  est  la  surface  comprise  entre 
.  l'arc  DE  et  les  rayons  DO,  EO  menés  aux  extrémités  de  l'arc. 

D'après  la  déf.,  la  partie  EDCFO  du  cercle  est  aussi  un 
secteur;  le  premier  étant  plus  petit  et  l'autre  plus  grand 
qu'un  demi-cercle. 

(193)  Déf  Une  ligne  droite  EF  est  dite  inscrite  dans 
un  cercle,  lorsque  ses  extrémités  sont  dans  la  circonférence. 

(194)  Déf.  Un  angle  inscrit  ou  un 
angle  à  la  circonférence,  est  celui  qui 
a  son  sommet  à  la  circonférence  et  qui 
est  formé  par  deux  cordes  ;  tel  est 
l'angle  ABC  ou  BCD.  Comme  CBA 
est  un  segment  de  cercle,  on  pourra 
aussi  désigner  l'angle  B  appuyé  sur  la 
bape  AC  de  ce  segment,  l'angle  dans  le 
segment  CBA  ;  et  l'angle  D,  celui  dans  le  segment  CD  A. 
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(195)  Déf.  Un  triangle  inscrit  est  colui  qui,  comme  ACB  ou 
ACD,  a  ses  trois  sommets  ou  points  angulaires  dans  la  cir- 
conférence ;  et  en  général  une  figure  inscrite  est  celle, 
quelconque,  ABCD  qui  a  ses  angles  sur  la  conférence  ;  et 
la  circonférence  est  dite  circonscrite  à  la  figure. 

(196.  Déf.  Une  ligne  AB 
qui  touche  un  cercle  sans  le 
pénétrer  ou  le  couper  est  ap- 
pelée tangente  ;  et  l'on  ap- 
pelle point  de  contact  le 
point  D  oh.  la  ligne  touche 
le  cercle.  Deux  cercles  se 
touchent  ou  sont  tangents 
soit  intérieurement  eu  E,  soit  extérieurement  en  F,  lorsqu'ils 
se  rencont-ent  sans  se  pénétrer  ;  E  etF  étant  appelés  comme 
auparavant  points  de  contact. 

(197)  Déf  On  nomme  sécante  une  ligne  BC  située  par- 
tie au  dedans  et  partie  au  dehors  d'un  cercle. 

(198)  Déf  Un  triangle 
ABC,  ou  un  autre  poly- 
gone quelconque  DEFQHK 
est  dit  circonscrit  à  un 
cercle,  lorsque  chaque  côté 
de  la  fig.  touche  le  cercle  ;  et 
réciproquement,  un  cercle 
est  inscrit  dans  une  figure 
rectiligne  quelconque, 
lorsq^ue  la  circonférence  du  cercle  est  tangente  à  chaque  côté 
de  la  fig. 

(199)  Déf.  Un  angle  au  centre  est 
celui  B  formé  par  deux  rayons  AB,  BC. 
On  dit  aussi  l'angle  appuyé  sur  l'arc 
AC,  ou  sous-tendu  par  la  corde  ou  l'arc 
AC,  que  cet  angle  soit  au  centre  B  ou  à 
la  circonférence  D.  A' 
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(200)  Déf.  La  distance  d'une 
^^orde  CD  au  centre  d'un  cercle,  est 
la  perpendiculaire  EG  menée  du 
centre  sur  cette  corde. 

(201)  Cor.  Deux  cordes  CD,  AB 
sont  également  éloignées  du  centre, 
lorsque  les  perpendiculaires  EG,  EF 
sont  égales;  et  la  corde  AB  sur  laquelle  tombe  la  pius 
petite  perpendiculaire  EF,  est  moins  éloignée  du  centre 
que  la  corde  CD. 

(202;  Déf.  Une  zone  de  cercle  est 
la  partie  ABFD  ou  DGHF  d'un  cercle 
comprise  entre  deux  cordes  parallèles 
AB,  DF  ou  GH,  DF.  On  la  dit  cen- 
trale, AF,  lorsqu'elle  comprend  le 
centre  C  du  cercle  ;  et  latérale,  DH, 
lorsque  les  cordes  qui  la  comprennent 

sont  toutes  deux  du  même  côté   du  , ^     _. 

centre.      La  'surface  AEBL  comprise  entre  deux  arcs  de 
cercle  AEB,  ALB,  est  appelée  luniile. 

(203)  Déf.  Il  faut  entendre  par  figures  égales,  celles  qui 
sont  égales  en  toutes  choses;  ainsi,  deux  figures  seront 
égales  si  tous  les  angles  et  côtés  de  l'une  sont  égaux  aux 
angles  et  côtés  correspondants  de  l'autre  ;  car  si  l'on  super- 
posait ces  figures  l'une  à  l'autra,  il  est  clair  que  les  côtés  et 
angles  de  l'une  tomberaient  sur  les  côtés  et  angles  corres- 
pondants de  l'autre,  et  que  ces  figures  se  confondraient  ; 
c.-à-d.,  couvriraient  ou  rempliraient  exactement  le  inême 
espace,  et  seraient  en  conséquence  égales  (85  Ax). 

Pour  que  deux  cercles  soient  égaux,  il  suffit  évidemment 
que  leurs  rayons  soient  égaux  ;  car,  par  superposition,  il  est 
clair  que  faisant  coincider  les  centres  des  deux  cercles,  leurs 
circonférences  tomberaient  l'une  sur  l'autre,  à  cause  des 
distances  égales  du  centre  commun  aux  circonférences  de 
chacun  des  cercles. 
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(204)  Déf.  Les  figures  équivalentes  sont  celles  de  même 
aire  ou  superficie;  un  triangle,  par  exemple,  sera  équivalent 
à  un  parallélogramme,  si  le  contenu  superficiel  de  l'un  est 
égal  à  celui  de  l'autre,  ou  s'ils  contiennent  tous  deux  un 
même  nombre  d'unités  de  mesure. 

De  même,  pairmii  les  solides,  une  pyramide,  par  exemple, 
sera  équivalente  à  un  prisme  ou  autre  solide,  si  le  contenu 
cubique  de  l'un  est  égal  à  celui  de  l'autre,  ou  s'ils  con- 
tiennent chacun  un  nombre  égal  d'unités  de  mesure;  ces 
unités  de  mesure  étant  toujours  de  même  espèce  que  les 
quantités  à  mesurer  ou  à  estimer,  comme  nous  l'avons  déjà 
vu  au  par.  (24);  c.-à-d.,  superficielles,  quand  il  s'agit  dû 
surfaces,  et  cubiques  quand  il  s'agit  de  solides. 

Remarquons  ici  que  lorsque  dans  la  suite  il  s'agira  de 
figures  équivalentes,  et  que  dans  les  démonstrations  ou  solu- 
tions des  propositions,  l'on  fera  usage  du  mot  égal  ou  du 
signe  =,  ce  sera  dans  le  double  but  d'éviter  le  trop  fréquent 
emploi  du  mot  équivalent,  et  de  tirer  plus  directement  des 
axiomes  les  conclusions  dont  on  aura  besoin.  Il  est  clair 
alors  que  le  mot  égal  et  le  signe  =  ainsi  employés  signifie- 
ront chacun,  égal  en  surfkoe. 

(205)  Déf.  Les  triangles  0 
semblables  sont  ceux  qui  ont 
les  trois  angles  de  l'un  égaux 
aux  trois  angles  de  l'autre. 
Ainsi  le  triangle  abc  est  sembla- 
ble è  celui  ABC  parce  qu'ils  ont  les  angles  a=A,  6==B, 
c=G. 

Ou  appelle  homologues  les  angles  égaux  A,  a;  B,  6  ;  Ç,  c 
et  les  côtés  AB,  ab  ;  AC,  ac  ;  BC,  bc  opposés  aux  angles 
égaux,  ou  qui  comprennent  les  angles  égaux. 

(206)  Sco.  Si  deux  triangles  semblables  sont  disposés 
de  manière  à  ce  que  leurs  angles  homologues  soient 
tournés  du  même  côté  de  l'espace,  et  qu'im  côté  de  Fun 
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soit  parallèle  à  un  oôté  de  l'autre  ;  les  autres  côtés  du 
premier  seront  parallèles  aux  autres  côtés  du  second. 

La  même  chose  est  vraie  si  un  côté  d'un  des  triangles  est  sur  la 
même  ligne  droite  que  le  côté  correspondant  de  l'autre  (146). 

La  vérité  de  ces  énoncés  résulte  directement  des  défini- 
tions de  lignes  parallèles  et  angles  correspondants  ;  puisque 
tout  ce  qu'on  pourrait  supposer  contraire  à  ce  qui  est  énoncé 
dans  cette  sco.  serait  contraire  à  ces  défs. 

(207)  Déf.  Les  fi- 
gures semblales  de 

plus  do  trois  côtés 
sont  celles  BD,  bd  ou. 
rH,//iqui  sont  com- 
posés d'un  même 
nombre  de  triangles 
semblables  ABC, 
abc  ou  FOG,  fog 
situés  d'une  manière 
correspondante  dans 
chaque  figure. 

Rem.  L'on  verra 
plus  tard  ce  qu'il  faut 
entendre  par  solides 
semblables. 

(208)  Sco.  1.  En  général,  on  appellera  lignes  homolo- 
gues toutes  celles  qui  se  correspondent  dans  les  figures  sem- 
blables. Al  isi,  dans  deux  triangles  semblables  KOH,  kohy 
les  hauteurs  (179)  ON,  ow,  et  bases  (182)  KH,  kh  seront  re- 
gardées comme  lignes  homologues,  tout  aussi  bien  que  les 
côtés  de  ces  figures  (205);  et  dans  les  figures  semblables 
BD,  bdf  de  plus  de  trois  côtés,  les  diagonales  ou  diamètres 
correspondants  AC,  ac  et  EC,  ec  porteront  aussi  le  nom 
d'homologues,  de  même  que  les  côtés  correspondants  AB, 
ab  et  BO,  6c,  etc.,  de  ces  figures. 

Dans  les  cercles,  les  lignes  homologues  seront  évidem- 
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ment  les  diamètres,  les  rayons,  et  les  cordes  qui  sous-tendent 
des  angles  égaux  ou  des  urcs  égaux. 

Dans  les  polygones  réguliers  et  semblables  ¥U.,fhy  on 
appellera  lignes  homologues,  les  rayons  droits  ON,  oUy  et 
obliques  OK,  ok;  les  diamètres  NE,  nr  des  cercles  inscrits 
et  ceux  PF,  pf  des  cercles  circonscrits,  ainsi  que  les  rayons 
de  ces  mêmes  cercles. 

(209)  Soc.  2.  Il  est  clair  que  deux  figures  semblables  à  une 
troisième  sont  semblables  entre  elles  ;  puisque  c'est  l'éga- 
lité des  angles  qui,  d'après  la  déf.  les  rend  semblables  ;  et 
que  (68  Ax.)  deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont 
égales  entre  elles. 

(210)  Soo.  3.  D'après  la  déf.  des  figures  égales  (203),  ces 
figures  sont  toi\jours  semblables  ;  tandis  que  les  figures 
semblables  peuvent  être  très  inégales. 

(211)  Déf  Dans  deux 
cercles  différents,  on  ap- 
pelle arcs,  secteurs  et 
segments  semblables, 
ceux  qui  correspondent 
à  des  angles  égaux  au 
centre. 

Par  exemple,  si  l'angle  cod=COT>,  Tare  cd  est  semblable 
à  l'arc  CD  ;  le  secteur  dco  a  celui  DCO  ;  et  si  l'angle  aob= 
AOB,  le  segment  eba  sera  semblable  à  celui  EBA. 

(212)  Déf.  Deux  côtés  C 
d'une  figure  sont  dites  ré- 
ciproquement proportion- 
nels à  deux  côtés  d'ime 
autre  figure  lorsque  un  des  ^• 
côtés  de  la  première  est  à  un 
des  côtés  de  la  seconde,  comme  l'autre  côté  de  la  seconde  à 
l'autre  côte  de  la  première;  c.à-d.,  AC,  CB  sont  réciproque- 
ment proportionnels  à  DF,  FE,  si  AC  :  DF  :  :  EF  ;  BC  ou  si 
DF:BC::AC:EF. 
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(213)  Déf.  On  dit  qu'une  ligne  droite  est  ooixpée  en 
moyenne  et  extrême  raison,  lorsque  le  tout  est  au  phm 
grand  segment,  comme  le  plus  grand  segment  au  plus  petit. 

(514)  Déf.  En  géométrie,  le  produit  de  deux  lignes  veut 
dire  la  même  chose  que  leur  rectangle  ;  et  l'on  fait  usuge  de 
cette  expression  en  arithmétique  et  en  algèbre,  ofi  elle  sert  à 
désigner  le  produit  de  deux  quantités  ou  nombres  inégaux  ; 
le  mot  carré  servant  à  désigner  le  produit  d'une  quantité 
multipliée  par  elle-même  (85  et  40). 

(215)  Soo.  Les  carrés  arith-  i 1        l        l  H 

raétiques  de  1,  2,  3,  etc.,  sont  1, 
4,  9,  etc.  De  même  aussi  il  est 
clair  que  le  carré  AC  décrit 
8ur  le  double  AB  d'une  ligne 
AE  est  égal  à  quatre  fbis  le 
carré  AF  décrit  sur  cette  li- 
gne AE  ;  et  que  celui  GH,  décrit  sur  le  triple  d'une  ligne, 
est  égal  à  neuf  ibis  le  carré  décrit  sur  cette  ligne.  Il  n'est 
pas  moins  évident  que  le  carré  décrit  sur  la  moitié  d'une 
ligne  est  égal  au  quart  du  carré  décrit  sur  cette  ligne  ; 
et  celui  décrit  sur  le  tiers  d'ime  ligne,  à  la  neuvième 
partie  du  carré  décrit  sur  cette  ligne. 

(216)  Béf.  Tout  parallélogramme  rectan- 
gulaire ou  rectangle  est  dit  contenu  par 
deux  quelconques  des  lignes  ou  côtés  qui 
comprennent  l'un  des  angles  droits.  Ainsi 
le  parallélogr.  rectangulaire  AO  est  appelé 
le  rectangle  contenu  par  AD,  DO  ou  par  AD,  AB,  etc.  Pour 
abréger,  au  lieu  de  dire  le  rectangle  contenu  par  AD  et  DC, 
on  dira  simplement  le  rectangle  AD.DC,  mettant  un  point 
entre  les  deux  côtés  du  rectangle. 
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PROBLÈMES  DONT  LA  SOLUTION  EST  ÉVIDENTE.  (8) 


(!217)  D'un  point  quelconque  on  peut  mener  une  ligne 
droite  à  un  autre  point  quelconque. 

(218)  Une  ligne  droite  peut  être  prolongée  à  une  dis- 
tance quelconque  en  ligne  droite. 

(219)  On  peut  décrire  un  cercle  d'un  point  quelconque, 
pris  comme  centre,  à  une  distance  quelconque  de  ce 
centre,  c'est-à-dire,  avec  un  rayon  (188)  quelconque. 

(220)  D'un  point  donné  l'on  peut  mener  une  droite 
égale  à  une  droite  donnée. 

(221)  De  la  plus  grande  de  deux  lignes  droites,  on  peut 
retrancher  une  partie  égale  à  la  plus  petite. 
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(5222)  Faire  un  triangle  ABC  dont  les  côtés  soient 
égaux  à  trois  lignes  droites  données,  m,  n,  r;   pourvu 
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toi\jours  (161)  que  la  somme  de  deux  queloonques  de  ces 
lignes  soit  plus  grande  que  la  troisième. 

Prenant  pour  base 
AC,  une  quelconque 
r  des  trois  lignes  don- 
nées ;  dos  extrémités 
A,  C  do  cette  base, 
comme  centres,  avec  A 


m 


des  rayons  respectivement  égaux  aux  doux  autres  lignes 
m,  n,  décrivant  les  arcs  cd,  ab  ;  et  menant  du  point  d'inter- 
section B  des  deux  arcs,  aux  extrémités  de  la  base,  les  lignes 
BA,  BC  ;  le  problème  sera  résolu. 

En  effet,  tous  les  rayons  d'un  même  cercle  ou  arc  de  cercle 
étant  égaux  (189),  et  BA  étant  un  des  rayons  de  l'arc  ce?,  on 
aura  le  côté  AB  du  triangle  égal  à  la  ligne  m  (/tii  a  servi  de 
rayon  à  cet  arc  ;  pour  la  même  raison,  le  côté  CB  est  égal  à 
la  ligne  n  qui  a  servi  de  rayon  à  l'arc  ah  ;  et  le  troisième 
côté  AC  étant  par  hypothèse  égal  à  la  ligne  r,  les  trois 
côtés  du  triangle  ABC  sont  égaux  respectivement  aux  trois 
lignes  données  m,  w,  r. 

Il  est  clair  que  si  le  côté  AC,  par  exemple,  était  plus  grand 
que  la  somme  de  AB  et  CB,  ou  ce  qui  est  la  même  chose, 
si  la  ligne  donnée  r  était  plus  grande  que  la  somme  de  m  et 
71,  le  problème  serait  impossible,  puisque  dans  ce  cas  les 
arcs  ab  cd,  ne  s'intersecteraient  pas  ;  mais  la  solution  sera 
toujours  possible  lorsque  la  somme  de  deux  quelconques  des 
côtés  sera  plus  grande  que  le  troisième  côté. 

(223)  Soo.  1.  Si  les  trois  lignes  données  sont  égales,  le 
triangle  sera  équilatéral. 

(f224)  Soo.  2.  Si  deux  seulement  des  lignes  sont  égales, 
le  triangle  sera  isocèle. 
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(225)  Soo.  3.  PROB.  II  suit  de  cette 
prop.  que  pour  inscrire  dans  un  cercle 
donné  ACB  une  ligne  AB  égale  à  une 
ligne  donnée,  mais  (138)  n'excédant 
pas  en  longueur  le  diamètre  AC  du 
cercle  ;  il  n'y  a  qu'à  prendre  sur  la  cir- 
conférence donnée  un  point  quelconque 
A,  et  de  ce  point  comme  centre,  avec  un  rayon  AB,  égal  à  la 
ligne  donnée,  décrire  un  arc  ab  qui  coupera  le  cercle 
en  un  po'nt  B,  duquel  menant  BA,  cette  dernière  sera  égale 
à  la  ligne  donnée  et  inscrite  dans  le  cercle. 

{S.2.6)  Soo.  4.  PROB.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  n'étant 
que  trois  lignes  droites,  il  est  évident  que  cette  proposition 
équivaut  à  celle  de  fkire  im  triangle  dont  les  côtés  soient 
égaux  à  ceux  d'im  autre  triangle. 

(227)  Cor.  1.  Puisque  le  som- 
met B  du  triangle  ABC,  se 
trouve  à  l'intersection  des  cer- 
cles décrits  des  points  A,  C, 
comme  centres,  avec  les  rayons 
AB,  CB  ;  et  que  du  même  côté 
de  la  ligne  AC,  il  ne  peut  évi- 
demment y  avoir  qu'une  seule 

intersection  et  par  conséquent  un  seul  sommet  ;  il  est  de  là 
évident  que  sur  la  même  base  AC  et  du  même  côté  de 
cette  base,  on  ne  peut  avec  deux  côtés  donnés  AB,  CB, 
fbrmer  qu'im  seul  triangle  ABC. 

(5228)  Cor.  2.  Les  cercles  décrits  des  points  A,  C,  avec  les 
rayons  AB,  CB,  ont  deux  intersections,  l'une  B  d'un  côté  de 
la  ligne  AC  qui  joint  les  centres  des  deux  cercles,  et  l'autre 
D  du  côté  opposé  de  cette  ligne  ;  et  ils  ne  peuvent  en  avoir 
plus  de  deux  ;  d'où  il  suit  que  deux  cercles  ne  peuvent  se 
couper  en  plus  de  deux  points  différents,  dont  un  de 
chaque  côté  de  la  ligne  qui  joint  les  centres  des  deux 
cercles. 
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FROP.  II.  THÉOR. 

(2Î28)  Les  angles  m,  n,  à  la  base  d'un  triangle  isocèle 
ACB  sont  égaux  et  ceux  r,  s,  formés  par  la  base  AB  et 
les  QÔtés  égaux  CA,  CB  prolongés  sont  aussi  égaux. 

Supposons  que  l'angle  C,  au  sommet 
du  triangle,  soit  bissocté;  c.-à-d.  (15) 
divisé  en  deux  parties  égales  par  la 
ligne  CD  ;  ce  qui  donnera  l'angle 
ACD  égal  à  BCD  ;  et  que  le  triangle 
BCD  tourne  autour  de  la  ligne  CD  de 
manière  à  sa  reposer  sur  le  triangle 
ACD  ;  il  est  évident  que  le  côté  BC 
tombera  sur  son  égal  AC,  et  le  point  B  sur  le  point  A.  Dq 
plus,  le  point  B  tombant  sur  A,  le  côté  DB  tombera  sur  DA, 
à  cause  du  point  D  commun  à  ces  deux  côtés,  et  que  (111) 
d'un  point  à  un  autre  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  et 
même  ligne  droite.  Les  côtés  des  deux  triangles  tombant 
l'un  sur  l'autre,  donneront  l'angle  m=n;  c.-à-d.,  un  des  an- 
gles m  à  la  base  égal  à  l'autre  n. 

(230)  Les  angles  r,  5,  ou  BAE,  ABF,  de  l'autre  côté  de  la 
base,  sont  égaux,  parce  que  BF,  formant  partie  de  la  droite 
BC,  tombe  sur  AE  qui  forme  partie  de  la  droite  AC, 

D'ailleurs,  les  angles  m  et  r  pris  ensemble  valent  deux 
angles  droits,  et  ceux  r,  s  pris  ensemble  valent  aussi  deux  angles 
droits  (132)  ;  et  si  des  quantités  égales  m  +  r,  w  +  5,  on  re- 
tranche les  quantités  égales  m,  w,  les  restes  r,  s,  seront 
égaux  (77  Ax.)  ;  donc,  etc. 

(231)  Cor.  1.  De  là,  tout  triangle  équilatéral  est  aussi 
équiangle. 

(232)  Cor.  2.  De  là  encore,  la  ligne  CD  qui  bisseote  l'an- 
gle C  au  sommet  d'un  triangle  isocèle,  bisseote  aussi  la 
base  ou  le  côté  opposé  à  cet  angle. 
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(233)  Cor.  3.  Puisque  BD  tombe  sur  AD,  les  angles  BDC, 
ADC  formés  par  la  bissectrice  CD  sont  égaux  ;  et  il  suit  de 
ce  théor.  que  la  lig^ne  qui  bisseote  l'angle  au  sommet  d'un 
txlangi    isocèle  est  perpendiculaire  à.  la  base  (218). 

(23-xy  Cor.  4.  La  ligne  qui  bissecte  l'un  quelconque  des 
angles  d'un  triangle  équilatéral,  bissecte  aussi  le  côté  op- 
posé à  cet  angle  et  lui  est  perpendiculaire. 

(235)  Cor.  5.  Il  suit  encore  du  théor.  qu'ime  ligne  menée 
du  sommet  d'im  triangle  isocèle,  perpendiculaire  à  la 
base,  bissecte  la  base. 

(236)  Cor.  8.  Il  suit  de  même  que  dans  un  triangle  iso- 
oèle,  la  ligne  qui  joint  le  sommet  au  point  milieu  de  la 
base,  bisseote  l'angle  opposé  à  la  base  et  est  perpendicu- 
laire à  nette  base. 

(237)  Cor.  7.  Puisque  les  triangles  BOD,  ACD,  consi- 
dérés séparément,  ont  deux  côtés  CB,  CD  et  l'angle  inclus 
DCB  de  l'un  égaux  aux  côté  CA,  CD  et  à  l'angle  correspon- 
dant DCA  de  l'autre  ;  il  s'en  suit  que  si  deux  triangles  ont 
deux  côtés  et  l'angle  inclus  de  l'un,  respectivement 
égaux  à  deux  côtés  et  à  l'angle  inclus  de  l'autre  ;  ces  deux 
triangles  sont  égaux  en  toutes  choses. 

(238)  Cor.  8.  Si  deux  triangles  BCD,  ACD,  considérés 
séparément,  ont  un  côté  CD  et  les  angles  a^aoents  DCB, 
CDB,  de  l'uin  respectivement  égaux  au  côté  correspon- 
dant DC  et  aux  angles  a^acents  OC  A,  CD  A  de  l'autr*';  ; 
ces  deux  triangles  sont  égaux  en  toutes  choses  ;  car  la 
même  superposition  des  deux  triangles  fera  tomber  le  côté  CB 
sur  CA  et  celui  DB  sur  DA,  à  cause  des  angles  égaux  en  D  et 
C.  Le  point  B  tombera  donc  nécessairement  sur  A  et  fera 
BC=-AC,  DB==DA  et  l'angle  DAC--DBC  ;  donc,  etc. 

(239)  Cor.  9.  Si  deux  triangles  (voytz  la  fig.  sur  la  page 
suivante,)  DGC,  DHC,  considérés  séparément,  ont  les  trois 
côtés  de  l'un  respectivement  égaux  aux  trois  côtés  de 
l'autre  ;  ces  deux  triangles  sont  égaux  en  toutes  choses. 

En  elfet,  faisant  coïncider  les  deux  triangles,  comme  dans 
la  fig.  par  un  de  leurs  côtés  égaux  DC,  et  menant  HG,  le 
triangle  HCG  sera  isocèle,  à  cause  des  côtés  égaux  HC,  QC, 
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et  Tangle  CQH  à  la  base  sera  par  ce 

théor.  égal  à  l'angle  CHG.     Mais  à 

cause  de  DG=DH  parhyp.,  le  triangle 

GDH  sera  aussi  isocèle  et  donnera 

l'angle   HGD  à  la  base  =  GHD,   et 

puisque  si  à  des  quantités  égales  on 

ajoute  des  quantités  égales  les  touts 

seront  égaux  (76  Ax.),   on  aura  la 

somme  des  deux  angles  en  H  égale  à  celle  des  deux  angles 

en  G  ;  c.-à-d.,  l'angle  CHD  sera  égal  à  celui  CGD. 

En  faisant  successivement  coïncider  les  autres  côtés  égaux 
CG,  CH  et  DG,  DH,  l'on  prouverait  de  même  que  les  autres 
angles  sont  respectivement  égaux  l'un  à  l'autre  ;  donc,  etc. 

(240)  Soo.  1.  PROB.  I'  suit  du  dernier  cor.  que  pour  bis- 
seoter  un  angle  queloonqne  ACB,  il  n'y  a  qu'à  prendre  sur 
les  côtés  indéfinis  qui  contiennent  cet  angle,  des  longueurs 
égales  CH,  CG,  joindre  HG,  sur  HG  faire  un  triangle  équi- 
latéral  ou  isocèle  (222)  HDG  et  joindre  CD  qui  résoudra  le 
prob. 

Car,  les  trois  côtés  CD,  CG  et  DG  du  triangle  DCG  seront 
par  cette  construction  égaux  aux  trois  côtés  CD,  CH  et  DH 
du  triangle  DCH,  ce  qui  (239)  rend  leurs  angles  égaux  et 
fait  que  l'angle  DCG=DCH  ;  c.-à-d.  que  l'angle  HCG  ou 
ACB  est  bissecté  par  la  ligne  CD. 

(5241)  Soo.  2.  PROB.  En  répétant  l'opération,  chacune 
des  moitiés  DCE,  DCF  pourrait  être  divisée  en  deux  parties 
égales  ;  de  là  il  est  évident  que  par  des  divisions  successives 
un  angle  donné  peut  être  partagé  en  2,  4,  8, 16,  eto.,  par> 
ties  égales. 

(242)  Soo.  3.  PROB.  Il  suit  encore  de  ce  tbéor.  que  pour 
fkire  er  un  point  donné  C  sur  une  ligne  CD  un  angle  ACD 
égal  à  un  angle  donné  BCD  ;  après  avoir  pris  sur  les  côtés 
indéfinis  de  l'angle  donné  des  longueurs  quelconques  CD, 
CG,  et  avoir  joint  DG,  il  n'y  a  qu'à  prendre  sur  CD  une 
longueur  égale  à  celle  que  l'on  a  prise  sur  le  côté  corres- 
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pondant  CD  de  l'angle  donné,  et  sur  CD,  avec  des  longueurs 
égales  à  CG,  DG,  faire  le  triangle  DCH  qui  sera  égal  au 
triangle  DCG  (SX26)  et  donnera  l'angle  voulu  ACD  égal  à 
l'angle  donné  BCD. 

(243)  Soc.  4.  PROB.  On  tire  aisément  du  dernier  cor.  la 
manière  de  fkire  un  triangle  DCH  lorsque  deux  côtés 
ne,  DC  et  l'angle  inclus  HCD  en  sont  donnés;  puisque, 
sur  un,  CD,  des  côtés  donnés,  il  n'y  a  qu'à  faire  d'abord  un 
angle  ACD  égal  à  l'angle  donné,  sur  l'autre  côté  CA  de 
l'angle  qu'on  vient  de  faire,  porter  une  longueur  CH  égale  à 
l'autre  côté  donné  et  joindre  les  extrémités  H,  D  des  deux 
côtés  qui  comprennent  l'angle  ainsi  fait. 

(244)  Soo.  5.  PROB.  Puisque  (232)  la 
ligue  CD  qui  bissecte  l'angle  C  au  som- 
met d'un  triangle  isocèle,  bissecte  en 
même  temps  la  base  ;  il  s'en  suit  claire- 
ment que  pour  bissecter  une  ligne 
quelconque  AB,  il  n'y  a  qu'à  faire  sur 
cette  ligne  un  triangle  isocèle  ou  équila- 
téral  ACB  (222)  et  bissecter  (240)  l'angle 
0  opposé  à  la  base  par  la  ligne  CD  qui  partagera  la  ligne 
donnée  en  deux  parties  égales. 

(245)  Sco  6.  PROB.  Par  le  cor.  6  de  cette  prop.,  la  ligne 
qui  joint  le  sommet  d'un  triangle  isocèle  au  point  milieu  de 
sa  base,  est  perpendiculaire  à  cette  base  ;  d'où  il  suit  que 
pour  mener  une  perpendiculaire  CD  à  une  ligne  donnée 
AB,  en  un  point  donné  D  de  cette  ligne,  il  suffit  de  prendre 
de  chaque  côté  du  point  D  des  distances  égales  DA,  DB,  sur 
AB  faire  un  triangle  équilatéral  ou  isocèle  ACB,  et  mener 
CD  qui  sera  la  perpendiculaire  demandée. 

(246)  Sco.  7.  PROB.  Il  suit 
aussi  de  cette  prop.  que  pour  me- 
ner une  perpendiculaire  CD  à 
ime  ligne  AB  par  un  point  donné 
C  hors  de  cette  ligne;  il  faut, 
avec  un  rayon  quelconque  CB  plus 
grand  que  CD,  décrire  un  arc  de 
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cercle  abc  coupant  la  ligne  indéfinie  AB  aux  pointa  A,  B, 
ioindre  CA,  CB  et  bissecter  l'angle  ACB  par  la  ligne  CD 
qui  sera  la  perpendiculaire  requise. 

En  effet,  CA,  CB  étant  rayons  d'un  même  cercle,  sont 
égaux,  et  le  triangle  ACB  est  en  conséquence  isocèle. 

(247)  Soo.  8.  PROB.  Si  le  point  D  dans  la  ligne  AB 
était  à  l'extrémité  de  cette  ligne,  ou  si  le  point  C  hors 
de  cette  ligne  était  tel  que  la  perpendiculaire  dût  tomber 
au  delà  de  la  ligne  :  il  est  évident  qu'il  n'y  aurait  qu'à  pro- 
longer d'abord  la  ligne  et  à  procéder  ensuite  comme  ci- 
dessus. 
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(248)  Si  deux  angles  BAC,  BCA  d'un  triangle  ABC 
sont  égaux,  les  côtés  BC,  BA  qui  sous-tendent  ces  angles 
ou  qui  leur  sont  opposés,  sont  aussi  égaux. 

Du  point  B  menez  BD  perpen- 
diculaire à  AC  (246),  ce  qui  donnera 
l'angle  BCD  =  BDA.  Supposez 
maintenant  que  le  triangle  BD  C 
tourne  autour  de  la  ligne  BD  de  ma-  // 
nière  à  s'appliquer  sur  le  triangle  /::'„... 
BDA  ;  l'angle  BDC  étant  par  cons-  ^  A  E  D 
truction  égal  à  celui  BDA,  le  côté  DC  tombera  sur  DA,  le 
point  C  sur  le  point  A  et  le  côté  BC  sur  le  côté  BA  ;  car  si 
le  point  C  ne  tombe  pas  sur  le  point  A,  il  tombera  en  deçà 
ou  au  delà  de  ce  point,  soit  en  E  ou  F,  et  la  ligne  BC  tom- 
bera en  BE  ou  BF. 

Dans  chacun  de  ces  cas  les  lignes  BE,  BF  ont  une  incli- 
naison sur  AC  ou  AC  prolongée  différente  de  celle  de  la 
ligne  BA.  et  les  angles  BEC,  BFC  sont  en  conséquence  (123) 
inégaux  à  l'angle  A  ;  car,  ayant  mené  FH,  EG  parallèles  à 
AB,  on  a  l'angle  BFC  plus  petit  que  HFC  ou  que  son  égal 
BAC,  et  l'angle  BEC  plus  grand  que  GEC  ou  que  Son  égal 
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BAC  ;  lea  angles  HFC,  GEC  étant  à  cause  des  parallèles 
FH,  EG,  égaux  l'un  à  l'autre  et  à  l'angle  BAC. 

Mais  si  tout  autre  point  que  A  donne  un  angle  inégal  à 
l'angle  C,  et  puisque  par  hyp.  l'angle  BAC=BCA  ;  il  eu 
résulte  que  le  point  C  tombera  sur  A  et  le  côté  BC  sur  le 
côté  BA  ;  et'  par  suite  que  les  côtés  BC,  B  A  sont  égaux  ; 
donc,  etc. 

(249)  Cor.  Tout  triangle  équlangle  est  donc  aussi 
équilatéral. 

PEOP.  IV.  THÉOR. 

(250)  La  somme  A-f-B+C  des  trois  angles  d'un  trian- 
gle quelconque  ABC  vaut  deux  angles  droits. 

Ayant  prolongé  AC  indéfi- 
niment jusqu'en  D,  et  fait 
l'angle  ECl)  égal  à  BAC,  la 
ligne  CE  sera  parallèle  au 
côté  AB  du  triangle  (154). 
Les  angles  ABC,  ECB  seront 
donc  alternes  et  égaux  (153), 
et  l'angle  ACB  qui  avec  les  angles  BCE,  ECD  vaut  deux 
angles  droits,  formera  aussi  deux  angles  droits  avec  les  an- 
gles A  et  B  qui  leur  sont  égaux  ;  donc,  etc. 

(251)  Cor.  1.  L'angle  extérieur  BCD  d'un  triangle  quel- 
conque ABC  vaut  les  deux  angles  intérieurs  et  opposés 
A,  B  du  triangle,  et  est  par  conséquent  plus  grand  que 
l'un  de  ces  angles  pris  séparément. 

(252)  Cor.  2.  La  somme  de  deux  angles  quelconques 
d'un  triangle  vaut  moins  que  deux  a  jles  droits.  Il  est 
clair  que  ceci  résulte  directement  du  théor. 

(253)  Sco.  1.  PROB.  De  l'égalité  des  angles  ECD,  BAD, 
il  résulte  que  EC  est  parallèle  à  BA  ei  par  suite  que  pour 
mener  par  un  point  quelconque  C  une  ligne  CE  parallèle 
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à  une  autre  ligne  AB,  il  n'y  a  qu'à  joindre  le  point  donné 
à  la  ligne  donnée  par  une  ligne  quelconque  CB  ou  CA  et 
faire  au  point  C  l'angle  BCE=CBA  ou  ECD=BAD  suivant 
le  cas. 

(254)  Soc.  2.  Il  suit  du  cor.  2,  que  si  du  même  côté 
d'une  ligne,  deux  autres  lignes  fbnt  avec  la  première 
des  angles  dont  la  somme  soit  moindre  que  deux  angles 
droits  ;  ces  deux  lignes  étant  prolongées  se  rencontreront. 

(2ry5)  Cor.  3.  lia  somme  des  angles 
intérieurs  d'iuie  figiire  rectiligne 
quelconque  ABCDE,  vaut  autant 
de  fois  deux  angles  droits  que  la 
figure  a  de  côtés,  moins  quatre 
angles  droits. 

Prenant  dans  le  polygone  convexe  AO  un  point  quelcon- 
que F,  et  menant  les  lignes  FA,  FB,  FC,  etc.,  aux  angles  de 
la  fig.,  il  est  évident  que  l'on  obtient  autant  de  triangles 
que  la  fig.  a  de  côtés.  Or  la  somme  des  angles  de  chacun  de 
ces  triangles  vaut  deux  angles  droits  ;  mais  tous  les 
angles  autour  du  point  F  valent  ensemble  quatre  angles 
droits  (140)  et  ne  formant  pas  partie  de  ceux  A,  B,  C,  etc. 
de  la  fig.  sont  à  déduire  de  la  somme  des  angles  du  poly- 
gone ;  donc,  etc. 

(256)  Sco.  3.  Cette  propriété  des 
figures  rectilignes  se  prouve  à  peu 
près  de  la  même  manière,  en  les 
divisant  en  triangles  par  des  lignes 
menées  d'un  angle  à  l'autre  de  la  fig.; 
et  c'est  quelquefois  ce  qu'il  faut  né- 
cessairement faire  ;  car  lorsqu'il  s'agit 
de  polygones  concaves  comme  celui  ABCDEFG,  c.-à-d.,  à 
angles  rentrants  ABC,  FED,  il  peut  se  rencontrer  des  cas 
où  il  soit  impossible  de  trouver  un  point  intérieur  tel  que  de  ce 
point  l'on  puisse  mener  des  lignes  à  tous  les  angles  de  la  fig. 
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Dans  ce  cas,  la  division  indiquée  donnera  toujours  autant  de 
triangles  que  de  côtés,  moins  deux  ;  et  en  conséquence  la 
somme  de  tous  les  angles  intérieurs  d'im  polygone  quel- 
conque vaut  autant  de  fbis  deux  angles  droits  qu'il  y  a 
de  côtés  moins  deux  dans  le  polygone. 

(257)  Sco.  4.  Rien  n'empêche  de  considérer  les  angles  in- 
térieurs B,  E,  du  polygone  concave  AD  comme  étant  chacun 
plus  grand  que  deux  angles  droits. 

(258)  Cor.  4.  Tous  les  angles 
extérieurs  a,  6,  c,  d^  e,  d'uin  poly- 
gone quelconque  dont  les  côtés 
sont  prolongés  dans  la  même 
direction,  valent  ensemble 
quatre  angles  droits. 

Puisque  chaque  angle  intérieur 
A  avec  son  angle  extérieur  a  vaut 
deux  angles  droits  ;  il  suit  de  là  et 
du  cor.  3  de  cette  prop.  que  tous  les  angles  intérieurs  avec 
tous  les  angles  extérieurs  de  la  fig.  valent  ensemble  autant 
de  fois  deux  angles  droits  que  la  fig.  a  de  côtés  ;  c.-à-d.,  par 
le  cor.  3,  ces  angles  valent  ensemble  tous  les  angles 
intérieurs  de  la  fig.  plus  quatre  angles  droits  ;  donc  tous  les 
angles  ext.  valent  quatre  angles  droits. 

(259)  Sco.  5.  PROB.  E- 
tant  donné  deux  angles  A, 
B  d'un  triangle  quelconque 
ABC  ou  seulement  leur 
somme  A+B,  trouver  le 
ûroisième  angle  G  du  tri- 
angle. 

Cet  angle  se  trouvera  évidemment  en  retranchant  de  deux 
angles  droits  la  somme  des  deux  angles  donnés  ;  et  pour 
cela  il  n'y  a  qu'à  faire  en  un  point  quelconque  C  de  la  ligne 
droite  AD  l'angle  ECD=A  et  ECB=B  ou  BCD=A+B,  ce 
qui  laissera  l'angle  BCA  égal  au  troisième  angle  du  triangle. 
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(260)  Cor.  5.  Si  deux  angles  d'un  triangle  sont  égaux 
à  deux  angles  d'iui  autre  triangle  ;  les  autres  angles  de 
ces  triangles  seront  égaux,  et  les  deux  triangles  seront 
mutuellement  équiangles. 

(261)  Cor.  6.  Dans  un  triangle  quelconque  il  ne  peut  y 
avoir  qu'un  seul  angle  droit  ;  car  s'il  y  en  avait  deux,  le 
troisième  serait  égal  à  zéro.  A  plus  fbrte  raison  un  tri- 
angle ne  peut-il  avoir  plus  qu'iui  angle  obtus. 

(262)  Cor.  7.  Dans  tout  triangle  rectangle,  la  somme 
des  deux  angles  aigus  vaut  un  angle  droit.  • 

(263)  Puisque  (249)  tout  triangle  équilatéral  est  aussi  équi- 
angle  ;  chacun  de  ses  angles  sera  égal  au  tiers  de  deux  angles 
droits,  ou  aux  deux  tiers  (|)  d'un  angle  droit. 

(264)  Sco.  6.  Il  suit  aussi  du  cor.  3,  que  chacun  des  an- 
gles d'un  quadrilatère  équiangle  vaut  un  angle  droit  ;  chacun 
des  angles  d'un  pentagone  équiangle,  les  |  d'un  angle  droit; 
chacun  des  angles  d'un  hexagone  équiangle  ^  d'un  angle 
droit,  et  ainsi  de  suite. 

(265)  Sco„  7.  On  a  vu  (238) 
que  si  deux  triangles  ont  un 
côté  et  les  angles  adjacents  de 
l'un  égaux  à  un  côté  et  aux 

angles  adjacents  de  l'autre,  ces 

triangles  sont  égaux  en  toutes     A  CD  F 

choses,  et  l'on  vient  de  voir  (260)  que  si  deux  angles  d'un 
triangle  sont  égaux  à  deux  angles  d'un  autre  triangle,  les 
autres  angles  de  ces  triangles  sont  égaux  ;  d'où  il  suit  que 
si  deux  triangles  ABC,  DEF  ont  deux  angles  A,  B  de  Tim 
égaux  à  deux  angles  E,  D  de  l'autre,  et  le  côté  BC  opposé^ 
à  l'un  de  ces  angles  égal  au  côté  correspondant  de  l'autre 
triangle  ;  les  autres  côtés  de  ces  triangles  seront  aussi 
respectivement  égaux. 

En  effet  l'angle  C  est  aussi  égal  à  l'angle  correspondant  F, 
et  en  se  servant  de  ces  angles  égaux,  la  preuve  devient  la 
même  que  celle  du  cas  cité  au  commencement  de  cette  sco.  ; 
donc,  etc. 
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(266)  Soo.  a  PROB.  Etant  donné  deux  angles  d'un 
triangle  et  \m  côté  adjacent  aux  deux  angles  ou  opposé 
à  l'un  d'eux,  construire  le  triangle. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'à  faire  à 
chaque  extrémité  du  côté  donné,  un  angle  égal  à  l'un  des 
angles  donnés,  et  dans  le  second  cas,  retrancher  (259)  d'abord 
<le  deux  angles  droits  la  somme  des  deux  angles  donnés 
pour  avoir  le  troisième  angle,  et  procéder  ensuite  comme 
dans  le  premier  cas. 
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PROP.  V.  THÈOR. 

(267)  Dans  tout  triangle  ABC  le  pliis  grand  côté  AB 
est  opposé  au  plus  grand  angle  ACB,  et  réciproquement 
le  plus  grand  angle  est  opposé  au  plus  grand  côté. 

Soit  l'angle  DCB=ABC,  l'on  aura  ^ 
DC=DB  ;  car  si  deux  angles  d'un  tri- 
angle sont  égaux,  les  côtés  opposés  à 
CCS  angles  sont  aussi  égaux  (248).  Donc 
CDH-DA=BD-i-DA=BA  ;  mais  CD+ 
DA>AC  ;  parce  que  la  somme  de 
deux  côtés  quelconques  d'un  triangle  ^ 
est  plus  grande  que  le  troisième  côté  ;  donc  aussi  BA>AC. 

En  second  lieu,  si  AB>AC,  il  est  à  démontrer  que  l'an- 
gle C  est  plus  grand  que  l'angle  B.  D'abord  l'angle  C  n'est 
pas  égal  à  B  ;  car  cela  donnerait  (248)  AC=AB,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse  ;  et  C  ne  peut  être  plus  petit  que  B  ;  car 
dans  ce  cas  B  serait  plus  grand  que  C  et  le  côté  AC>AB, 
ce  qui  est  encore  contre  l'hyp.  ;  donc  C  ; ,  nlus  grand  que 
B  ;  donc,  etc. 

En  d'autres  termes,  si  pei^dant  que  ^LB  est  plus  grand 
que  AC,  l'angle  C  pouvait  être  plus  petit  que  B,  il  arriverait 
dans  ce  cas  que  le  plus  petit  côté  AC  serait  opposé  au  plus 
grand  angle  B,  ce  qui  est  absurde,  puisque  par  le  théor. 
c'est  le  plus  grand  côté  qui  est  opposé  aux  plus  grand  angle. 
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(2i^  )  Si  d'un  point  intérieur  D  dans  un  triangle  AB(/ 
l'on  mène  des  lignes  DB,  DC  aux  extrémités  d'im  BO 
des  côtés,  leur  somme  sera  moindre  que  celle  des  deux 
autres  côtés  du  triangle  ;  mais  l'angle  BDC  inclus  par 
ces  lignes  sera  plus  grand  que  celui  compris  entre  les 
côtés  du  triangle. 

Prolongez  BD  jusqu'en  E,  et  parce  J^ 

qu'un  côté  BE  d'un  triangle  BAE  est 
plus  petit  que  la  somme  des  deux  au- 
tres côtés  BA,  AE,  la  somme  de  BE 
et  de  EC  sera  moindre  que  celle  de 
BA  et  de  AC  ;  pour  la  même  raison, 

dans  le  triangle    DEC,   l'on    a    DC    ^*^ ^C 

<DE+EO  ;  donc  aussi  BD+DC  est  moindre  que  BE+EC, 
et  à  plus  forte  raison  la  somme  do  BD,  DC  est-elle  plus  pe- 
tite que  celle  de  BA,  AC. 

Maintenant,  l'angle  ext.  BDC  étant  égal  (251)  à  la  somme 
des  angles  intérieurs  opposés  DEC,  DCE,  est  plus  grand  que 
l'un  BEC  de  ces  angles  pris  séparément;  pour  la  même 
raison  l'angle  ext.  BEC  est  plus  graud  que  l'angle  A,  et  à 
fortiori,  D  est  plus  grand  que  A;  donc,  etc. 
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(26a)  Si  deux  triangles  ABC,  DBC  ont  deux  côtés  AB, 
BC  de  l'un  égaux  à  deux  côtés  DB,  BC  de  l'autre,  mais 
l'angle  ABC  compris  par  les  deux  côtés  du  premier, 
plu»  grand  que  celiii  DBC  compris  par  les  deux  côtéa  de 
l'autre  ;  la  base  AC  de  celui  qui  aie  plus  grand  angle  sera 
pliis  grande  que  la  base  DC  de  l'autre  ;  et  réciproque- 
ment, de  deux  triangles  ABC,  DBC  ayant  les  côtés  de 
l'un  égaux  à  ceux  de  l'autre,  mais  la  base  AC  de  l'un 
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B/      f'iS-  1-        ^JS  Fi  g.  2.  pig.  3. 

Supposons  les  triangles  disposés  commo  dans  la-  fig.,  de 
manière  à  coïncider  par  un  BC  de  leurs  côtés  égaux,  et  de 
manière  aussi  que  celui  qui  a  le  plus  petit  angle  DBC,  soit 
compris  dans  celui  qui  a  le  plus  grand  angle  ABC.  Joignons 
AD,  et  à  cause  des  côtés  égaux  AB,  DB,  le  triangle  ABD 
est  isocèle. 

Si  ADC  (Fig.  2)  ne  forme  qu'une  seule  et  même  ligne 
droite,  c.-à-d.,  si  le  point  T>  tombe  sur  le  côté  AC,  il  est 
évident  que  le  plus  grand  côté  AC  est  opposé  au  plus  grand 
angle  ABC,  et.  réciproquement  que  le  plus  grand  angle 
ABC  est  opposé  au  plus  grand  côté  AC. 

Et  si  D  ne  tombe  pas  sur  AC,  il  tombera  soit  au-dessus 
ou  au-dessous  do  cette  ligne. 

Dans  le  premier  cas,  ayant  indéfiniment  prolongé  les 
côtés  égaux  BA,  BD  (Fig  1)  jusqu'en  E,  F,  on  aura,  à  cause 
du  triangle  isocèle  ABD,  l'angle  EAD=FDA  (229)  ;  mais 
EAD  est  plus  grand  que  CAD;  donc  aussi  FDA>CAD,  et 
à  fortiori  CDA>CAD;  or  le  plus  grand  côté  est  opposé  au 
plus  grand  angle  (Prop.  V)  ;  donc  AC  opposé  à  l'angle 
ADC  est  plus  grand  que  DC  opposé  à  l'angle  plus  petit 
CAD  ;  donc  aussi  AC  base  du  triangle  ABC  est  plus  grande 
que  DC  base  de  DBC. 

Dans  le  second  cas,  le  triangle  isocèle  ABD  (Fig.  3) 
donne  encore  les  angles  BAD,  BDA  à  la  base  égaux;  or 


WAr-... 


Fit' >'',.' 


fv. 

1  '  '  ■-,• 

('.,.-■ 

li     -V  "     ! 


mi 


es 


GÉOMÉTRIE. 


BAD>CAD  ;  donc  aussi  BDA>CAD  et  à  fortiori  CDA> 
CAD;  et  lo  plus  grand  côté  étant  opposé  au  plus  grand 
angle,  on  a  AC>CD. 

Réciproquement,  si  AC>DC,  l'angle  ABC  sera  plus 
grand  que  DBC.  En  eiFot,  si  ABC  n'est  pas  plus  grand  qri 
DBC,  il  est  ou  égal  à  DBC  ou  plus  petit  ;  mais  il  ne  peut 
être  égal  à  DBC,  car  alors  la  base  DC  serait  égale  à  celle 
AC,  puisque  (237)  si  deux  triangles  ont  deux  côtés  et  l'an- 
gle inclus  de  l'un  égaux  à  deux  côtés  et  à  l'angle  inclus  do 
l'autre,  les  bases  de  ces  triangles  sont  aussi  égales  ;  or,  par 
hyp.  DC<AC;  donc,  etc.  Et  ABC  n'est  pas  non  plus 
moindre  que  DBC  ;  car  alors,  par  le  theor.  AC  serait  plus 
petit  que  DC,  ce  qui  est  encore  contre  l'hyp.  ;  donc  ABC 
est  plus  grand  que  DBC  ;  donc,  etc. 

PBOP.  Vm.  THÉOB. 

(270)  Les  côtes  -VB,  CD  et  AC,  BD  et  les  angles  C,  B 
et  A,  D  opposés  ù'xm  parallélogramme  AD  sont  égaux  ; 
et  la  diagonale  CB  bisseote  le  parallélogramme,  c'est-à- 
dire,  le  partage  en  deux  triangles  égaux  ABC,  DBC. 

La  ligne  CB  avec  les  parallèles 
AB,  CD,  fait  les  angles  alternes 
m,  n  égaux  (153).  De  même  les 
alternes  r,  s  formés  par  la  droite 
CB  et  les  parallèles  BD,  AC, 
sont  aussi  égaux  ;  et  parce  que  si  deux  angles  m,  r  d'un 
triangle  sont  égaux  aux  deux  n,  s  d'un  autre  triangle,  ces 
triangles  ont  aussi  le  troisième  angle  égal  (260),  on  a  l'angle 
A=D.  Ces  deux  triangles  ABC,  DBC  ont  donc  tous  les 
angles  égaux  et  un  côté  CB  commun,  ce  qui  les  rend  égaux 
en  toutes  choses  ^iî38)  ;  donc,  AB=CD  et  AC=BD,  et  puis- 
que m=n  et  r=s  il  s'en  suit  que  7n+5=n+r,  c.-à-d.,  que 
B=C  :  donc,  etc. 

(271)  Cor.  1.  Parallèles  entre  parallèles  sont  égales. 
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(272)  Cor.  2.  De  là  l'cxactitudo  do  la  définition  do  lignos 
parallèles  (141);  caria  distaneo  entre  deux  parallèles  eut  la 
perpendiculaire  qui  les  unit  (142)  et  doux  peri)ondiculaires 
à  une  même  ligne  ou  à  deux  ligues  parallèles  sont  parallèles 
entre  elles  ;  d'oU  il  suit  que  deux  parallèles  sont  partout 
à  la  même  distance  l'une  de  l'autre. 

(273)  Oor.  3.  De  là  aussi,  la  somme  de  deux  angles  ad- 
jacents A,  C  bu  A,  B  d'un  parallélogramme  vaut  deux 
angles  droits. 

(274)  Cor.  4.  Si  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
sont  égaux  et  parallèles,  les  autres  côtés  seront  aussi 
égaux  et  parallèles,  et  le  quadrilatère  sera  un.  parallélo- 
gramme. 

(275)  Cor.  5.  Tout  quadrilatère  dont  les  côtés  opposés 
sont  égaux  a  ses  côtés  opposés  parallèles  et  est  en  con- 
séquence un  parallélogramme. 

Car,  ayant  mené  la  diagonale  CB,  on  aura  les  triangles 
ABC,  DBG  mutuellement  équilatères,  à  cause  de  AB=CD, 
AC=BD  et  CB  commun.  Les  angles  m,  n  seront  donc 
égaux,  ainsi  que  ceux  r,  5  ;  ce  qui  (154)  rend  parallèles  les 
côtés  AB,  CD  ainsi  que  ceux  AC,  BD. 

(276)  Cor.  6.  Un  losange  est  un  parallélogramme  ;  car 

il  a  tous  ses  côtés  égaux  (168  Déf.)  et  égaux  par  conséquent 
deux  à  deux,  c.-à-d.,  ses  côtés  opposés  égaux. 

(277)  Cor.  7.  Il  suit  encore  que  si  les  angles  opposés 
d'im  quadrilatère  sont  égaux,  les  côtés  opposés  sont 
aussi  égaux  et  parallèles  ;  car  tous  les  angles  de  la  fig. 
étant  ensemble  égaux  à  4  angles  droits  (255),  chaque  paire 
d'angles  adjacents  sera  égale  à  2  angles  droits,  ce  qui  fera 
(154)  que  les  côtés  opposés  seront  parallèles  et  par  consé- 
quent égaux  (271). 

(278)  Sco.  1.  PROB.  Puisque  si  l'un  des  angles  d'un  pa- 
rallélogramme est  droit,  les  autres  le  sont  aussi,  nécessaire- 
ment ;  il  suit  que  pour  fUre  un  carré  AC  sur  une  ligne 
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donnée  AB,  il  n'y  a  qu'à  fairo  à  l'une  A     D 
des  extrémités  de  la  ligne  donnée  un  an- 
gle droit  DAB,  sur  AD  porter  une  lon- 
gueur =AB  et  par  les  points  D,  B  mener 

DC,  BC  respectivement  parallèles  à  AB,     j^[ » 

AD. 

En  effet,  par  le  théor.,  AD,  BC  étant  parallèles,  on  aura 
DC=AB,  et  pour  une  raison  analogue  AD=BC  ;  mais 
AB— AD  par  eonstr.  ;  donc,  (68  Ax.j  BC=AB;  donc  tous 
les  côtés  du  rectangle  AO  sont  égaux  ;  donc,  AC  est  le 
carré  demandé. 

(279)  Soo.  2.  PROB.  Si  au  lieu  de  foire  AD---AB,  l'on 
faisait  ce  côté  inégal  à  AB,  il  est  évident  que  la  même  cons- 
truction donnerait  un  rectangle. 

(280)  Soo.  3.  PROB.  Si  A  était  uu  angle  quelconque  et 
que  AB,  AD  fussent  respectivement  égales  à  deux  lignes 
données,  il  est  évident  que  par  le  même  procédé  l'on  pour- 
rait construire  un  parallélogramme  ayant  un  angle  égal  à 
un  angle  donné  et  les  côtés  adjacents  égaux  j\  deux  lignes 
données, 

(281)  Cor.     8.  rp^^ __^g  a 

Puisque  par  la 
pr^\).  toutparallé- 
.  .^T.  est  divisible 
par  sa  diagonale  JL' 
en  deux  triangles  égaux;  il  s'en  suit  que  tout  triangle  abc 
peut  être  considéré  comme  moitié  d'un  parallélogramme 
correspondant  BD,  c'est-à-dire  ayant  ses  côtés  adja- 
cents AB,  BC  et  l'angle  compris  B  respectivement  égaux 
aux  côtés  adjacents  ab,  bc  et  à  l'angle  compris  h  du 
triangle. 

(282)  Cor.  9.  Si  deux  parallélogrammes  ont  un  angle 
de  l'un  égal  à  un  angle  de  l'autre,  les  autres  angles  des 
deux  parallélogrammes  seront  respectivement  égaux 
l'un  à  l'autre. 
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(283)  Cor.  10.  Les  diagonales 
AB,  CD  d'un  parallélogramme 
se  bissectent  mutuellement. 

En  efiet,  puisque  dans  les  trian- 
gles AEC,  DEB,  les  côtés  AC,  DB 
sont  égaux  par  la  prop.,  l'angle  ni  égal  à  son  alterne  n  et 
celui  r  à  son  alterne  s  ;  il  suit  (238)  que  CE=DE  et  que 
AE=BE  ;  donc,  etc. 

On  remarquera  aussi  que  lorsque  AB  est  un  rliombo  ou 
losange,  les  quat'cs  côtés  AC,  CB,  BD,  AD  sont  égaux 
(168).  Dans  ce  cas,  l'on  aura  dans  les  triangles  adjacents 
ACE,  BCE,  AC--CB,  AE=:EB  et  CE  commun;  ces  doMx 
triangles  auront  donc  tous  leurs  côtés  respectivement  égaux 
et  leurs  angles  homologues  aussi  égaux  ;  ce  qui  donnera 
l'angle  CEA=CEB  ;  c.àd ,  que  dans  un  losange  les  dia- 
gonales se  coupent  à  angles  droits. 

PBOP.  IX.   THÉOB. 

(284)  Les  parallélogrammes  CB,  AD  sur  même  base 
AB  et  entre  mêmes  parallèles  AB,  CD  sont  équivalents, 
c.-à-d.,  (204)  égaux  on  surface. 

Parce  que  CB  est  un 
parallélogr.,  on  a  CE 
=AB  ;  pour  la  même 
raison  FD=AB  ;  donc 
CE=FD  (68  Ax.) 
Maintenant  EF  étalât  A.  B  €r.  IL 

conunun  à  CF  et  à  DlC,  donne  CF-— DE.  Do  plus  les  pa- 
rallélogrs.  CB,  AD  donnent  CA=EB  et  FA=DB.  Les 
triangles  CAF,  EBD  sont  donc  égaux  (238),  puisque  tous 
leurs  côtés  sont  égaux,  savoir  :  CF  à  ED,  CA  à  EB  et  FA 
à  DB.  Enfin,  reiranchant  du  trapèze  CABD  les  triangles 
égaux  CAF,  EBD,  ou  obtient  le  reste  CB  égal  (204)  au 
reste  AD  ;  donc,  etc. 
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Autrement  :  des  triangles  égaux  CAF,  EBD,  retranchant 
la  partie  commune  ELF,  il  viendra  le  trapèze  CELA  égal  à 
celui  DFLB  (77  Ax.)  et  à  ces  trapèzes  égaux  ajoutant  le 
triangle  commun  ALB,  l'on  aura,  comme  auparavant,  le 
parallélogr.  CB  égal  à  celui  AD. 

(285)  Cor.  1.  Les  parallélogrammes  CB,  FK  sur  bases 
égales  AB,  GK  et  entre  mêmes  parallèles  AK,  CD  sont 
équivalents. 

Puisque  par  hyp.  AB=GK,  et  que  FK  est  un  parallélogr., 
FD=GK  ;  donc,  AB=FD  (68  Ax.)  et  ces  deux  lignes  sont 
parallèles,  puisqu'elles  formont  partie  des  parallèles  CD, 
AK;  or,  on  a  vu  (274)  que  lorsque  deux  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  sont  égaux  et  parallèles,  ce  quadrilatère  est  un 
parallélogr.  ;  donc,  AD  est  un  parallélogr.  Considérant 
maintenant  FD  comme  base  des  purellélogrs,  AD,  FK,  l'on 
prouverait  comme  on  vient  de  le  faire  par  la  prop.  que  FK 
est  égal  en  surface  à  AD  ;  mais  par  la  prop.,  CB  est  égal  en 
surface  à  AD,  et  deux  choses  égales  à  une  troisième  sont 
égales  entre  elles  (68  Ax.)  ;  donc,  CB  est  égal  en  surface, 
c.-à-d.,  équivalent  à  FK. 

(286)  Cor.  2.  Les  triangles  EAB,  DAB  sur  même  base 
AB  ou  EAB,  GFK  sur  bases  égales  AB,  CK  et  entre 
mêmes  parallèles  AK,  CD  sont  équivalents. 

En  effet,  ces  triangles  ne  sont  que  les  moitiés  de  parallé- 
logrs.  correspondants  (281)  CB,  AD  ou  CB,  FK  dont  on 
peut  prouver  par  ce  théor.  l'égalité  de  surface  ;  or  les  moitiés 
de  quantités  égales  sont  égales  (69  Ax.) 

(287)  Sco.  1.  Donc,  une  ligne  CD 
menée  du  sommet  C  d'un  triangle. 
ABC  au  milieu  D  de  sa  base  AB 
bissecte  le  triangle,  c'est-à-dire,  le 
partage  en  deux  triangles  équiva- 
lents ACD,  BCD. 

Car  ce  sont  deux  triangles  sur  bases  égales  AD,  DB,  et 
entre  même  parallèles  AB,  EF. 
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(288)  Soo.  2.  PROB.  Il  suit  que  pour  partager  un  tri- 
angle en  un  nombre  quelconque  de  parties  équivalentes 
ou  proportionnelles,  par  des  lignes  menées  du  sommet  à 
la  base  ;  il  n'y  a  qu'à  partager  la  base  en  le  nombre  requis  de 
parties  égales  (513)  ou  proportionnelles  (514)  et  mener  des 
lignes  du  sommet  aux  points  de  division. 

(289)  Cor.  3.  (Fig.  du  par.  284).  Si  un  parallélogramme 
CB  ou  FK  et  un  triangle  AD6  sont  sur  même  base  AB 
ou  sur  bases  égales  AB,  GK  et  entre  mêmes  parallèles 
AK,  CD  le  parallélogramme  est  double  du  triangle. 

(290)  Sco.  3.  PROB.  Il  suit 
du  dernier  cor.  que  pour  fkire  F 
un  parallélogramme  AB  CD 
équivalent  à  im  triangle  don- 
né SFC  et  ayant  un  angle 
ADC  égal  à  un  angle  donné  ; 
il  n'y  a  qu'à  bissecter  en  D  la 
base  EC  du  triangle  (244),  mener  par  le  sommet  F  du  tri- 
angle la  ligne  FB  parallèle  à  la  base,  au  point  D  mener  DA 
faisant  l'angle  ADC  égal  à  l'angle  donné  et  mener  CB  pa- 
rallèle à  DA. 

En  effet,  la  constr.  donne  DC=DE  et  le  triangle  DFC= 
DFE  (286)  ;  mais  (289)  AC=2DFC  ;  donc  AC=EFC  double 
de  DFC. 

(291)  Soo.  4.  PROB.  Si  l'angle  ADO  est  droit,  le  paral- 
lélogr.  est  un  rectangle  équivalent  au  triangle  EFC  ;  donc 
par  la  même  constr.,  l'on  peut  fUre  im  rectangle  équiva- 
lent à  un  triangle  donné. 

(292)  Sco.  5.  PROB.  Trouver 
im  triangle  6CF  équivalent  à 
lUie  figiure  rectiligne  quelconque 
ABCDE. 

Ayant  prolongé  indéfiniment 
r un  AE  des  côtésdu  polygone  don- 
né, joignez  CE,  menez  DF  paral- 
lèle à  CE  et  joignez  CF  ;    vous 


/K< 


74 


OÉOMÉTSIE. 


1 1#:^: 


aurez  le  polygone  ABCF  équivalent  au  polygone  donné, 
mais  avec  un  côté  de  moins. 

Les  triangles  CDE,  CFE  sur  même  base  CE  et  entre 
mêmes  parallèles  CE  DF  sont  équivalents  par  cette  prop. 
Or,  en  retranchant  du  pol.  donné  le  triangle  CDE,  pour  lui 
substituer  le  triangle  équivalent,  CFE,  il  est  évident  qu'on 
n'en  altère  en  rien  la  surface. 

Procédant  de  même  sur  les  autres  côtés  du  pol.,  On  finit 
par  le  réduire  en  un  triangle  équivalent,  quelque  nombreux 
que  soient  les  côtés  du  pol. 

(293)  Soo.  6.  PROB.  Il  suit  des  deux  dernières  ëcolies 
qu'un  polygone  quelconque  peut  être  réduit  à  un  rec- 
tangle équivalent. 

(294)  Sco.  1.  PHOB.  La  sco. 
5,  indique  clairement  que  pour 
remplacer  par  une  lignf  droite  B 
:SL  la  ligne  brisée  GHKL  qui 
peirtage  en  deux  parties  une 
figure  quelconque  ABCDE,  ^ 
mais  de  manière  à  n'altérer 
en  rien  les  aires  relatives  de 
ces  parties  ;  il  n'y  a  qu'à  consi- 
dérer une  des  parties  comme 
polygone  et  procéder  ensuite 
comme  ci-dessus. 

Par  exemple,  joignant  GK,  menant  HP  parallèle  à  GK  et 
joignant  FK  ;  on  aura  remplacé  le  triangle  GHK  pai*  celui 
GFK  de  même  base  GK  et  entre  mêmes  parallèles  FH,  GK  ; 
ce  qui  laissera  le  pol.  CBFKL  équivalent  à  celui  CBGHKL, 
et  ayant  un  côté  de  moins. 

Joignant  ensuite  FL,  menant  KN"  parallèle  à  FL  et  tirant 
EL  ;  l'on  aura  substitué  au  triangle  FKL,  celui  FNL  qui  lui 
est  égal,  étant  sur  même  base  FL  et  entre  mêmes  parallèles 
FL,  KN  ;  ce  qui  réduite  nfin  la  ligne  brisée  GHKL  à  la  droite 
NL  sans  changer  les  surfaces  relatives  des  polygones  ad- 
jacents. 
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Si  la  ligne  brisée  GHKL  était  composée  d'un  plus  grand 
nombre  de  parties,  l'on  continuerait  d'une  manière  analogue 
la  réduction. 

(295)  Cor.  4.  Le  réciproque  de 
cette  prop.  est  également  vrai  ;  c.-à- 
d.,  les  triangles  équivalents  BAC, 
BDC  sur  même  base  BG  et  du 
même  côté  de  cette  base,  sont 
entre  parallèles  BO,  AD.  Car,  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  il  arriverait  que  deux  triangles  sur  même 
base  et  entre  parallèles  pourraient  être  inégaux  en  sur&ce  ; 
or  dans  tous  les  cas  possibles  on  prouverait  l'égalité  de  ces 
surfaces  comme  on  l'a  fait  dans  cette  prop.  XI  n'y  a'iralt 
donc  aucun  cas  oii  les  lignes  étant  parallèles  et  la  base  la 
même,  lea  triangles  seraient  inégaux  ;  et  de  même  il  ne 
pourrait  exister  de  cas  où  les  triangles  éta)  6gaux  et  sur  la 
même  base  ne  seraient  pas  entre  mêmes  parallèles. 

D'ailleurs,  si  AD  n'est  pas  parallèle  à  BC  que  AE  soit 
cette  parallèle.  La  prop.  nous  donnera  BAC=BEC  ;  mais 
par  hyp.  BAC=BDC  ;  donc  aussi  BEC=BDC,  ce  qui  esjb 
absurde. 

(286)  Cor.  5.  Les  triangles  équivalents,  sur  bases  éga- 
les placées  dans  la  miême  ligne  droite,  et  du  même  côté 
de  ces  bases,  sont  entre  parallèles. 

Car,  puisque  les  bases  sont  égales,  les  triangles  peuvent  être 
superposés  de  manière  à  faire  coïncider  les  bases  égales,  et 
ces  bases  seront  encore  sur  la  même  ligne  droite  ;  ce  qui 
permettra  de  faire  la  même  preuve  que  dans  le  dernier  cas. 
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(297)  ïiQS  compléments  HF,  EG  des  parallélogrammes 
EH,  FG  autour  du  diamètre  AC  d'im  parallélogramme 
BD  j^wp  équivalents  Vun  à  l'ai^^re^  ou  égaux  en  surface. 
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Parce  que  BD  est  un  parallé- 
logr.  la  diagonale  AC  le  partage 
en  deux  triangles  égaux  ABC, 
ADC  (Prop.  VIII).  De  même, 
AHE:=AEK  et  CFK=CGK; 
et  si  des  triangles  égaux  ADC, 
ABC  l'on  retranche  AHK,  AEK 
et  CFK,  CGE!,  qui  sont  égaux  deux  à  deux,  les  restes  HF, 
EG  seront  égaux  (77  Ax.)  ;  donc,  etc. 

(298)  Soo.  1.  PROB.  Il  suit  de  cette  prop.  que  pour  fkire 
sur  une  ligne  donnée  UK,  un  parallélogramme  HF  équi- 
valent à  im  triangle  donné,  et  ayant  un  HKF  de  ses 
angles  égal  à  un  angle  donné  ;  il  faut  d'abord  faire  (290)  un 
parallélogr.  EG  équivalent  au  triangle  donné,  et  ayant  un 
angle  EKG  égal  à  l'angle  donné,  et  un  côté  KG  sur  la  même 
ligne  droite  que  KH. 

Prolongeant  ensuite  BE  pour  rencontrer  DA  menée  par  le 
point  H  parallèle  à  EK  ou  à  BG,  menant  AKC  pour  ren- 
contrer BG  prolongée  en  C,  menant  CD  parallèle  à  GH  ou 
BA  et  prolongeant  AH,  EK  jusqu'en  D,  F;  on  aura  enfin 
HF=EG  égal  au  parallélogr.  demandé  sur  la  ligne  donnée 
KH  et  ayant  l'angle  HKF  égal  à  son  opposé  au  sommet 
EKG— l'angle  donné. 

Tout  ceci  est  évident  par  la  constr.  de  la  flg.  qui  donne  les 
lignes  AD,  EF,  BC  parallèles  l'une  à  l'autre  et  celles  AB, 
HG,  DC  de  même  parallèles  l'une  à  l'autre,  et  forme  les 
parallélogrs.  BD,  EH,  GF  et  ceux  HF,  EG,  compléments  de 
ces  derniers. 

(299)  Soo.  2.  PROB.  De  là,  im  triangle  peut  être  con- 
verti en  im  rectangle  équivalent  ayant  un  côté  d'une 
longueur  donnée  ;  car  si  K  était  un  angle  droit,  le  parallé- 
logr. HF  serait  un  rectangle. 

(800)  Soo.  8.  PSOB.  Il  est  évident  aussi  que  si  EG  était 
un  rectangle,  HF  serait  aussi  un  rectangle;  d'où  il  suit 
qu'un  rectangle  étant    donné,  pour  fUre  un  rectangle 
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équivalent  ayant  un  côté  égal  à  une  Ugne  donnée  ;  il  n'y 

aurait  qu'à  disposer  la  ligne  donnée  en  ligne  droite  avec  un 
côté  du  rectangle  donné  et  procéder  ensuite  comme  ci-dessus. 

(301)  Soo.  4. 
PROB.  Ayant  déjà 
indiqué  (290),  la 
manière  de  faire 
un  parallélog.  FH, 
égal  à  un  triangle 
donné  ADB  et  a- 
yant  un  angle  K  égal  à  un  angle  donné  E  ;  et  ayant  aussi 
démontré  (298)  comment  faire  sur  une  ligne  donnée  HG  un 
parallélog.  GM  égal  à  un  triangle  donné  DBG  et  ayant  un 
angle  égal  à  un  angle  donné  E  ;  il  est  clair  que  la  combinai- 
son de  ces  deux  méthodes  fournit  celle  de  fkire  un  parallé- 
logramme FM  équivalent  à  un  quadrilatère  donné  AC  et 
ayant  na  angle  X  égal  à  un  angle  donné  E. 

Car,  après  avoir  fait  FH=ADB,  si  à  la  ligne  HG  on  ap- 
plique le  parallélogr.  GM=DBC,  il  est  évident  que  FM  sera 
égal  à  la  lig.  entière  AC  De  plus,  FM  sera  un  parallélogr. 
pourvu  que  l'angle  GHM  soit  =K=E  ;  puisqu'alors  la  somme 
des  angles  GIIK,  GHM  vaudra,  comme  celle  des  angles 
ints.  GHK,  FKH,  deux  angles  droits  (152),  et  que  la 
ligne  KM  sera  en  conséquence  droite  (135)  et  parallèle  à 
FL,  pendant  que  ML  sera  aussi  parallèle  à  HG  ou  KF. 

(302)  Soo.  5.  PROB.  Si  la  fig.  rect.  AC  contenait  plus  de 
deux  triangles,  on  procéderait  à  ajouter  successivement  à 
l'un  des  côtés  ML  ou  FL  du  parallélogr.  FM,  un  nouveau 
parallélogr.  égal  à  un  des  autres  triangles  de  la  fig.  ;  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  la  fin  ;  ce  qui  indique  clairement  la  manière 
de  &ire  un  parallélogTamme  équivalent  à  un  polygone 
ou  à  une  figure  reotiligne  quelconque. 

(303)  Soo.  6.  PROB.  Si  l'on  avait  à  construire  le  parallé- 
logr. FM  sur  une  ligne  donnée  KF,  on  le  ferait  par  la  mé- 
thode du  par.  298,   eu  construisant  d'abord   sur  la  ligne 
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donnée  un  parallélogr.  FH  égal  au  premier  triangle  de  1a 
fig.  AC  et  ayant  un  angle  égal  à  l'angle  donné  ;  d'où  il  suit 
que  l'on  peut  fkire  sur  une  ligne  donnée  un  parallélo- 
gitunnie  équivalent  à  une  figure  reotiligne  donnée  quel- 
conque et  ayant  un  angle  égal  à  un  angle  donné. 

(304)  Sco.  7.  PROB.  Il  suit  encore  des  scolies  C  et  3 
qa'un  polygone  peut  être  converti  en  un  rectangle  équi- 
valent ayant  un  de  ses  côtés  d'une  longueur  donnée. 


PROF.  ZI.  THÉOR. 


(305)  Dans  tout  triangle  rectangle  BAC,  le  carré  DO 
fkit  sur  l'hypoténuse  BC  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
BG,  en  fkits  sur  les  autres  côtés  BA,  CA  du  triangle. 

Joignez  FC,  DA  et  me- 
nez AL  parallèle  à  BO  ou 
à  CE.  Parce  que  BAC, 
BAG  sont  des  angles 
droits,  GAC  est  une  ligne 
droite  (135)  et  elle  est  pa- 
rallèle à  BF  (171).  Dans 
les  triangles  FBC,  ABD, 
les  côtés  BA,  BF  sont  é- 
gaux  et  BD,  BC  sont  aussi 
égaux,  étant  les  côtés  d'un 
même  carré  ;  et  l'angle 
FBC  de  Pun  est  égal   à 

celui  ABD  de  l'autre  ;  car  chacun  de  ces  angles  est  composé 
d'un  angle  droit  ABF,  CBD  et  de  l'angle  ABC  commun 
aux  deux  triangles.  Les  triangles  FBC,  ABD  ayant  deux 
côtés  FB,  BC  et  l'angle  inclus  FBC  de  l'un  respectivement 
égaux  aux  deux  côtés  AB,  BD  et  à  l'angle  inclus  ABD  de 
Vautre,  sont  en  conséquence  égaux  en  surface  (237). 
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Cela  posé,  BG  étant  un  parallélogr.  (171),  et  FBC  un  tri- 
angle sur  même  base  BF  et  entre  mêmes  parallèles  FB, 
GO  ;  le  triangle  FBC  est  moitié  du  parallélogr.  BG  (289). 

Pour  une  raison  analogue,  le  triangle  ABD  est  moitié  du 
parallélogr.  BL.  Mais  on  vient  de  voir  que  les  triangles  FBC, 
ABD  sont  égaux  ;  et  les  doubles  de  quantités  égales  sont  égaux 
(69  Ax.)  ;  donc,  BL=BG.  On  prouverait  de  même  CL= 
en  ;  mais  BL+CL=BE  ;  donc  aussi,  BG+CH=BE  ; 
donc,  etc. 

(306)  Soc.  1.  PROB.  Pour  trouver  le  côté  BC  d'un 
carré  B£  équivalent  à  la  somnie  de  deux  autres  carrés 
donnés  BG,  CH  ;  il  n'y  a  donc  qu'à  porter  sur  deux  lignes 
indéfinies  AB,  AO  à  angle  droit,  des  longueurs  AB,  AC 
respectivement  égales  aux  côtés  des  carrés  donnés  et  joindre 
BO  qui  sera  le  côté  requis. 

(307)  Sco.  2.  PROB.  On  peut  aussi  fklre  un  carré  équi- 
valent à  un  nombre  quelconque  de  carrés  donnés  ;  car, 
d'après  la  construction  qu'on  a  faite  pour  en  réduire  deux  à 
un,  on  en  réduira  trois  à  deux  et  ces  derniers  encore  à  un, 
et  ainsi  de  suite. 

(308)  Cor.  1.  Donc,  ABI=BC^AC^  ou  ACI=BC^AB2  ; 
c.-à-d.,  le  carré  fait  sur  un  des  côtés  d'un  triangle  rec- 
tangle est  égal  au  carré  lait  sur  l'hsrpoténuse,  moins  le 
carré  fkit  sur  l'autre  côté. 

(309)  Soc.  3.  PROB.  Pour  trouver  le  côté  AC  d'un 
carré  CH  équivalent  à  la  dlfiërenoe  de  deux  carrés  don- 
nés BG,  BE  ;  il  n'y  a  qu'à  porter  sur  l'une  AB  de  deux  li- 
gnes AB,  AC  à  angle  droit,  une  longueur  AB  égale  au 
côté  du  plus  petit  des  deux  carrés  donnés,  et  du  point  B  avec 
un  rayon  BC  égal  au  côté  de  l'autre  carré,  décrire  un  arc 
coupant  AC  en  C  ;  AC  sera  le  côté  demandé. 

(310)  Cor.  2.  Si  AB=AC,  c.-à-d.,  si  le  triangle  BAC  est 
isocèle  en  même  temps  que  rectangle,  on  aura  BC=2AB= 

2AC^;  or  un  triangle  isocèle  rectangle  est  évidemment  la 
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moitié  d'un  carré  ayant  pour  diagonale  l'hypoténuse  du 
triangle  ;  donc,  le  oaxré  fkit  sur  la  diagonale  d'un  carré 
est  double  du  carré  fkit  sur  le  côté  ;  donc  aussi,  BC= 
ABv/2.  (37.) 

(311)  Cor.  3.  Il  suit  aussi  de  cette  prop.  que  si  deux  tri- 
angles rectangles  ont  deux  côtés  de  l'un  égaux  à  deux 
côtés  corresxx>ndants  de  l'autre,  leiirs  troisièmes  côtés 
seront  aussi  égaux  et  les  triangles  serpnt  identiques. 

(312)  Sco.  4.  Les  côtés  égaux  peuvent  être  un  côté  et  l'hy- 
poténuse ;  donc,  si  deux  triangles  rectangles  ont  un  côté 
et  l'hypoténuse  de  l'un  égaux  au  côté  correspondant  et 
à  l'hypoténuse  de  l'autre,  ces  deux  triangles  seront 
égaux  en  toutes  choses. 

(313)  Cor.  4.  La  periiendiculaire  A 
AB  est  la  plus  courte  distance  d'un 
point  A  à  une  ligne  DE. 

Car,  ABLaC^BC^;  donc  aussi, 
AB=AC— quelque  chose  ;  donc,  AB 
estmoindrequeAC,  et  parce  qu'elle  I^        C  B         E 

est  plus  courte  qu'aucune  autre  ligne,  elle  mesiire  la 
vraie  distance  d'un  point  à  iine  ligne. 

D'ailleurs,  l'angle  ABC  étant  droit,  celui  ACB  est  né- 
cessairement aigu  (252),  c.-à-d.,  lùoindre  que  ABC.  Mais 
(267)  un  plus  petit  angle  dans  un  triangle  est  sous-tendu  par 
un  plus  petit  côté  ;  donc,  AB  est  moindre  que  AC. 

(314)  Cor.  5.  SI  deux  lignes  obliques  quelconques  AC, 
AE  menées  d'un  même  point  A  à  ime  troisième  ligne 
DE  et  de  côtés  opposés  de  la  perpendiculaire  AB,  cou- 
pent sur  cette  ligne  DE  des  distanoeb  égales  BC,  BE,  ces 
deux  lignes  seront  égales. 

Car  les  angles  ABC,  ABE  sont  droits,  à  cause  de  AB 
perpendiculaire  sur  CE  ;  de  plus  BC=BE  par  hyp.,  et  AB 
est  commun;  donc,  AB-4-BC^=AB^+BE^=AE^=A0^  ; 
donc,  AE=AC, 
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D'ailleurs,  quand  deux  triangles  ont  Jeux  côtés  et  l'angle 
compris  de  l'un  égaux  à  doux  côtés  et  a  l'angle  compris  de 
l'autre,  ces  triangles  sont  t-jûjaux  en  toutes  choses  (237). 

(315)  Cor.  ij.  De  deux  lignes  obliques  quelconques  AO, 
AD  menées  d'un  même  point  A  à  une  ligpie  DE,  la  plus 
courte  est  celle  AC  qui  est  le  plus  près  de  la  perpendi- 
culaire menée  du  même  point  A  à  cette  ligne  ;  et  l'on 
ne  peut  mener  deux  lignes  égales  du  même  côté  de  la 
perpendiculaire. 

Car  AD2=AB^+BD2  et  A02=AB2+BC2;  BcVBD', 
donc,  AD2>AC2  ;  c.à-d.,  AD>AO  ou  AC<AD. 

D'ailleurs,  parce  que  l'angle  ACB  est  aigu,  ACD  est  ob- 
tus (133)  ;  mais  à  cause  de  ABD  qui  est  droit,  ADB  est 
aussi  aigu  ;  et  comme  le  plus  grand  côté  est  opposé  au  plus 
grand  angle,  on  a  AD>AC. 

(316)  Cor.  7.  Tout  point  A  dans  la  peri)endiculaire  AB 
au  miUeu  d'ime  ligne  CE,  est  également  éloigné  des  ex- 
trémités E,  C  de  cette  ligne. 

(317)  Cor.  8.  Tout  point  hors  de  la  perpendiculaire  au 
centre  d'ime  ligne  est  inégalement  éloigné  des  extré- 
mités de  cette  ligne. 

(318)  Cor.  9.  Du  même  point  on  ne  peut  mener  à  une 
même  ligne  trois  lignes  droites  égales;  car  si  cela  se 
pouvait,  on  aurait  deux  lignes  obliques  égales  du  même  côté 
de  la  perpendiculaire  ;  ce  qui  (315)  est  impossible. 

(319)  Cor.  10.  Si  le  carré  décrit  sur  un  AE  des  côtés  d'im 
triangle  ABE  est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  dé- 
crits sur  les  deux  autres  côtés  AB,  BE,  l'angle  ABE 
contenu  par  ces  deux  côtés  est  un  angle  droit. 

En  effet,  soit  ABC  un  angle  droit  et  BC=BE  ;  on  aura 
AC''^=BC^+AB^;  mais  par  hyp.  AE^=:BE^  ou  BC^+AB^; 
donc,  AE^=AC  ,  c.-à-d.,  AE=AO.  Dans  les  deux  trian- 
gles ABC,  ABE  l'on  a  donc  tous  les  côté:  de  l'un  égaux 
aux  côtés  correspondants  de  l'autre  ;  mais  (28^)  si  les  côtés 
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sont  éganx  danB  deux  triangles,  les  angles  le  sont  anssî  ;  or, 
l'angle  ABC  est  droit  par  liyp.,  donc  aussi  l'angle  EBA  est 
droit. 

PEOP.  XII.  THÉOB. 
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(820)  Il  peut  y  avoir  deux  triangles  dlATérents  AC'B, 
ACB  dont  deux  côtés  AB,  AC  de  l'im  soient  égaux  à. 
deux  côtés  AB,  AC  de  l'autre,  et  im  angle  B  égal  dans 
chactin,  pourvu  que  dans  chaque  triangle  cet  angle  soit 
opposé  au  plus  petit  de  ces  côtés. 

En  eftet,  AC  étant  par  hyp.  =AC' 
le  triangle  C'AC  est  isocèle  ;  donc, 
l'angle  AC'C=ACC'  (229);  mais 
l'angle  AC'B  est  supplément  de 
AC'C  ^130)  ;  il  est  donc  aussi  supplé- 
ment de  C.  On  aura  donc  avec 
les  mêmes  données  un  triangln  acu- 
tangle ACB  ou  obtusangle  AC'B  ;  mais  ces  deux  triangles 
seront  tels  que  l'angle  aigu  C  de  l'un  sera  toujours  supplé- 
ment de  l'angle  obtus  C  de  l'autre. 

Il  est  évident  que  si  le  côté  AC  était  égal  k  la  perpendi- 
culaire AD,ce  qui  donnerait  aussi  AC'=AD,  les  deux  tri- 
angles AC'B,  ACB  se  confondraient  et  ne  formeraient  plu» 
qu'un  seul  et  même  triangle  ADB  ;  donc,  etc. 

(?S1)  Sco.  PROB.  Il  suit  du  théor.  que  étant  donné  deux 
côtés  AB,  AC  d'im  triangle  et  un  angle  B  opposé  au  plus 
petit  AC  de  ces  côtés  pour  construire  le  triangle  ;  il  faudra/ 
après  avoir  pris  AB  égal  au  plus  grand  des  côtés  donnés,  faire 
au  point  B  un  angle  ABC  égal  à  l'angle  donné  B,  et  du  point 
A  comme  centre,  avec  un  rayon  AC  égal  à  l'autre  côté 
donné,  décrire  un  arc  C'aC  coupant  BC  en  O,  C;  puis, 
joindre  AC',  AC  qui,  étant  rayons  u'un  même  cercle,  seront 
égaux. 

Chacun  des  triangles  ACB,  AC'B  répondra  aux  données 
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du  problème,  et  il  est  clair  que  pour  déterminer  le  triangle 
requis  il  faudrait  de  plus  savoir  s'il  est  acutangle  ou  obtusangle. 

Observons  encore  que  le  problème  serait  impossible  si  le 
côté  AO  était  moindre  que  la  perpendiculaire  AD  menée  du 
point  A  sur  lo  côté  opposé  BO. 

Si  l'angle  donné  était  opposé  au  plus  grand  des  deux 
oôtés  donnés,  il  est  clair  que  la  construction  se  ferait  d'une 
manière  analogue;  mais  ne  donnerait  qu'un- seul  triangle 
AC'B,  ADB  ou  ACB  suivant  que  l'angle  donné  serait  obtus, 
droit  ou  aigu. 

PBOP.  XIII.  THÉOR. 

(322)  Deux  angles  A,  B  sont  égaux  si  les  côtés  AO, 
AD  de  l'un  sont  respectivement  perpendiculaires  à  ceux 
BC,  BE  de  l'autre. 

Puisque  AD  est  perpendiculaire 
à  BC  et  BE  à  AO,  il  s'en  suit  que 
les  deux  triangles  CD  A,  CEB,  ont 
les  angles  en  D  et  E  droits  et  é- 
gaux.  Ces  triangles  ont  aussi  un 
angle  0  commun,  et  parce  que 
quand  deux  triangles  ont  deux  an- 
gles de  l'un  égaux  à  deux  angles  de  l'autre,  ces  triangles  ont 
aussi  leurs  troisièmes  angles  égaux  (260);  l'angle  A=B; 
donc,  etc. 

(323)  Oor.  Si  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  perpen- 
diculaires ^ux  trois  côtés  d'un  autre  triangle,  ces  trian- 
gles sont  équiungle£i  ;  vérité  qui  suit  immédiatement  du  théor. 

Autrement.  Si  l'on  suppose  qu'un  triangle  dont  les  cotés 
sout  perdendiculaires  à  ceux  d'un  autre  triangle,  tourne  au- 
tour d'un  de  ses  points  angul'.ires,  de  manière  à  ce  qu'un  de 
ses  côtés  décrive  un  angle  droit  ;  il  est  clair  que  ses  autres 
côtés  décriront  aussi  des  angles  droits,  et  que  chacun  des 
côtés  deviendra  parallèle  aux  côté  correspondant  de  l'au- 
tre ;  d'où  aussi,  deux  triangles  sont  équiangles  si  les 
oôtés  de  Vun  sont  parallèles  &  ceux  de  l'autre. 
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t)'ailleiirs,  cette  propriété  se  déduit  directement  de  re- 
noncé fait  au  par.  (151). 

PROP.  XIV.  THÉO». 

(324)  Si  ron  bisseote  l'angle  extérieur  BCD  â^iin 
triangle  ABC  et  l'un  BAC  de  ses  angles  intérieurs  op- 
posés, l'angle  E  fbrmé  par  la  rencontre  des  deux  bis- 
sectrices CE,  AE  est  égal  à  la  moitié  de  l'autre  angle  B 
du  triangle. 

D'abord,  parco  que  (251) 
l'angle  ext.  BCD>  l'angle  int. 
BAC,  on  aura  ECD  moitié 
du  premier  plus  grand  que 

EAC  moitié  du  second  ;  donc, 

ECD  est  l'angle  ext.  d'un  tri-     '"*■  C 

angle  EAC,  c.-à-d.,  que  CE,  AE  prolongées  suffisamment 

se  rencontreront. 

Maintenant  parce  que  ECD-=JBCD  et  EAD-^BAD  par 
constr.,  et  parce  que  BCD=BACH-ABC,  ECD=JBAC+ 
iABC  ;  c.-à-d.,  ECD=EAC+|B  ;  mais  l'angle  ext.  ECD== 
EAC+E  (251);  donc,  EAC+E=EAC-f  JB  (68  Ax.)  ;  donc, 
E=JB  ;  donc,  etc. 

PEOP.  XV.  THÉOE- 

(325)  Un  trapèze  quelconque  ABCD  est  égal  en  sur- 
fkoe  à  un  parallélogramme  AEFD  de  même  hauteur  AK, 
et  de  base  HG,  ou  DF  égale  à  la  demi-somme  AB+DO 
des  bases  parallèles  AB,  DC  du  trapèze.  ^ 

En  effet,  par  le  point  G,  milieu 
de  BC,  menant  EF  parallèle  à 
AD  et  prolongeant  AB  jusqu'en 
E;  l'on  aura  le  triangle  FGC 
retranché  du  trapèze  d'une  part, 
égal  à  celui  EGB  qu'on  lui  ajoute 
d'autre  part  ;  car,  dans  cey  deux 
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triangles,  l'égalité  provient  de  ce  que  GC  un  côté  de  l'un 
est  égal  par  constr.  t\  BG  \\a  coté  de  l'autre  et  que  tous  lea 
angles  sont  respectivement  égaux  (238),  savoir:  E  égal  à 
son  alterne  F  (153),  B  égal  à  son  alterne  C  et  FGC  H  son 
opposé  au  sommet  EGB  ;  donc  AEFD=ABCD. 

Il  est  clair  aussi  que  HG  menée  par  le  poiîit  milieu  G 
parallèle  à  AB  ou  à  DC  est  égale  à  AE  ou  DF  et  DII=-FG, 
puisque  les  parallèles  entre  parallèles  sont  égales  (271). 
Maintenant,  à  cause  de  l'égalité  des  triangles  EGB,  FGC, 
l'on  a  BE=:FC  ;  donc,  AB+DC-=2DF  (ou  2  AE)--2HG  ; 
donc,  IIG  menée  par  le  point  milieu  G  du  trapèze,  parallèle 
à  AB  ou  à  DC,  est  égale  à  la  demi-somme  des  bases  paral- 
lèles du  trapèze  ;  donc,  etc. 

(326;  Soo.  1.  Parce  que  IIG  est  parallèle  a  AE  et  à  DF  et 
que  EG-GF,  on  a  aussi  AII-=IID,  car  AII-EG  et  DH= 
FG.  Le  point  H  est  donc  aussi  le  point  milieu  du  côté  AD 
du  trapèze  ;  donc,  l'on  peut  dire  aussi  que  la  surfkoe  d'un 
trapèze  est  égale  à  oelle  d'un  parallélogramme  de  même 
hauteur  et  de  base  égale  à  la  ligne  menée  entre  les 
points  milieux  de  ses  côtés  inclinés. 

(327>Soo.  2.  PROB.  Si  ABCD 

est  un  trapèze,  et  que  par  le 
point  C  l'on  mène  CE  parallèle 
à  DA,  prolongeant  AB  pour  ren- 
contrer CE  en  E,  l'on  aura  CE= 
DA,  à  cause  des  parallèles  entre 
parallèles,  et  BE=DC-AB  égal 
à  la  différence  entre  les  bases  parallèles.  D'où  l'on  tire  la 
manière  de  construire  un  trapèze  lorsque  les  quatre  côtés 
seulement  en  sont  donnés. 

A  cette  fin,  prenant  pour  base  de  l'opération  l'un  BC  des 
côtés  inclinés  du  trapèze  et  avec  des  longueurs  CE,BE  res- 
pectivement égales  à  l'autre  côté  incliné  DA,  et  à  la  diffé- 
rence entre  les  bases  parallèles  du  trapèze,  construisant  un 
triangle  BEC,  prolongeant  EB  d'une  quantité=BA  et  par 
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les  points  A,  C  menant  AD,  CD  respectivement  parallèles  à 
EC,  AB,  on  aura  le  trapèze  demandé. 

PROP.  XVI.  THÉOR. 
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(328)  Un  parallélogramme  quelconque  ABCD  est  égal 
en  surface  à  im  rectangle  ABFE  de  même  base  AB  ou 
EF  et  de  même  hauteur  AE  oni  BF. 

Cette  propriété  se  déduit  di- 
rectement de  la  prop.  IX  (284) 
puisqu'un  rectangle  est  en 
même  temps  un  parallélogr. 
(171). 

D'ailleurs,  puisque  dans  les  triangles  AED,  BFO,  DA= 
CB  et  AE=BF  (270),  et  que  les  angles  AED,  BFC  sont 
droits  et  égaux  ;  les  iriangles  sont  égaux  en  toutes  choses 
(312);  et  comme  le  triangle  AED  que  l'on  retranche  d'un 
côté  est  égal  à  celui  BFC  que  l'on  ajoute  de  l'autre,  il  est 
cl^ir  que  le  rectangle  AF  est  égal  au  parallélogr.  AC;  donc, 
etc. 

(329)  Cor.  Tout  triangle  DBC  est  égal  à  im  triangle 
rectangle  EBF  de  base  égale  EF  et  de  même  hauteur 
BF. 

Car  le  triangle  rectangle  EBF  est  moitié  du  rectangle  AF 
(270)  et  le  triangle  DBC  moitié  du  parallélogr.  AC  ;  mais 
on  vient  de  prouver  que  le  rectangle  est  égal  au  parallélogr. 
et  les  moitiés  de  choses  égales  sont  égales  (69). 

PROP.  XVII.  THÉOR. 

(330)  Deux  rectanerles  AF,  AC  de  même  hauteur  AD 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  AE,  AB  ;  c.-à.d.,  leurs 
surfaces  sont  proportionnelles  à  leurs  bases. 
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En  eûet,  si  les  deux  bases  AE, 
AB  sont  oommensurables  (48), 
on  pourra  les  supposer  divisées  en 
un  certain  nombre  de  parties  égales 
AG,  GK,  etc.  ;  et  si  par  les  points 
de  division  G,  K,  etc.,  on  mène  les 
lignes  GH,  XL,  etc.,  perpendiculaires  à  AB  ou  parallèles  à 
AD,  l'on  aura  un  certain  nombre  de  rectangles  égaux  AH, 
GL,  etc.,  (171  et  S2185),  puisque  tous  ces  rectangles  auront 
bases  et  hauteurs  égales.  Or,  il  est  clair  que  si  le  rectangle 
AF  par  exemple  contient  5  rectangles  partiels,  AH,  et  que 
celui  AC  en  contienne  8,  les  surfaces  de  ces  rectangles  se- 
ront entre  elles  comme  5  est  à  8  ou  comme  AE  à  AB. 

Le  même  raisonnement  peut  s'appliquer  quel  que  soit  le 
rapport  de  AE  à  AB  ;  de  là,  quel  que  soit  ce  rapport,  si  ses 
termes  sont  commensurables,  on  aura  AF  :  AC  :  :  AE  :  AB. 

(331)  En  second  lieu,  si  l'on  suppose  que  les  bases  AE, 
AB  soient  incommensurables  (50),  il  est  à  démontrer  que 
l'on  aura  encore  AF  :  AC  :  :  AE  :  AB. 

Si  l'unité  de  mesure  AG  est  contenue  un  nombre  exact 
de  fois  en  AE,  mais  non  en  AB  ;  il  y  aura  un  reste  NB  qui 
sera  à  AG  dans  un  rapport  quelconque.  Si  le  reste  NB 
était  égal  à  la  moitié  de  AG,  il  est  clair  que  la  surface  ]S  C 
serait  aussi  égale  à  la  moitié  de  AH  par  le  dernier  par. 

De  même,  si  NB  est  le  tiers,  le  quart,  le  cinquième  ou 
aucune  autre  fraction  ou  partie  de  l'unité  de  mesure  AG,  que 
cette  fraction  puisse  ou  non  s'exprimer  en  nombres  finis 
(51),  il  est  clair  que  la  surface  NC  qui  lui  correspond  sera 
la  même  fraction  ou  partie  de  celle  AH  que  NB  l'est  de 
AG;  c-à-d.  que  NC  est  à  AH::NB:  AG;  mais  NC,  AG 
sont  deux  rectangles  quelconques  de  même  hauteur  ;  donc 
aussi,  AF,  AC  qui  sont  deux  rectangles  quelconques  de 
même  hauteur  seront  entre  eux  comme  leurs  bases  ;  c-à-d., 
on  aura  AF  :  AC  :  :  AE  :  AB  ;  donc,  etc. 
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PROP.  XVni.   THÉOR. 

(332)  Deux  rectangles  quelconques  AC,  AG  sont  entre 
eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  AB,  AE  miilti- 
pliées  par  leur  hauteurs  AD,  AF  ;  c.-à-d.  que  l'on  aura 
AC  :  AG  ::  (AB. AD)  :  (AE. AF). 

Disposons  les  deux  rectangles  de 
manière  qu'ils  aient  un  sommet  com- 
mun A  et  leurs  bases  AE,  AB  sur  la 
même  ligne  droite  EB,  et  prolongeons 
les  côtés  CD,  GE  jusqu'à  leur  rencon- 
tre en  H;  AH  sera  évidemment  un 
rectangle  et  l'on  aura  par  le  dernier 
théor.  AC  :  AH  ::  AB  :  AE  et  AH:  AG  ::  AD  :  AF. 

Maintenant  nous  avons  vu  (103)  que  les  produits  des  ter- 
mes correspondants  de  deux  séries  de  quantités  proportion- 
nelles sont  eux  mêmes  proportionnels  ;  on  aura  dans  ce  cas 
ACxAH:AGxAH::ABxAD:AExAF.  Supprimant  AH 
qui  est  commun  aux  deux  premiers  tenues,  ce  qui  par  con- 
séquent (73  Ax.)  n'en  change  pas  le  rapport,  il  reste  enfin 
AC  :  AG::  (AB.AD)  :  (AE..  F)  ;  donc,  etc. 

PROP.  XIX.  THÉOR. 
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(833)  La  surfkoe  d'un  rectangle  AC  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  AB  ou  DC  par  sa  hauteur  AD  ou  BC,  ou 
ce  qui  revient  au  même,  à  celui  de  deux  quelconques  de  ses 
côtés  adjacents  (180)  ;  pourvu  que  l'on  entende  par  ce  pro- 
duit celui  de  deux  nombres,  dont  l'un  est  le  nombre  d'unités 
linéaires  AE  dans  la  base  du  rectangle,  et  l'autre  le  nombre 
d'unités  linéaires  égales  AG  dans  la  hauteur  de  ce  rectangle. 
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En  effet,  ce  produit  donnera  le 
nombre  d'unités  superficiellea  AH 
(24)  dans  la  surface  du  rectangle  ; 
parce  que,  pour  une  unité  A  G  en     G 
hauteur,  il  y  aura  autant  d'unités 

superficielles  AH,  qu'il  y  a  d'unités     A  F^  B 

linéaires  AE  dans  la  base  ;  pour  deux  unités  en  hauteur, 
deux  fois  autant  ;  pour  trois  unités  en  hauteur,  trois  fois 
autant,  et  ainsi  de  suite;  donc,  etc. 

(334)  Boo.  1.  Cette  mesure  du  rectangle  n'est  absolue 
qu'autant  que  l'on  suppose  à  l'unité  de  mesure  AH  ou  à 
sa  racine  AE  (40)  une  certaine  valeur  définie,  comme 
celle  d'un  mètre,  pied,  pouoe  ou  lig^e,  etc. 

En  effet,  si  AE=AQ=I  mètre,  pied,  pouce,  ligne,  etc. 
en  longueur  ;  AH  sera  un  mètre,  pied,  pouce,  ligne,  etc., 
carré  ou  superficiel  ;  et  le  produit  de  AB  par  AD  donnera 
évidemment  le  nombre  de  mètres,  pieds,  pouces,  lignes,  etc. 
superficiels,  contenus  dans  le  rectangle  AC  ;  c.-à-d.,  la  super- 
ficie ou  surface  de  ce  rectangle, 

(385)  Sco.  £.  Si  l'on  ne  suppose  pas  à  l'unité  de  me- 
sure une  valeur  définie,  le  produit  de  la  multiplication 
ne  signifiera  rien  par  lui-même  ;  puisque,  prenant  suces-  * 
sivement  une  unité  de  mesure  plus  petite  ou  plus  grande 
que  la  première,  on  aurait  un  produit  plus  grand  ou  plus 
petit  que  le  premier  produit  ;  car  une  plus  petite  unité  AF 
serait  contenue  en  AB  et  AD  un  plus  grand  nombre  de  fois, 
donnant  pour  résultat  un  produit  numérique  plus  grand  ; 
tandis  qu'une  plus  grande  unité  de  mesure  serait  contenue 
eu  AB  et  AD  un  plus  petit  nombre  de  fois,  et  donnerait  pour 
résultat  un  produit  numérique  plus  petit. 
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(336)  Soo.  3.  Cependant  si 
cette  mesure  du  rectangle 
n'est  pas  absolue,  elle  pourra 
être  relative,  eu  égard  à  un 
autre  rectangle  PB  composé 
d'unités  de  mesure  PS  égales 
à  celles  du  premier. 
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Si  par  exemple,  il  y  a  dans  la  base  AB  du  premier  rect- 
angle 6  unités  AE  et  dans  sa  hauteur  3,  et  dans  la  base  PT 
du  second  rectangle  6  unités  PQ  égales  à  celles  AE  du  pre- 
mier rectangle,  et  dans  sa  hauteur  4  ;  il  est  clair  que  Tes 
surfaces  de  ces  deux  rectangles  seront  l'une  à  l'autre  comme 
6x3  à  6x4  ou  comme  15  à  24,  puisque  l'un  de  ces  rect- 
angles contiendra  15  unités  superficielles  quelconques  AH= 
AE^,  et  l'autre  24  unités  superficielles  PS  égales  à  Ail,  ces 
unités  étant  des  carrés  égaux. 

(337)  Cor.  1.  Donc,  encore  de  cette  manière,  les  surfkces 
de  deux  rectangles  sont  entre  elles  comme  les  produits 
respectifs  des  bases  et  hauteurs  de  ces  rectangles  ;  c.-à-d., 
AC  :  PR  :  :  (AB.AD)  :  (PT.PV). 

(338)  Sco.  4.  Cette  dernière  conclusion  est  vraie,  que 
les  côtés  des  rectangles  ou  leurs  bases  et  hauteurs  soient 
ou  non  commensurables  (48)  ;  car,  comme  nous  l'avons  vu 
(47  à  51),  nous  pouvons,  en  prenant  une  unité  de  mesure  de 
plus  en  plus  petite,  approcher  tellement  de  cette  commensu- 
rabilité,  c.-à-d.,  du  rapport  entre  les  côtés  des  rectangles, 
que  l'erreur  entre  le  vrai  rapport  et  le  rapport  approximatif 
soit  plus  petite  que  la  moindre  quantité  assignable. 

Et  d'ailleuirs,  quelle  que  soit  la  longueur  relative  de  chacun 
des  côtés  de  ces  rectangles,  leurs  surfaces  dépendent  évi- 
demment d'une  manière  directe  de  ces  longueurs  ;  et  que 
l'on  puisse  ou  non  exprimer  chacune  de  ces  longueurs  en 
nombres  finis,  cela  n'empêche  pas  que  ces  surfaces  soient 
entre  elles  comme  les  produits  de  ces  longueurs  ou  des 
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nombres  qui  les  représentent,  comme  on  vient  de  le  dé 
montrer  dans  la  dernière  prop. 

(389)  Sco.  5.  Puisque  la  surface  d'un 
rectangle  quelconque  AC  ne  dépend  que 
de  la  longueur  des  deux  côtés  adjacents 
qui  le  comprennent  ;  il  suffira  pour  l'ex- 
primer de  dire  le  rectangle  AB.AD  ou 
AD.DC,  mettant  un  point  (30)  entre  les  deux  côtés  pour 
en  indiquer  le  produit  ;  car  (214)  ce  produit  est  égal  à  la 
surface  en  question. 

(340)  Soo.  6.  De  même,  s'il  s'agis- 
sait du  rectangle  que  l'on  pourrait  faire 
avec  les  parties  AD,  AB  de  la  ligne 
droite  ou  brisée  DAB  ;  l'on  dirait  en- 
core le  rectangle  AD.AB  pour  indi- 
quer le  produit  de  ces  deux  lignes. 

(341)  Cor.  2.  Nous  venons  de  voir 
que  la  surface  d'un  rectangle  DF  est 
égale  au  p  roduit  de  sa  base  EF  par 
sa  hauteur  DE  ;  mais  (328)  un  pa- 
rallélogr.  quelconque  DB  est  égal  en 
surface  à  un  rectangle  DF  de  même  hauteur  DE  et  de  même 
base  DO  ou  EF  ;  d'où  il  suit  que  la  surface  d'un  parallé- 
logramme  quelconque  ABCD  est  égale  au  produit  de  sa 
base  AB  par  sa  hauteur  DE. 

(342)  Cor.  3.  Les  parallélogrammes  de  même  base 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs  ;  et  réciproquement, 
ceux  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  ;  car  dans  ces  deux  cas,  un  des  éléments  ou  fa^cteurs 
restant  constant,  les  surfaces  respectives  des  figures,  ne  peu- 
vent dépendre  que  de  l'élément  ou  facteur  variable. 

(343)  Cor.  4.  En  général,  les  parallélogrammes  quel- 
conques sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs 
bases  et  de  leurs  hauteurs. 
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(844)  Cor.  5.  La  surfkoe  d'un  triangle  quelconque  ACB 
est  égale  au  demi  produit  de  sa  base  AB  par  sa  hauteur 
CF  ;  puisque  (281)  tout  triangle  ACB  est  moitié  de  son  pa- 
rallélogr.  correspondant  AP'D. 

2°  Il  est  clair  aussi,  comme  pour  les  parallélogrs.  que  deux 
triangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs 
bases  et  réciproquement  ceux  de  même  base  comme 
leurs  hauteurs. 

(845)  Cor.  6.  En  général,  les  triangles  quelconques  sont 
entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  et  hauteurs. 

Car  ce  qui  est  vrai  de  deux  ou  plusieurs  quantités,  l'est 
également  des  moitiés,  des  doubles,  ou  de  tous  les  autres 
multiples  ou  sous-multiples  égaux  de  ces  quantités  (voir  les 
axiomes  68,  etc.)  ;  puisque  si  les  quantités  sont  égales,  leurs 
multiples  et  sous-multiples  égaux  seront  aussi  égaux,  et  que 
si  les  quantités  ont  l'une  à  l'autre  un  rapport  quelconque, 
leurs  multiples  ou  eous-multiples  égaux  auront  aussi  entre 
eux  le  même  rapport  (73  Ax.) 

(346)  Cor.  7.  On  a  vu  (325) 
qu'un  trapèze  ABCD  est  égal 
en  surface  à  un  parallélogr. 
AEFD  de  même  hauteur  KL 
et  de  base  DF  égale  à  la  demi- 
somme  /AB-i-DC\  des  bases 

parallèles  AB,  DCf  du  trapèze,  et  l'on  vient  de  voir  (841)  que 
la  surface  d'un  parallélogr.  AF  est  égale  au  produit  de  sa 
base  DF  par  sa  hauteur  LK  ;  donc,  la  surfkoe  d'un  trapèze 
est  égale  au  produit  de  sa  hauteur  par  la  demi-somme  de 
ses  bases  ou  côtés  parallèles. 

(347)  Sco.  7.  La  ligne  HG  qui  joint  les  points  milieux  des 
côtés  opposés  non  parallèles  du  trapèze  étant  égale  (325)  à 
la  demi-somme  des  bases  parallèles,  on  peut  donc  aussi  dire 
que  la  sur&ce  d'un  trapèze  est  égale  au  produit  de  sa 
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hauteur  par  la  ligne  qui  joint  les  points  milieux  de  ses 
oô^vés  inclinés. 

(348)  Sco.  3.  PROBS.  Donc,  pour  résumer;  la  surfkoe 
d'un  rectangle  s'obtiendra  toii^o^^s  en  faisant  le  produit 
de  ses  côtés  adjacents  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  de  sa 
base  par  sa  hauteur  ;  celle  d'un  carré  en  multipliant  son 
côté  par  lui  même,  puisqu'un  carré  n'est  qu'un  rectangle  à 
côtés  égaux  ;  celle  d'un  parallélogramme,  rhombe  ou  lo- 
sange, en  .  Itipliant  sa  base  par  sa  hauteiir  ;  celle  d'un 
triangle,  en  multipliant  sa  base  par  la  moitié  de  sa  hauteur 
ou  sa  hauteur  par  sa  demi-base,  ou  enfin,  en  prenant  le 
demi-produit  de  sa  base  et  hauteur  ;  celle  d'un  trapèze, 
en  fkisant  le  produit  de  sa  hauteur  par  la  demi-somme 
de  ses  côtés  parallèles,  ou  en  prenant  le  demi-produit  de 
sa  hauteur  par  la  somme  de  ses  côtés  parallèles. 

(349)  Sco.  9.  PROBS.  Réciproquement,  la  division  étant 
le  contraire  de  la  multiplication,  puisque  par  la  première 
opération  l'on  défait  ou  décompose  ce  qu'on  faitpar  la  seconde 
(22),  il  est  clair  que  pour  revenir  de  la  surfkce  d'une 
figure  à  ses  éléments  ou  fkcteurs,  il  fkut  diviser  cette 
surfkce  par  le  fiicteur  donné  pour  en  déduire  le  fkcteur 
inconnu.  Ainsi,  la  surfkoe  d'un  rectangle  divisée  par 
sa  hauteur  donnera  évidemment  sa  base,  ou  sa  surfkce 
divisée  par  sa  base  donnera  sa  hauteur,  et  il  en  sera  de 
même  d'un  parallélogramme  quelconque.  La  surfkoe 
d'un  triangle  divisée  par  sa  demi-base  donnera  sa  hau- 
teur, ou  sa  surfkce  par  la  moitié  de  sa  hauteur  donnera 
sa  base,  ou  encore,  sa  surfkoe  par  sa  base  donnera  sa  demi- 
hauteur.  Pour  le  trapèze,  il  est  clair  que  sa  siirfkce  di- 
visée -par  sa  hauteur  donnera  la  demi-somme  de  ses 
bases  parallèles,  puisque  ce  sont  là  les  facteurs  qui  con- 
courent à  la  formation  de  sa  surface,  et  réciproquement  la 
surfkoe  du  trapèze  divisée  par  la  demi-somme  de  ses 
côtés  parallèles  ou  par  la  ligne  qui  joint  les  points  mii- 
lieux  de  ses  côtés  inclinés,  donnera  sa  hauteur. 
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(350)  Soo.  10.  PROB.  La  surmce  du  carré  s'obtenant  en 
multipliant  un  de  ses  côtés  par  lui  même  ou  en  carrant  ce 
côté;  il  est  clair  que  pour  revenir  de  la  surfkce  d'un 
carré  à  son  côté,  11  n'y  a  qu'à  extraire  la  racine  carrée 
de  cette  surfkce. 

(351)  Sco.  11.  PROB.  Tout 
quadrilatère  BD  pouvant  se 
partager  en  deux  triangles 
ABC,  ADC,  par  une  diago- 
lialo  menée  entre  deux  quel- 
conques de  ses  angles  opposés  ; 
il  est  clair  que  la  surfkce 
d'un  quadrilatère  quelcon- 
que s'obtiendra  en  multipliant  une  de  ses  diagonales 
(base  commune)  AC  par  la  demi-somme  des  perpendicu- 
laires ou  hauteiirs  BF,  DE  abaissées  des  angles  opposés 
sur  cette  base. 

(352)  Sco.  12.  PROB.  Tout 
polygone  régulier  ou  irrégu- 
lier BE  pouvant  se  diviser  en 
triangles  ;  il  est  clair  que  la 
surfkce  d'un  polygone  quel- 
conque peut  s'obtenir  en  cal- 
culant d'abord  séparément 
oeUe  de  chacun  des  triangles  qui  le  composent,  si  ces 
triangles  sont  inégaux,  ou  d'un  seul  s'ils  sont  égaux,  au 
moyen  de  leurs  bases  et  hauteurs  respectives  BD,  CK  ; 

AD,  BL  ;  AD,  HE  ;  etc.  ;  et  en  cloutant  ensemble  tous 
ces  triangles. 

PROP.  XZ.  THÉOB. 

(353)  Le  rectangle  AC  de  deux  lignes  AD,  AB  est  équi- 
valent à  la  somme  AD.AE-fAD.EP+AD.FB  des  rect- 
angles formés  par  l'une  AD  de  ces  lignes  et  les  parties 

AE,  EF,  FB  de  l'autre  Ugne. 
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Il  est  clair  que  le  rectangle  AC     A  E 

est  égal  à  la  somme  des  rectangles 
AG,  EH,  FO  ;  car  (84  Ax.),  le  tout 
est  égal  à  la  somme  de  ses  parties  et 
EH=EG.EF,  FC-=Fn.FB;  mais 
parce  que  les  parallèles  entre  paral- 
lèles sont  égales,  EG=AD  et  FIÏ=AD  ;  donc,  EG.EF= 
AD.EF  et  FH.FB-^AD.FB  ;  donc,  AD.AB=AD.  AE+ AD. 
EF+AD.FB  ;  donc,  etc. 

(354)  Soo.  1.  Cette  propriété  dérive  facilement  de  l'al- 
gèbre.    Soit  AD=^,  AE=6,   EF=c,   FB=</;   l'on  aura  a 

{h-{-c-\-d)=ab-\-ac-\-ad. 

(355)  Cor.  1.  Si  l'on  suppose  AB=AD,  AC  sera  un  carré  ; 
donc,  si  l'on  divise  une  ligne  AB  en  deux  ou  plusieurs 
parties  quelconques  AE,  EF,  etc.,  les  rectangles  AG, 
EH,  etc.,  contenus  par  la  ligne  entière  et  chacime  des 
parties  seront  ensemble  équivalents  au  carré  de  la  ligne 
entière. 

(356)  Soo.  2.  Soit  AB=AD=a,  AE=6,  EB=c  ;  alors, 
a=6-f  c  ;  donc,  multipliant  de  part  et  d'autre  par  a,  l'on  aura 
<u=ab-[-ad. 

(357)  Cor.  2.  Si  AB  est  partagée  en  deux  parties  quel- 
conques AE,  EB  et  que  AD  soit  égale  à  l'une  AE  de  ces 
parties  ;  on  aura  évidemment  AB.AE=AB.AD=EB.AD+ 
AE^  ;  car  AE  étant  =AD,  AG  sera  un  carré  ;  donc,  si  l'on 
divise  une  ligne  en  deux  parties  quelconques,  le  rect- 
angle contenu  par  la  ligne  entière  et  l'une  des  parties 
est  équivalent  au  rectangle  contenu  par  les  deux  parties 
plus  le  carré  de  l'autre  partie. 

(358)  Sco.  3.  Soit  AB=a,  AE=6,  EB=c  ;  alors,  a=h~{-c 
et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  c,  l'on  a  ac=hc-\-^. 
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PROF.  ZZI.  THÉOB. 

(359)  Si  l'on  divise  une  ligne  AB  en  deux  parties  quel- 
conques AC,  CB  ;  le  carré  de  la  ligne  entière  AB  est 
équivalent  à  la  somme  des  carrés  des  deux  parties  AC, 
CB  de  la  ligne,  plus  deux  fbis  le  rectangle  des  parties  ; 
c.-à-d.,  ABI=AC^+CBV2AC.CB. 

Soit  AE  le  carré  sur  AB  et  BK=BC. 
Par  les  pointa  C,  K  menant  CF  parai- 

lèlo  à  BE  ou  AD  et  Kll  parallèle  à    h| ^f iK 

AB  ou  DE  ;  il  est  clair  que  tous  les  an- 
gles seront  droits,  et  parce  que  les  pa- 
rallèles entre  parallèles  sont  égales 
(271)  on  aura  CG  =-  BK  =  CB  =  QK.       D  F      E 

Donc,  CK  sera  le  carré  sur  CB.  Maintenant  parce  que 
AII=BK=CB  et  que  AD=AB,  il  est  évident  que  HD-=AC 
=HG==DF^GF;  donc,  HF  est  le  carré  sur  DF  ou  son 
égal  AC.  Nous  avons  aussi  le  rectangle  AG=AC.CG= 
AC.CB=GE,  puisque  GK=GC  et  GF=AC.  Or,  le  carré 
AE  est  composé  des  carrés  CK,  HF  et  des  rectangles  égaux 
AG,  GE  ;  donc,  ABI=AC'^+ 06^+2 AC.CB. 

(360)  Sco.  1.  Cette  propriété  dérive  aussi  du  carré  d'un 
binôme.    Soit  AC=a,  CB=6  ;  alors  {a-i-bf=a^-\-2ab+b^. 

(361)  Cor.  1.  La  diagonale  BG  prolongée  passe  par  le 
point  D.  Car  elle  partage  le  carré  CK  en  deux  triangles 
égaux  et  isocèles  faisant  l'angle  BGK=BGC.  Les  angles 
DGH,  DGF  sont  égaux  à  leurs  opposés  au  sommet  BGK, 
BGC  et  valent  par  conséquent  chacun  la  moitié  d'un  angle 
droit  ;  mais  parce  que  DGF  est  moitié  d'un  angle  droit, 
DFG  étant  un  triangle  rectangle,  GDF  sera  aussi  moitié 
d'un  angle  droit.  Le  triangle  DFG  est  donc  isocèle  et 
DF=GF.  Le  triangle  DEB  est  donc  aussi  isocèle,  puisque 
DBE,  BDE  sont  des  angles  égaux;  donc,  DE=BE  et  DB 


;^.;.'^ 


PROPOSITIONS.     ETC. 


97 


les  quel- 

AB  est 

ties  AC, 

parties  ; 

0      B 


K 


G 

7Î 


E 

)arce  quo 
IID=-AO 
F  ou  son 
AC.CG= 
le  carré 
les  égaux 

arré  d'un 
>Mb-\-b^. 

se  par  le 
triangles 
es  angles 
let  BGK, 
un  angle 
le  droit, 
jsi  moitié 
isocèle  et 
puisque 
iE  et  DB 


est  la  diagonale  do  AE  et  elle  passe  par  le  point  G  ;  donc, 
les  pEirallélogprammes  CK,  HF  autour  du  diamètre  BD 
d'un  carré  AE  sont  aussi  des  oarrés. 

(862)  Cor.  2.  Si  l'on  divise  une  ligne  AB  en  deux 
parties  quelconques  AC,  CB  carré  AE  de  la  ligne 
entière,  plua  le  carré  CE  d'i  :  *  3  des  parties,  est  équi- 
valent à  deux  fbis  le  reci»  ^i^le  AB.BC  de  la  ligne 
entière  et  de  cette  partie,  plus  le  carré  HF  de  l'autre 
partie  AC.     C'est-à-dire  AB''*-f-BC'^=  2  AB.BC-|-AC^. 

Puisque  par  hyp.,  BK=BC  ;  AK=AB.BC=EB.BC=CB. 
Maintenant  il  est  évident  que  AK-fCE+HP=AE-f-CK:  ; 
car  en  prenant  AK-}-CE,  on  prend  le  carré  CK  deux  fois  ; 
donc,  etc. 

(863)  Sco.  2.  Soit  AB=a,  AC=b,  CB=c  ;  alors  a^=b^+ 
2bc  +  c^  ;  ajoutant  (^  de  part  d'autre,  on  aura  a^-f-c*=r6  + 
2bc-j-2c^;  donc  a^-\-c^=h^+2c{b-^c)  ou  a^-i-c^=2ac+b^. 

(364)  Cor.  3.  Donc  la  somme  des  oarrés  de  deux  lignes 
est  équivalente  à  deux  fbis  le  rectangle  contenu  par  les 
lignes,  plus  le  carré  de  la  différence  de  ces  lignes  ;  car  si 
AB,  CB  sont  les  deux  lignes,  leur  différence  est  AC,  et 
comme  on  vient  de  le  voir,  AB^+CB^  ou  AEH-OK=AK+ 
CE+HF=2AB.BC-fAC' 

(365)  Cor.  4.  Il  suit  aussi  du  dernier  cor.  que  le  carré 
HF  décrit  sur  la  difiérence  de  deux  lignes,  est  équivalent 
à  la  somme  des  caxrés  sur  les  deux  lignes  respective- 
ment, moins  deux  fois  le  rectangle  contenu  par  ces 
lijEnes.  Car  a — c=b  ;  et  en  carrant  il  vient  a^ — 2ac-\-c^=b% 
ce  qui  se  déduit  aussi  de  la  dernière  sco.  par  transposition. 

PSOP.  XZn.  LEMME. 

(866)  Si  une  ligne  AB  est  divisée  en  deux  parties 
égales  au  point  C  et  en  deux  parties  inégales  au  point  D  ; 
la  partie  CD  de  la  ligne  entre  les  points  de  section  est 
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égale  à  la  deml-difiërenoe  entre  les  parties  inégales  AD, 
DB  de  la  ligne  entière. 

Faites  AE=DB  et  vous  aurez  E D 

ED  égale  à  la  diô^rence  entière    ^'  j^  '^ 

entre  AD,  DB  ;  or,  puisque  par 

constr.  AC=CB  et  AE=DB,  il  est  clair  (T7.  Ax.)  que  AC— 
AE=CB— DB  ;  donc  CD=CE=JED  ;  donc,  etc. 

(867)  Sco.  1.  FROB.  Donc,  étant  donné  la  somme 
AD+DB  de  deux  lignes  AD,  DB  et  leur  dif):érenoe  ED 
pour  trouver  les  deux  lignes  ;  il  n'y  aura  qu'à  njouter  à 
AC,  moitié  de  la  somme  des  deux  lignes,  ]a  moitié  CD  de 
la  différence,  pour  avoir  le  plus  grand  segment  AD  ;  et  de 
la  moitié  de  la  somme  des  deux  lignes,  retrancher  la  moitié 
de  la  difif^reuce,  pour  avoir  le  plus  petit  segment  DB. 

(868)  Sco.  2.  PROB.  Ce  que  l'on  vient  de  dire  au  sujet 
de  la  somme  et  diiSérence  de  deux  ligues  s'appliquera  égale- 
ment à  toutes  autres  quantités  de  même  espèce  (25)  ;  car  ce 
qui  est  dit  des  lignes  s'entend  des  nombres  d'unités  de  me- 
sure de  ces  lignes  ;  or  ces  nombres  peuvent  également  repré- 
senter ceux  de  deux  surfaces  ou  solides  on  encore  de  deux 
angles  ;  donc,  en  général,  on  pourra  toujours  trouver  deux 
quantités  quelconques  de  même  espèce,  étant  donné 
leur  somme  et  leur  diâérence. 


FBOP.  XXIII.  THÉOR. 


(369)  Si  l'on  divise  ime  ligne  AB  en  deux  parties 
égales  au  point  C  et  en  deux  parties  inégales  au  point  D  ; 
le  rectangle  des  parties  inégales  AD,  DB,  plus  le  carré 
de  la  ligne -CD  entre  les  points  de  section,  est  équivalent 
au  carré  de  la  moitié  de  la  ligne  ;  c.-à-d.  que  l'on  aura 
AD.DB-}-0D2=0B2. 
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Soit  CF  lo  carré  sur  CB  moitié  A  C         D      B 

de  la  ligne  donnée.  Faisant  BN= 
BD  et  inenunt  les  parallèles  NE, 
DG  et  AK,  l'on  aura  comme  dans  L       /  [H 

lo  dernier  théor.  (359)  DN=DB^, 

LG=CD2    et    AII=AD.DB=le  E         G      ï" 

rectangle  des  parties  inégales.  Maintenant  parce  que  BF= 
BC=AC  et  parce  que  AK=DH=DB,  le  rectangle  DF=AL 
et  DF+CII=AL+CH=AII  ;  or  le  gnomon  GNC  plus  le 
carré  LG=CF  ;  donc  aussi  AIH-LG=CF,  ou  AD.DB+ 
CD'^=CB^  ;  donc,  etc. 

(370)  Cor.  1.  Il  suit  de  cette  prop.  que  la  difiërenoe  entre 
les  carrés  de  deux  lignes  Inégales  AC,  CD  ou  CB,  CD,  est 
équivalente  au  rectangle  de  leur  somme  AD  et  de  leur 
diffërenoe  DB  ;  c-à-d.  AC'^—CD^  ou  CB^— .CD^=(AO+CD) 
(AC— CD). 

(371)  Sco.  1.  Soit  AC=a,  CD=6;  alors  AD=a+6,  et 
DB=a — b;  donc  (a-f6)x(« — h)=c? — 6^,  c.-à-d.  le  produit 
de  la  somme  et  de  la  diflfërenoe  de  deux  quantités  (24) 
est  égal  à  la  difTérence  de  leurs  carrés. 

(372)  Cor.  2.  De  tous  les  rectangles  contenus  par  les 
segments  d'ime  ligne  donnée,  le  plus  grand  est  le  carré 
décrit  sur  la  moitié  de  la  ligne. 

Car  par  la  prop.  co  carré  est  équivalent  au  rectangle  des 
*  segments  de  la  ligne  plus  quelque  chose  ;  d'où  il  suit  que  le 
rectangle  eu  question  est  équivalent  au  carré  de  la  moitié 
de  la  ligue  moins  quelque  chose;  donc  le  rectangle  est 
moindre  que  le  carré,  ou  le  carré  est  plus  grand  que  le  rec- 
tangle. 

^373)  Sco.  2.  PROB.  Il  suit  de  cette  prop.  que  pour  divi- 
ser une  ligne  donnée  AB  de  manière  que  le  rectangle 
AD.DB  de  ses  segments  soit  équivalent  à  un  carré  don- 
né ;  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  pour  fidre  im  rectangle 
équivalent  à  un  carré  donné  et  ayant  la  somme  de  ses 
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côtés  a4jaoents  égale  à  une  ligne  donnée  ;  pourvu  tou- 
jours (872)  que  la  surface  du  carré  donné  ne  soit  pas  plus 
grande  que  celle  du  carré  de  la  moitié  de  la  ligne  donnée  ; 
il  n'y  a  qu'à  bissecter  (244)  la  ligne  donnée  en  0,  et  faire 
(309)  CD  égal  au  côté  d'un  carré  équivalent  à  la  différence 
entre  le  carré  sur  CB  et  le  carré  donné.  Le  point  J)  divisera 
la  ligne  AB  de  la  manière  voulue  ;  c.-à-d.  AD.DB  sera  égal 
au  carré  donné. 

(874)  Autrement;  pour 
mieux  faire  saisir  la  solution 
du  prob.  ou  pour  la  rendre 
plus  ostensible  et  de  plus 
facile  application  aux  divers  X 
cas  qui  peuvent  se  présenter  ; 
soit  AB  la  ligne  donnée,  bis- 
sectée  en  C  et  inégalement  divisée  en  D.  Soit  aussi  M  le 
carré  fait  sur  AC  moitié  de  la  ligne,  et  P  le  carré  fait  sur 
CD,  ligne  entre  les  points  de  section,  et  par  conséquent  (866) 
égal  au  carré  de  la  demi-différence  des  parties  inégales  AD, 
DB  ;  soit  enfin  R  le  rectangle  requis  et  N  le  carré  auquel  ce 
rectangle  doit  être  équivalent  en  surface. 

Par  la  prop.  (369)  AD.DB+CD^=CB^  ou  AC^  ;  mais  par 
hyp.  AD.DB=AD.DE=R,  CD'*=P  etAC^=M;  donc  aussi 
R+P=M,  et  parce  que  R  est  équivalent  à  N  on  a  aussi 
N+P=M,  ou  M— N=P  ;  et  CD  est  le  côté  du  carré  P, 
c.-à-d.  le  côté  d'un  carré  égal  à  la  différence  entre  le  carré* 
donné  N"  et  le  carré  M  sur  la  moitié  de  la  ligne  ;  d'où  il  suit 
clairement  qu'étant  donné  AD+DE,  somme  des  côtés  d'un 
rectangle,  et  R,  surface  de  ce  rectangle  égal  au  carré  N  ;  il 
faut,  pour  trouver  AD  et  DE  séparément,  prendre  AB= 
AD-f  DE,  bissecter  AB  en  C,  sur  AC  décrire  le  carré  M, 
trouver  (809)  CD  égal  au  côté  d'un  carré  P  équivalent  à  la 
différence  entre  les  carrés  M  et  I^,  c.-à-d.  (366)  jgal  à  la 
demi-différence  entre  Iss  parties  AD,  DB  ou  entre  les  côtés 
AD,  DE  du  rectangle  requis  ;  et  enfin»  (867)  à  AC  demi- 
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somme  des  côtés  adjacents  du  rectangle  ajouter  CD  pour 
avoir  le  plus  grand  côté  AD,  et  de  AC  ou  de  son  égal  CB 
soustraire  CD  pour  avoir  le  plus  petit  côté  DB=DE. 

(375)  Soc.  3.  PROB.  S'il  s'agissait  de  fkire  un  rectangle 
AE  égal  en  surfkoe  à  un  carré  donné  N  et  ayant  la  dif- 
férence entre  ses  côtés  adjacents  égale  à  une  ligfhe  don- 
née CD;  il  est  clair  d'après  ce  qui  précède  qu'il  faudrait 
trouver  (308)  AC  égal  au  côté  d'un  carré  M  équivalent  à 
la  somme  du  carré  donné  N"  et  de  celui  P  de  la  moitié  de  la 
diiFérence  donnée  ;  puis,  comme  dans  le  dernier  cas,  trouver 
AD=AC+CD  et  DE=AC— CD. 

(376)  Sco.  4.  PROB.  Il  suit  aussi  que  pour  fkire  un 
carré  K  équivalent  à  une  figure  rectiUgne  donnée  ;  il 
faut  d'abord  faire  (293)  un  rectangle  AE  équivalent  à  la  fig. 
rect.  donnée  ;  prolonger  ensuite  l'un  AD  des  côtés  de  ce 
rectangle  d'une  quantité  DB  égale  à  l'autre  côté  DE,  bissec- 
ter  AB  en  C,  et  faire  (309)  le  côté  du  carré  requis  N  égal  à 
celui  d'un  carré  équivalent  à  la  différence  entre  les  carrés 
M  et  P. 

(377)  REM.  Si  dans  les  trois  derniers  problêmes  les 
données  étaient  numériques  ;  on  arriverait  facilement  aux 
solutions  numériques,  en  se  rappelant  ce  qui  a  été  dit  aux 
paragraphes  (24)  et  (333). 

En  effet,  N"  ou  R  serait  alors  représenté  par  le  nombre 
d'unités  de  mesure  dans  le  rectangle  en  question  et  prove- 
nant de  la  multiplication  de  ses  côtés  adjacents  AD,  DE  ;  M 
serait  le  carré  du  nombre  d'unités  de  mesure  dans  AC,  et  P 
cselui  du  nombre  d'unités  de  mesure  dans  CD. 

Cela  posé,  si  les  données  étaient  comme  dans  le  premier 
cas  (373)  ;  savoir  :  AB,  et  li=K  pour  trouver  AD  et  DB  ou 
AD  et  DE  ;   l'on  obtiendrait  ces  inconnus  en  faisant  AD= 

AC+CD=AC+T/ACg— AD.DE=AC+t/M^^,  et  DB  ou 
DE=AB— AD=AC— i/M— R. 

Dans  le  second  cas  (875)  où  les  données  étaient  CD  et  R, 
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on  trouverait  AD=CD+i/CDVB=C+Dv/P+K,  et  DE= 
AB— AD=i/PH-R— CD. 

Dans  le  troisième  cas  (376)  où  il  s'agit  de  faire  un  carré 
N  équivalent  en  surface  à  une  figure  rectiligne  donnée,  il 
est  clair  que  l'opération  arithmétique  se  réduit  à  extraire 
la  racine  carrée  du  nombre  d'unités  de  mesure  dans  la  fig. 
rect.  donnée  pour  avoir  la  longueur  du  côté  du  carré  de- 
mandé. 
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(378)  SiAC=CD,  AD  sera 
une  ligne,  bissectée  en  C  et 
prolongéejusqu'en  B.  Alors, 
la  construction  étant  sous  d'au- 
tres rapports  analogue  à  celle 
de  la  fig.  du  dernier  théor. 
(369),  LG  sera  le  carré  sur  la 
la  moitié  de  ligne  AD,  et  CF  le  carré  sur  la  ligne  CB  com- 
posée de  la  moitié  CD  de  la  ligne  donnée  et  de  la  partie  p  i- 
longée  BD,  et  comme  AC=CD=NF,  AL  sera=HF  ;  ce  qui 
donnera  le  gnomon  CNG=A]S'=AB.DB  ;  donc  : 

Si  une  ligne  AD  est  divisée  en  deux  parties  égales  AC, 
CD  et  prolongée  d'une  quantité  queloonque  DB  ;  le  rec- 
tangle AIT  contenu  par  la  ligne  entière  AB  ainsi  prolon- 
gée et  la  partie  prolongée  DB,  plus  le  carré  LG  de  la 
moitié  de  la  ligne  AD  ;  est  équivalent  au  carré  CF  de  la 
ligne  CB  composée  de  la  moitié  de  la  ligne  donnée  et  de 
la  partie  prolongée  ;  ou  AB.DB+CD^=CB^. 

(379)  Sco.  1.  Soit  AD=2a,  et  DB=6  ;  alors  AB=2a+6 
et  CB=a-f  6.  Maintenant  par  multiplication  b  (2a+6)= 
2a6+6^  ;  ajoutant  a^  de  part  et  d'autre,  on  aura  b  (2a+6) 
.\a^=a^+2ab-\-b2;  donc  b  {2a-\-o)+a^={a+b)  ^- 
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(380)  Soo.  2.  PROB.  Il  suit  du  dernier  cor.  que  pour 
prolonger  une  ligne  AD  d'iine  quantité  DB  telle,  que  le 
rectangle  AB.DB  de  la  ligne  ainsi  prolongée  et  de  la 
partie  prolongée  soit  équivalent  à  un  carré  donné  ;  il  n'y 
a  qu'à  bissecter  en  C  la  ligne  donnée  AD,  et  faire  (306)  CB 
égal  au  côté  d'un  carré  CP  équivalent  a  la  somme  du  carré 
LG  de  la  moitié  de  la  ligne  et  du  carré  donné. 

(381)  Sco.  3.  PROB.  Diviser  une  ligne  F  G 
AB  en  deux  parties  AH,  HB  telles  que 
le  rectangle  de  la  ligne  entière  AB  et  de 
l'ime  HB  de  ses  parties  soit  équivalent 
au  carré  de  l'autre  partie  AH  ;  c.-à-d., 
diviser  AB  en  H  de  manière  que  AB.BH  E 
=AH2 

Soit  AD  le  carré  sur  AB  ;  bissectez  AC 
en  E,  joignez  EB,  faites  EF=EB,  sur  AF 
faites  le  carré  FU  et  par  le  point  H  menez  HK  parallèle  à 
BD.  Le  point  H  partagera  la  ligne  donnée  de  la  manière 
requise. 

En  eifet  AC  est  une  ligne  droite  bissectée  en  E  et  prolon- 
gée jusqu'en  F,  et  par  cette  prop.  on  a  CF.FA  + AE^=EF^= 
EB^,  puisque  EF=EB  par  constr.  Mais  à  cause  du  triangle 
rectangle  BAE,  l'on  a  EB'^=-AB^+AE^;  donc  CF.FA  + 
AE^=AB^+AE^;  retranchant  AE^  de  part  et  d'autre,  il 
reste  CF.FA=AB2. 

Maintenant,  parce  que  FH  est  par  constr.  un  carré,  on  a 
FG= AF;  donc,  FK=CF.FA  et  CF.F  A  vient  d'être  prouvé= 
AB^  ou  ad  ;  donc,  FK=AD,  et  des  quantités  égales  FK,  AD 
retranchant  la  quantité  commune  AK,  il  reste  (77  Ax.}FH= 
HD.  Enfin,  parce  que  HK  est  par  constr.  parallèle  a  BD, 
HD=BD.BH= AB.BH  ;  donc,  AB.BH=AH^  ;  donc,  etc. 
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(382)  Si  l'on  divise  une  ligne  AB  en  deux  parties  quel- 
conques ;  le  carré  de  l'une  AC  des  parties  plus  quatre 
fbis  le  rectangle  AB.BC  de  la  ligne  entière  et  de  l'autre 
partie  BC,  est  équivalent  au  carré  de  la  ligne  AD  com- 
posée de  la  ligne  donnée  et  de  la  seconde  partie  BC.  Ea 
d'antres  termes  l'on  aura  4AB.BC  + AC^=AD^. 

Puisqueparhyp.  AD=AB+BC,  il    A  C     B     D 

est  clair  que  BD=BC.      Soit  AF  le 

carré  sur  AD.    Faites  DN=NO=DB  ^1 ~l    ">l^    ^^ 

=BC,  meiiez  les  parallèles  NM,  01,    I ±jf- — I |q 

BL,  CH.  Il  est  clair  d'après  ce  qui  a 
été  dit  aux  paragraphes  (359)  et  (361) 
que  CK,  GR,  KO  et  BN  sont  tous  des 
carrés  égaux,  que  AG,  MP,  PL,  RF 
sont  tous  des  rectangles  égaux,  et  que  IH  est  égal  au  carré 
sur  AC.  Maintenant,  aux  rectangles  égaux  AQ,  MP,  etc. 
ajoutant  les  carrés  égaux  CK,  GR,  etc.,  on  a  (76  Ax.)  les 
rectangles  AK,  MR,  KF  égaux  entre  eux  et  PL  +  BN=AK. 
Or,  ces  quatre  quantités  augmentées  du  carré  IH  complè- 
tent le  carré  AF,  et  parce  que  chacun  des  rectangles  AK, 
etc.,  =AB.BK= AB.BC,  on  a4AB.BC  +  AC^=AD^;donc., 
etc. 

(383)  Cor.  De  là,  comme  AD  est  la  somme  et  AC  la  dif- 
férence des  lignes  AB,  BC;  le  carré  de  la  différence  entre 
deux  lignes,  plus  quatre  fois  le  rectangle  contenu  par 
ces  lignes,  est  équivalent  au  carré  de  la  somme  des 
deux  lignes. 

(384)  Sco.  Soit  AB=a,  AC==c,  CB=6;  alors  AD=c+26. 
Maintenant,  puisque  a=6+c,  multipliant  de  part  et  d'autre 
par  46,  l'on  aura  4a6=46^+46c  ;  et  ajoutant  ^  à  chaque  côté 
de  l'équitation,  l'on  aura  4a6  +  c^=c^  +  46c+46^,  ou  4ab  +  c^ 
={c+2bf. 
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(385)  Si  l'on  divise  une  ligne  AB  en  deux  parties  égales 
AC,  CB  et  en  deux  parties  inégales  AD,  DB  ;  la  somme 
des  carrés  AD'^,  DB'^  des  deux  parties  inégales,  est  double 
du  carré  AC^  de  la  moitié  de  la  ligne  AB  et  du  carré  CD2 
de  la  ligne  entre  les  points  de  section  5  ou  AD^+DB  = 
2AC'^+2CD^. 

Soit  AF  le  carré  sur  AB  et  EB  ^ 
sa  diagonale.  Faites  AM=AC, 
MN=CD,  menez  les  parallèles  MK, 
NL,  CG,  DH  et  par  les  points  V,  P, 
où  DU,  NL  rencontrent  la  diago-  M 
nale,  menez  les  parallèles  VZ,  PO. 
Il  est  clair  d'après  ce  qui  a  été  dit  N 
aux  paragraphes  (359)  et  (361)  que  E 
ZT,  QS,  OR  sont  tous  des  carrés 
égaux  l'un  à  l'autre  et  au  carré  sur  CD.  Il  est  clair  aussi 
que  SF  est  égal  au  carré  sur  DB,  AS  le  carré  sur  AD,  et  que 
les  rectangles  CV,  MP,  RH,  TL  sont  tous  égaux  l'un  à 
l'autre. 

Il  est  donc  à  démontrer  que  AD'Vi>B^=2AC^+2CD^  ou 
que  AS+SF=2AQ+2QS.  Parce  que  CB=AC,  QF=AQ; 
donc,  2AQ+2QS=AQ+QF+2QS,  et  parce  que  QS=ZT= 
OR,  AQ+QF+2QS-:AQ+QF+ZT-i-0R.  Si  maintenant 
ces  quatre  dernières  figures  complétaient  les  carrés  AS  et 
SF,  la  yérité  du  théor.  serait  évidente  et  Ton  aurait  AS-f- 
SF=AQ+QF+ZT+OR.  Concevons  TL,  qui  fait  partie 
du  carré  QF,  superposée  à  son  égale  CV,  et  RH,  qui  est  une 
autre  partie  du  carré  QF,  superposée  à  son  égale  MP  ;  et  il 
devient  clair  enfin  que  les  parties  AQ,  QF,  ZT  et  OR  du 
second  membre  de  l'équation  recouvrent  exactement  celles 
AS,  SF  du  premier  membre  de  l'équation  et  leurs  sont  par 
conséquent  (85.  Ax.)  équivalentes  ;  donc,  etc. 
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(886)  Soo.    Si  AC=a,  CD=6  ;  AD  sera  =a-\-h  et  DB= 
a-b  et  l'on  aura  (a+ôf  H-(a-6f =2a^+26^. 
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(887)  Si  une  ligne  AB  est  bisseotée  en  C  et  prolongée 
Jusqu'en  un  point  quelconque  D  ;  le  carré  de  la  ligne  en- 
tière AD  ainsi  prolongée,  plus  le  carré  de  la  partie  pro- 
longée BD,  est  équivalent  àdeuxfbisle  carré  de  la  moitié 
AC  de  la  ligne  bisseotée,  plus  deux  fbis  le  carré  de  la 
ligne  CD  composée  de  la  moitié  CB  et  de  la  partie  pro. 
longée.    C'est-àdire,  AD^+BD^=2AC2+2CD2. 


Soit  AP  le  carré  sur  AD. 
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Ayant  ^ 
fait  AM=AC=CB=MN,  il  reste  NE 
=BD.   Menez  les  parallèles  BH,  CG, 
MK,  NL,  et  parce  que  tous  les  angles  ^ 
sont  droits  et  que  (271)  les  parallèles 
entre  parallèles  sont  égales  ;  il  est  clair  ^ 
que  AQ,  QS,  CT  et  MR  sont  des  carrés 
égaux  et  BK,  TL,  BH,  NG  des  rect- 
angles égaux.    Il  est  éyident  aussi  que  AQ  est  le  carré  sur 
AC,  QF  le  carré  sur  CD  et  SF  celui  sur  BD. 

Cela  posé,  il  est  à  démontrer  que  AD^+BD^=2AC^+2CD^ 
ou  que  AF+SF=2AQ+2QF.  Pour  2AQ  prenons  son  égal 
AT  et  pour  2QS  prenons  son  égal  M8,  il  reste  BL=2TL  et 
NH--2RH;  mais  2QSH-2TL-1 2RH+2SF=2QF  ;  donc  la 
figure  entière  AF  contient  2AQ  et  2QF  avec  l'exception 
seulement  d'une  fois  SF  ;  donc  AF+8F  contient  deux  fois 
AQ+QF  ou  ACVCD^;  donc  AD*+BD^=2AC2+2CB^  ; 
donc,  etc. 

(388)  Sco.  Soit  AC=:«,  BD=6;  alors  AD=2a+ô  et  CD= 
a+6.  Maintenant  (2a+ô)^H-6'^=4a^H-4aH26^  ;  mais  4a^+4a6+ 
2h^=2(^-\-2{a-{-hf  )  de  là  {2a-\-hf  ~\-l?=^2c?-\-2{a-\-hf. 
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(389)  Dans  tout  triangle  ABC,  le  carré  d'un  côté  AC 
opposé  à  un  angle  aigu  B  est  moindre  que  la  somme  des 
carrés  des  deux  autres  côtés  AB,  BC,  de  deux  ibis  le  rect- 
angle de  la  base  BC  et  de  la  distance  BD  de  l'angle  aigu 
B  au  pied  de  la  perpendiculaire  AD  tombant  de  l'angle 
opposé  A  sur  la  base  BC  prolongée  s'il  le  fkut.  C-à-d. 
AC^^AB^+BC'-*— 2BC.BD. 

On  a  (362)  dans  les  deux 
cas,  B0*  +  BD'*=2BC.BD  + 
CD'**.  Ajoutez  AD'^  de  part  et 
d'autre  ;  il  viendra  BC^+BD^ 
+  AD^  -=  2BC.BD  +  CD^  + 
AD^.  Maintenant,  à  cause  des 
triangles  rectangles  ADB,  ADC,  on  a  (305)  dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  BD^+AD^=AB'*,  et  dans  le  second 
membre,  DC^+ AB2=AC^.  Substituant  donc  à  BD*+AD* 
du  premier  membre,  son  égal  AB  ,  età  00^^+ AD*  du  second 
membre,  son  égal  AC*;  il  vient  BC*+AB*=2BC.BD+AC*, 
et  par  transposition  AC*=BC*+ AB*— 2BC.BD  ;  c-à-d.  que, 
AC*  est  moindre  que  BC*+ AB*  de  deux  fois  le  rectangle 
BC.BD  ;  donc,  etc. 

(390)  Sco.  D'ailleurs,  si  la  perpendiculaire  tombe  en 
dehors  de  la  figure,  on  a  CD=BD— BC;  or  CD*=BD*+ 
BC*— 2BD.BC  (362)  et  à  cause  des  triangles  rectangles  ADO, 
ADB,  on  a  CD*+AD*=AC*etBD*+AD*=AB*;  ajoutant 
donc  AD*  à  chaque  côté  de  l'équation,  il  vient  CD*+AD*= 
BD*+ AD*+BC^— 2BD.BC  ;  c'est-à-dire, AO*=AB^+CB*— 
2BD.B0. 


I 


li 


¥». 


m 


108 


OÉOlCfiTRIE. 


¥k 


PROF.  XXIX.  THÉOR. 


M 


(391)  Dans  tout  triangle  obtus-angle  ACB,  le  oarré  du 
côté  AB  opposé  à  l'angle  obtus  C  est  plus  grand  que  la 
somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  BC,  AO,  de  deux 
fbis  le  rectangle  contenu  par  la  base  BO  et  la  distance 
CD  de  l'angle  obtus  C  au  pied  de  la  perpendiculaire  ÀD 
abaissée  du  sommet  A  de  l'angle  opposé  sur  la  base  BC 
prolongée.    C'est-à-dire,  AB^=AC^+BC^+2BC.CD. 

Parce  que  BD  est  une  ligne  divisée  en 
deux  parties  quelconques  BC,  CD,  on  a 
(359)BD2=BC^+CD*'*+2BC.CD  ;  à  cha- 
que  membre  de  cette  égalité  ajoutez  AD'^^ 
et  il  viendra  BD^+AD''^=CD2+AD'^+ 
BC^+2BC.CD.  Mais  à  cause  des  trian- 
gles rectangles  ADB,  ADC,  l'on  a  (305)  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  BD^+AD^=AB^,  et  dans  le  second 
membre  CD^+ AD^=AC  ;  remplaçant  donc  dans  le  premier 
membre  BD^+AD^  par  son  égal  AB^  et  dans  le  second 
membre  CD^+AD^  par  son  égal  AC^,  on  obtient  AB^= 
AC*+BC*-+-2BC.CD;  c-à-d..  que  AB^  excède  AC^+BC^  de 
deux  fois  le  rectangle  BC.CD;  donc,  etc. 

(392)  Cor.  Le  triangle  rectangle  est  le  seul  où  les  car- 
rés décrits  sur  les  côtés  soient  équivalents,  pris  ensemble, 
au  oarré  décrit  sur  l'hypoténuse  ou  troisième  côté  ;  car 
si  l'angle  compris  par  les  deux  côtés  est  aigu,  la  somme  de 
leura  carrés  sera  par  la  dernière  prop.  plus  grande  que  le 
carré  du  côté  opposé  ;  et  Ton  vient  de  voir  que,  si  l'angle 
est  obtus,  la  somme  des  carrés  sera  moindre  que  le  carré  du 
côté  opposé. 
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(393)  Dcms  un  triangle  quelconque  ABC,  si  l'on  mène 
une  ligne  droite  AE  du  sommet  A  au  milieu  E  de  la  base 
BC  ;  la  somme  de  deux  fbls  le  carré  de  cette  ligne  AE  et 
dtj  deux  fbls  le  carré  de  la  demi-base  BE  ou  EC  est  équi- 
valente à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  A  B, 
AC  du  triangle.   C-à-d.,  on  aura  2AE'^  +  2BE'^=AB'V  AC*. 

Soit  AD  perpendiculaire  sur 
BC  ;  aiors  AEC  étant  un  trian- 
gle quelconque,  on  aura  par  l'a- 
vant-dernière prop.  AC^=AE^-}- 
EC^  — 2EC.ED,  et  le  triangle 
AEB  étant  obtus-angle,  on  aura 

par  la  dernière  prop.  AB^=AE^  +  EB2  +  2BE.ED;  donc, 
AC^et  AB^  pria  ensemble  équivalent  à  2AE'^+2BE^,  re- 
marquant que  EC*=EB^  et  ECVEB2=2EB^  parce 'que 
EC=EB,  et  que,  pour  la  môme  raison,  — 2EC.ED  équivaut 
à  et  détruit  +2BE.ED,  laissant  comme  on  vient  de  le  dire 
AC^+AB''*=2AE^+2BE2;   donc,  etc. 

(394)  Cor.  I.  De  là,  dans  tout  ^ 
parallélogramme  BD,  la  somme 
des  carrés  fklts  sus  les  côtés  est 
égale  à  celle  des  carrés  faits  sur 
les  diagonales  ;  c-à-d.,  AB^-fBC'^ 
+AD^+DC^=BD2-fAC^ 

Parce  qne  les  diagonales  BD,  AC  se  bissectent  mutuelle- 
ment (283)  et  donnent  AE=EC  et  BE==ED  ;  ABC,  ADC 
sont  deux  triangles  dans  chacun  desquels  une  ligne  est  me- 
née du  sommet  au  'oiilieu  E  de  la  base  commune  AC,  et 
par  cette  prop.  l'on  a  AB^-|-BC^=2AE^4-2BE^  et  de  même 
AD^+DC^=2AE'^+2DE'^.  Maintenant,  faisant  attention 
que  2BE^=2ED^  à  cause  de  BE=ED;  l'on  aura,  en  ajoutant 
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ensemble  les  membres  (26)  correspondants  des  deux  équa- 
tions, AB''^+BC^4-AD"^-fDC"-=4AE*+4DE^;  mais,  parce 
que  (215)  le  carré  décrit  sur  une  ligne  est  égal  à  quatre  fois 
le  carré  décrit  sur  la  moitié  de  cette  ligne,  4AE''^--AC'^  et 
4DE*=BD*^  donc  AB^fBC'^  +  AD'^+DC~-AC2+BD''^. 

(395)  Cor.  2.  Puisque  par  cette  prop. 
AB'^+AC''^-2BDV2AP'^,  que  les  tri- 
angles  rectangles  AEB,  AEC  donnent 
AB'^-=AE''^+BE'^  et  que  AC*=AE''^+ 
CE*^  ;  il  suit  de  ces  égalités  que  2AEV 
BE^+CE*=2Aiy'^+2BD*^;  mai8  2AD^ 
=2AE2+2DE^  parce  que  AED  est  un 
triangle  rectangle,  et  en  substituant,  à  2AD''*  dans  la  der- 
nière équation  son  égal  2AE^+2DE^  il  vient  2AE^+BE2+ 
CE''^--2AE^+2DE2+2BD^  ;  supprimant  de  part  et  d'autre  le 
terme  2AE^  il  reste  BE^+CE*=-2DE''^+2BD^;  c'est-à-dire, 
que: 

Si  dans  un  triangle  quelconque  on  abaisse  uneperpen- 
dioulaire  du  sommet  sur  la  base  et  que  l'on  bisseote  la 
base  ;  la  dlâTérenoe  entre  la  somme  des  carrés  des  seg- 
ments de  la  base  fkits  par  la  perpendiculaire  et  deux 
fbis  le  carré  de  la  demi-base,  est  équivalente  à,  deux  fois 
le  carré  de  la  ligne  entre  les  points  de  section,  ou  à  deux 
fbis  le  carré  de  la  demi-dl£fërence  (366)  des  segments. 
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(396)  Si  du  sommet  C  d'im  triangle  isocèle  ABC  l'on 
mène  ime  ligne  CE  à  la  base,  la  difiérence  entre  le  carré 
CE^  de  cette  Ugne  et  celui  CA^  ou  CB^  du  côté  du  tri- 
angle isocèle  est  équivalente  au  rectangle  AE.E6  des 
segments  de  la  base. 
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Soit  CD  perpendiculaire  sur 
AB  ;  on  aura  (285)  AB=:DB 
et  parce  que  ADC,  EDO  sont 
des  triangles  rectangles,  on 
aura  AC'^^AD'-^+CD^  etEC^ 
=ED'^+CD'^;  d'où  il  est  clair 


A      I!    31  s 

que  la  différence  entre  AC^  et  EC^  est  égale  à  celle  entre  AD8 
et  ED^.  Mais  (370)  AD2~ED''^=(AD+ED)  (AD-ED)= 
AE.EB;  car  DB=AD  et  par  conséquent  AD+ED=EB; 
donc,  AC^— EC^=AE.EB  ;  donc,  etc. 

(397)  Soc.  Si  la  ligne  OF  menée  du  sommet  tombe  en 
dehors  du  triangle,  ou  svir  la  base  AB  prolongée,  les 
segments  seront  alors  FB,  FA,  et  on  aura  FC^ — AC^=:FB. 
FA  ou  la  difiërenoe  entre  le  carré  FC^  de  la  ligne  menée 
du  sommet  et  le  oarré  AC  du  oôté,  équivalente  au 
rectangle  de  la  base  ainsi  prolongée  et  de  la  partie 
prolongée. 

En  effet,  FC^-CD^+FD^  et  AC^^CD^-jAD^;  donc, 
FC^-AC2=FD^-AD^  mais  (370)  FD2-AD'^=(FB+AD) 
(FD— AD)=FB.FA  puisque  DB=DA;  donc,  FC^— AC^--^ 
FB.FA. 

PROF.  XZXII.  THÉOS. 

(398)  Le  oôté  AB  et  la  diagonale  BD  d'un  oarré  AC 
sont  incommensurables  (50  et  52) 

En  effet,  soit  DE= AD,  joignez 
AE  et  au  point  E  menez  EF  per- 
pendiculaire à  BD.  A  cause  de 
AD=DE  par  hyp.,  le  triangle 
ADE  sera  isocèle  et  donnera  les 
angles  à  la  base  égaux,  savoir  : 
D AE  à  DEA  ;  mais  ceux  DAF, 
DEF  sont  aussi  égaux,  étant 
droits,  et  si  de  quantités  égales  on  retranche  des  quantités 
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égales  les  restes  seront  égaux  ;  doue,  DAF— DAE=DEF— 
DEA  ;  donc,  FAE=FEA  et  le  triangle  EFA  est  isocèle  et 
a  ses  côtés  EF,  AF  égaux. 

Dans  le  triangle  BEF  on  a  l'angle  BEF  droit  par  constr. 
et  celui  EBF  égal  à  la  moitié  d'un  angle  droit;  donc  aussi 
l'angle  EFB  est  égal  à  la  moitié  d'un  angle  droit  ;  puisque 
la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  quelconque  vaut 
deux  angles  droits  ;  donc,  BEF  est  un  triangle  isocèle  et 
donne  EF=BE.  Mais  EF  a  été  prouvé  =AF,  donc,  aussi 
(68  Ax.)  BE=AF. 

Sur  FB  diagonale  du  carré  HE  portez  FO=BE,  ce  qui 
donne  A0=2BE.  Le  reste  BE  de  la  diagonale  BD  ou  la 
diôérence  entre  cette  diagonale  et  le  côté  AB  du  carré  est 
donc  contenu  deux  fois  dans  ce  côté  avec  un  reste  OB. 

Sur  le  reste  OB  faisant  un  nouveau  carré  OK,  l'on  aurait 
encore  ce  reste  OB  contenu  deux  fois  dans  le  côté  IIB  du 
second  carré,  avec-un  second  reste,  et  l'on  pourrait  continuer 
indéfiniment  cette  subdivisicn,  trouvant  à  chaque  pas  un 
nouveau  reste,  et  par  conséquent  sans  pouvoir  jamais  arriver 
au  rapport  exact  entre  les  quantités  données  ;  donc,  etc. 
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(399)  Dans  le  même  oerole  ou  dans  les  oerole^i  égaux, 
les  angles  égaux  au  centre  (199)  ACB,  ACD  sont 
sous-tendus  par  des  aros  égaiix  BA,  DA;  et  réciproque- 
ment les  arcs  égaux  sous-tendent  des  angles  égaux  au 
centre. 

Si  le  demi-cercle  AFE  tourne  autour  àw  diamètre  AE  do 
manière  à  se  reposer  sur  le  demi-cercle  AKE,  la  ligne  courbe 
EFBA  tombera  exactement  sur  celle  EEDA,  comme  on  l'a 
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vu  (188).  Maintenant,  parce  que  l'angle  AOB=ACD  par 
hyp.,  la  ligne  CB  tombera  sur  celle 
CD  et  le  point  B  sur  le  point  D,  à 
cause  de  BC=DC,  rayons  d'un 
même  cercle.  Donc  l'arc  AB  tom- 
bera sur  l'arc  AD  et  lui  sera  é^al. 

(400)  Réoiproquexnent,  si  l'arc 
AB=AD,  l'angle  au  centre  ACB 
appuyé  sur  l'arc  AB  sera  égal  à  *"  ï 
celui  ACD  appuyé  sur  l'arc  AD  ;  car,  en  appliquant  comme 
auparavant  le  demi-cercle  AFE  sur  celui  AKE,  l'aro  AB 
tombera  sur  son  égal  AD  et  le  point  B  sur  le  point  D,  et  à 
cause  du  point  C  commun,  le  rayon  BC  tombera  sur  DO  et 
l'angle  ACB  sur  l'angle  ACD  ;  donc,  les  arcs  égaux  AB,  AD 
sous-tendent  des  angles  égaux  au  centre  ACB,  ACD  ;  donc, 
etc. 

(401)  Cor.  1.  Le  diamètre  partaife  le  oerole  et  sa  oir- 
oonfërenoe  en  deux  parties  égales  ;  conclusion,  d'ailleurs, 
que  l'on  a  déjà  tirée  (188)  de  la  déf.  même  d'un  cercle. 
Réciproquement,  la  ligne  qui  partage  le  cercle  en  deux 
parties  égales  est  un  diamètre. 

(402)  Soo.  L  Un  arc  de  cercle  dont  la  corde  est  un  dia- 
mètre, est  une  demi-circonfiSrence,  et  le  segment  inclus 
est  un  demi-cercle. 

(408)  Cor.  a.  La  corde  AB  est  égale  à  celle  AD,  à  cause 
du  point  B  tombant  sur  le  point  D  et  du  point  A  commun  ; 
donc,  les  arcs  égaux  sont  sous-tendus  par  des  cordes 
égales  et  réciproquement  les  cordes  égales  sous-tendent 
des  arcs  égaux. 

(404)  Cor.  3.  Donc,  les  angles  égaux  au  centre  sont 
sous-tendus  par  des  cordes  égales;  et  réciproquement 
les  cordes  égales  sous-tendent  des  angles  égaux  au 
centre. 

(400)  Cor.  4.  La  ligne  AO  qui  bissecte  l'angle  BCb 
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au  centre  d'un  oerole,  blsseote  aussi  l'arc  BAD  et  la 
corde  BD  sous-tendus  par  cet  angle. 

L'arc  BD  est  bissecté  en  A,  puis- 
que par  hyp.  l'angle  ACB=ACD= 
^BCD  et  que  par  cette  prop.  les 
angles  égaux  au  centre  8ont*80us- 
tendus  par  des  arcs  égaux.  La  corde  A  j 
BD  est  bissectée  en  L  ;  car  le  point 
B  tombe  sur  le  point  D,  et  le  point  L 
est  commun  ;  donc  BL=DL=|BD. 

(406)  Cor.  5.  Parce  que  BD  est  une  ligne  droite  et  que 
BL  tombant  (par  superposition)  sur  DL  fait  les  angles  de 
suite  BLC,  DLC  égaux  ;  il  s'en  suit  que  les  angles  en  L  sont 
droite  (132)  et  que  la  ligne  AC  qui  bissecte  l'angle  BCD 
au  centre  d'un  cercle,  est  perpendic:llaire  à  la  corde  BD 
sous-tendue  par  cet  angle  ;  et  réciproquement,  luie  ligne 
perpendiculaire  au  milieu  d'une  corde,  bissecte  7'angle 
au  centre  et  l'arc  sous-tendue  par  cette  corde,  et  elle 
passe  par  le  centre,  puisqu'elle  bissecte  l'angle  qui  a  son 
sommet  au  centre;  car  dans  ce  cas  cette  perpendiculaire  est 
la  même  que  la  bissectrice  de  l'angle,  les  deux  étant  per- 
pendiculaires à  la  corde  et  passant  par  le  centre  de  cette 
corde,    av^^ïaq^  Àtnootto-ijtnyb  oao  $s.ft  .tsTjam 

(407)  Soo.  2.  Le  centre  C  du  cercle,  le  point  milieu  L 
de  la  corde  et  le  point  milieu  A  de  l'arc  sous-tendu  par 
cette  corde,  sont  trois  points  situés  sur  la  même  li^e 
droite  perpendiculaire  àla corde  ;  mais  deux  points  suffisent 
(108)  pour  déterminer  la  position  d'une  ligne  droite  ;  de  là, 
toute  ligne  droite  passant  par  deux  des  points  susdits 
passera  aussi  par  le  troisième  point  et  sera  perpendicu- 
laire &  la  corde.  «^c  „ 

(408)  Cor.  6.  Si  ime  ligne  AC  menée  paj:  le  centre  0 
d'un  cercle,  bissecte  ime  corde  BD  ou  une  ligne  dans  le 
oerole  ^ui  ne  passe  pas  par  le  centre  ;  elle  coupera  cette 
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ligne  à  angles  droits  ;  et  si  elle  la  coupe  à  angles  droits, 
elle  la  bissectera. 

Parce  que,  par  hyp.  AC  Ibissecte  BD,  l'on  aura  BL=DL. 
Mais  BC=DC,  rayons  d'un  même  c  rcle,  et  LC  est  commun 
aux  deux  triangles  LCB,  LCD.  Ces  deux  triangles  ayant 
tous  leurs  côtés  égaux,  sont  donc  (239)  égaux  en  toutes 
choses;  donc,  l'angle  BLC=DLC,  et  parce  qiie  BD  est  une 
ligne  droite,  ces  deux  angles  seront  (132)  droits  et  AO  par 
conséquent  perpendiculaire  à  BD. 

D'ailleurs,  la  ligne  AC  passant  par  deux  C,  L  des  trois 
points  mentionnée  dans  la  dernière  sco.  sera  aussi  pour  cette 
raison  perpendiculaire  à  la  corde. 

(409)  Réciproquement,  si  AC  est  perpendiculaire  à  BD, 
elle  bissectera  BD;  car,  comme  auparavant,  les  triingles 
LCB,  LCD  donnent  BC==DC  et  LC  commun;  de  plus,  les 

angles  en  L  étant,  par  hyp.  droits,  les  deux  triangles  LCB, 
LCB  sont  (311)  rectangh  <,  et  identiques  ;  donc  BL=DL. 

(410)  Cor.  7.  La  perp  ^adiculaire  AË  menée  par  le  mi> 
lieu  L  d'tme  corde  et  termiinée  de  part  et  d'autre  à  la 
circonférence,  est  un  diamètre,  et  le  centis:  de  ce  dia- 
mètre est  le  centre  du  cercle. 

(411)  Sco.  3.  PROB.  Donc,  pour  trouver  le  centre  d'im 
cercle  donné;  il  suffit  de  mener  dans  le  cercle  une  corde 
quelconque  BD,  au  centre  de  laquelle  on  élèvera  une  per- 
pendiculaire AE  dont  le  point  milieu  C  sera  le  centre  cherché. 

(412)  Sco.  4.  Si  dans  im  cercle  une  ligne  en  Iviaseote 
une  autre  à  angles  droits,  le  centre  dU  cercle  ae  trouve 
dans  la  ligne  qui  bissecte  l'autre.    xTaoI^t/p  p.hnimh  t^i/Yîoq 

(413)  Sco.  5.  PROB.  Il  suit  aussi  de  cette  prop.  qu'étant 
donné  ua  segment  de  cercle  DAB  pour  décrire  le  cercle 
dont  ce  segment  fkit  partie;  il  n'y  a  qu'a  prendre  sur  la 
circonférence  du  segment  donné  un  point  quelconque  A  ; 
de  ce  point  mener  des  cordes  aux  extrémités,  ou  à  deux 
autres  points  quelconques  B,  D  de  lu  circonférence  du  seg- 
ment donné  ;  et  aux  centres  H,  K  de  ces  cordes,  élever  des 
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perpendiculaires  HC,  NC  qui  passant  chacune  (406)  par  le 
centre  du  cercle,  détermineront  ce  centre  à  l'endroit  de  leur 
^.ntersection. 

(414)  SoQ.  6.  PROB.  Il  est  évi- 
dent que  la  dernière  sco.  fournit 
aussi  le  moyen  de  trouver  le  point 
qui  a  servi  de  centre  à  un  aro 
de  oerole  quelconque  j  puisque 
la  partie  de  circonférence  qui  ren- 
ferme le  segment  n'est  autre  chose 
qu'un  arc  de  cercle. 

(415)  800.  7.  PROB.  Il  suit  de  la  prop.  que  pour  bls- 
seoter  un  aro  donné  DAB  ou  DEB  ;  il  n'y  a  qu'à  joindre  par 
une  corde  BD  les  extrémités  de  l'arc  donnéi  et  du  centre  L 
de  cette  corde,  élever  une  perpendiculaire  LA  ou  LE  qui 
bissectera  l'arc,  tel  que  requis. 

En  efiet,  la  perpendiculaire  LA  fait  évidemment  partie  de 
celle  CA  qui,  étant  menée  par  le  contre  C  du  cercle  dont 
l'arc  donné  fitit  partie,  bissecterr't  (405)  cet  arc  ;  et  la  per- 
pendiculaire LE  au  centre  de  BD  passe  aussi  par  le  centre 
0  et  bissecte  l'arc  DEB. 

(41.6)  8k)0.  8.  PROB.  Par  la  même  construction,  chacune 
des  moitiés  AD,  AB  ou  iiE,  DE  pourrait  se  diviser  en  deux 
parties  égales  ;  donc,  par  des  subdivisions  suecessives,  on 
peut  diviser  un  aro  de  oerole  quelconque  en  %  4,  8, 16, 
82»  eto.»  parties  égales. 

(417)  Sco.  a  PROB.  Par  trois 
points  donnés  quelconques  A,  B,  C, 
pourvu  que  ces  points  ne  soient 
pas  dans  la  même  ligne  droite,  on 
peut  fliire  passer  une  circonff- 
rence  de  oerole  et  seulement  une. 

Si  Ton  suppose  que  la  circonfé- 
rence soit  décrite,  il  est  clair  que 
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ABC  sera  un  arc  de  cercle  quelconque  dont  le  centre  F  se 
trouve  (413)  à  la  rencontre  des  perpendiculaires  EF,  DF  aux 
centres  E,  D  des  cordes  AB,  BC  qui  joignent  les  points 
donnés  ;  donc,  réciproquement,  le  point  F  de  rencontre  des 
deux  perpendiculaires  menées  du  centre  des  cordes  qui  re- 
lient les  points  donnés,  sera  le  centre  du  cercle  qui  passera 
par  ces  points. 

(418)  De  plus,  comme  le  centre  est  eu  F,  intersection  des 
perpendiculaires,  et  (227)  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'une  in- 
tersection et  par  conséquent  qu'un  seul  centre  ;  il  est  clair 
que  par  trois  points  donnés  l'on  ne  peut  fidre  passer 
qu'une  seule  oiroonférence  de  oerole. 

(419)  Cor.  8.  On  tire  dp  la  dernière  sco.  comme  du  par. 
\2Si8)  que  deux  oercles  ne  peuvent  se  oouper  en  plus  de 
deux  points  ;  car  si  c'était  possible,  l'on  pourrait  décrire 
deux  circonférences  passant  par  les  trois  mêmes  points,  ce 
qui  par  le  dernier  par.  est  impossible. 

(^0)  Sco.  10.  PROB.  Les  troip  points  ABC  pouvant  être 
considérés  comme  les  trois  sommets  ou  angles  d'un  triangle 
quelconque,  dont  les  cordes  AB,  BC  sont  deux  quelconques 
des  côtés;  il  est  clair  que  pour  décrire  un  cercle  autour  d'un 
triangle  donné,  c-h-d.,  oirconscrire  (195)  un  oerole  à  un 
triangle  donné  ABC  ;  il  n'y  a  qu'à  élever  aux  points  mi- 
lieux de  deux  quelconques  des  côtés  du  triangle,  des  per- 
pendiculaires qui  détermineront,  à  l'endroit  de  leur  inter- 
section, le  centre  du  cercle  requis. 

(421)  Cor.  9.  Il  suit  de  la  dernière  sco.  que  les  trois 
perpendiculaires  qui  bisseotent  les  côtés  d'un  triangle 
quelconque  se  rencontrent  où  s'intersectent  en  un  même 
point,  centre  du  cercle  circonscrit. 
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(422)  Soo.  11.  PROB.  II  est 
évident  aussi  par  la  prop.  que 
pour  décrire  un  arc  de  cercle 
de  base  et  hauteur  données 

AB,  DC;  il  n'y  a  qu'à  joindre 

AC,  lîC,  et  aux  points  milieux 
E,  F  de  ces  cordes,  élever   les  perpendiculaires  EG,  FG  se 
rencontrant  en  G,  le  centre  requis. 


PROP.  XXXIV.  THÉOR. 


.;i'-.v 


) 


(423)  Dans  le  même  cercle  ou  dans  les  cercles  égaux, 
les  angles  au  centre  ACB,  ACD  sont  proportionnels  aux 
arcs  AB,  AD  qui  les  sous-tendent. 

En  effet,  puisque  par  le  dernier 
thôor.  (399)  les  angles  égaux  au 
centre  sous-tendent  des  arcs  égaux, 
et  réciproquement  ;  si  l'on  conçoit 
l'angle  ACB  divisé  en  un  nombre 
quelconque  de  parties  égales  ACE, 
ECF,  etc.,  l'arc  AB  sera  aussi  di- 
visé en  un  même  nombre  de  par- 
ties égales,  AE,  EF,  etc.  Maintenant,  si  l'angle  ACD  con- 
tient trois  angles  partiels,  chacun  égal  à  l'angle  ACE  et  que 
l'angle  ACB  en  contienne  6  ;  il  est  clair  aussi  que  l'arc  AD 
contiendra  trois  arcs  partiels  AG  égaux  à  AE  et  que  l'arc 
AB  contiendra  5  de  ces  mêmes  arcs  partiels.  Donc,  si  les 
angles  ACD,  ACB  sont,  comme  on  vient  de  le  supposer, 
dans  le  rapport  de  3  à  6,  les  arcs  AD,  AB  seront  aussi  l'un 
à  l'autre  dans  le  même  rapport. 

(424)  En  second  lieu,  si  l'on  suppose  que  les  angles 
ACB,  ACD  soient  incommensurables  (50),  il  est  à  démon- 
trer que  l'on  aura  encore  l'angle  ACD  à  l'angle  ACB 
comme  l'arc  AD  à  l'arc  AB.  i 
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Si  l'unité  «le  mesure  ACE  est  contenue  un  nombre  exact 
(le  fois  un  ACB  mais  non  en  ACD,  il  y  aura  un  reste  IICD 
qui  sera  i\  l'unité  ACE  dans  un  rapport  quelconque.  Si  le 
reste  IICD  était  égal  à  la  moitié  do  ACP],  il  est  clair  que 
l'on  aurait  (423)  l'arc  HD  égal  à  lu  moitié  do  AE.  De  mémo 
si  le  reste  IICD  est  le  tiers,  le  quart,  le  cinquième  ou  aucune 
autre  fraction  ou  partie  de  l'unité  do  mesure  ACE  ;  que  cette 
fraction  puisse  ou  non  s'exprimer  en  nombres  fmis;  il  est 
clair  que  l'arc  HD  qui  lui  correspond,  sera  la  môme  fraction 
ou  partie  do  l'arc  AE,  que  l'angle  partiel  IICD  do  l'angle 
ACE. 

On  aura  donc  l'angle  IICD  à  l'angle  ACE  comme  l'arc 
IID  à  l'arc  AE  ;  mais  HCD,  ACE  sont  deux  angles  quel- 
conques ;  donc  aussi,  ACB,  ACD  qui  sont  doux  angles  quel- 
conques, sont  entre  eux  comme  les  arcs  AB,  AD  qui  les 
sous-tendent  ;  donc,  l'ouverture  ou  la  grandeur  d'un  angle 
dépend  directement  ou  est  en  raison  directe  de  la  gran- 
deur de  l'arc  qui  le  sous-tend;  et  réciproquenient,  la 
grandeur  d'un  aro  est  en  raison  directe  de  l'ouverture 
de  l'angle  au  centre  appuyé  sur  cet  arc. 

(425)  Sco.  1.  Puisque  l'angle  au  centre  d'un  cercle  et 
l'arc  compris  entre  ses  côtés  sont  l'un  à  l'autre  dans  un 
rapport  si  direct,  que  la  diminution  ou  augmentation  de 
l'un  dans  un  rapport  quelconque,  est  nécessairement  ac- 
compagnée d'une  diminution  ou  augmentation  do  l'autre 
dans  le  même  rapport;  on  est  autorisé  à  établir  une  de  ces 
grandeurs  comme  mesure  de  l'autre,  et  l'on  reg^ardera  dans 
la  suite  l'arc  AB  comme  la  mesure  de  l'angle  ACB  qui 
le  sous-tend. 

2°  Il  est  seulement  nécessaire  que  dans  la  comparai- 
son des  angles  l'un  avec  l'autre,  les  arcs  qui  servent  à 
les  mesurer  soient  décrits  avec  des  rayons  égaux  ;  ce 

qui,  d'ailleurs,  est  posé  comme  condition  dans  les  énoncés 
de  cette  prop.  et  de  la  dernière. 

(426)  Sco.  2.  L'unité  dQ  m^s^r©  ACE  de  l'wifirl©  ACB 
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et  celle  AE  de  l'arc  AB  n'ont  aucune  Bignlflcatlon  par 
elle»*niônies  ;  puisqu'elles  peuvent  être  prises  plus  ou  moins 
grandes  ;  ce  qui  donnerait  à  l'angle  ou  à  l'arc  dont  il  s'agit, 
une  valeur  numérique  plus  ou  moins  grande,  si  l'on  expri- 
mait cette  valeur  pur  les  nombres  respectifs  d'unités  con- 
tenues dans  cet  angle  ou  cet  arc. 

Mais  que  l'on  imagine  un  autre  angle  ou  arc  quelcon- 
que divisé  en  imités  de  mesure  égales  à  celles  contenues 
dans  le  premier  ;  il  est  évident  que  cet  angle  ou  arc  sera 
d'autant  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  premier,  que  celui- 
ci  contiendra  un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  ces  unités 
que  le  second.  L'unité  de  mesure  pourra  dans  ce  cas  être 
regardée  comme  absolue,  puisque  à  l'aide  de  cette  mesure 
on  se  fera  une  idée  exacte  du  rapport  entre  la  grandeur  de 
chacun  des  angles  ou  arcs  en  question  ou  de  tout  autre  angle 
ou  arc  donné. 

(427)  Sco.  8.  Quoiqu'il  paraisse  préférable  en  principe  de 
mesurer  des  quantités  par  des  quantités  de  même  espèce 
(25);  cependant  en  pratique  on  a  trouvé  plus  simple  de 
mesurer  les  angles  par  des  arcs  de  cercle,  à  cause  de  la  faci- 
lité avec  laquelle  on  peut  faire  des  arcs  égaux  à  des  arcs 
donnés,  ainsi  que  pour  d'autres  raisons. 

Si  toutefois  l'on  considérait  comme  indirecte  cette  mé- 
thode de  mesurer  les  angles  ;  on  eu  obtiendrait  facilement  la 
mesure  directe,  en  comparant  avec  le  quart  de  la  circonfé- 
rence l'arc  servant  de  mesure  à  un  angle  quelconque  ;  ce  qui 
donnerait  le  rapport  de  l'angle  donné  à  un  angle  droit,  qui 
est  la  mesure  absolue. 

Prenant  alors  pour  unité  de  mesure  angulaire,  l'angle 
droit;  un  angle  aigu  s'exprimerait  par  un  nombre  entre  0 
et  1  ;  un  angle  obtus  par  un  nombre  entre  1  et  2,  et  l'on 
aurait  le  rapport  suivant  :  un  angle  au  centre  d'un  cercle 
est  k  im  angle  droit  comme  l'arc  qui  lui  sert  de  base  est 
au  quart  de  la  circonférence  ;  ou  celui-ci  :  im  angle  au 
centre  d'un  cercle  est  à  quatre  angles  droits,  comme 
l'arc  qui  lui  sert  de  base  est  à  la  oiroonférenoe  entière. 
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(428)  Oor.  1.  Les  angles  égaux 
ACB,  DGE  aux  oentres  de  dlf- 
fërents  cercles  s'appuient  sur  des 
aros  A6,  DE  qui  ont  le  même  G 
rapport  à  leurs  oirconférenoes 
respectives. 

Car,  par  la  dernière  sco.,  l'arc  AB  est  à  la  circonférence 
eutièro  AQB  comme  l'angle  ACB  à  quatre  angles  droits,  et 
l'arc  DE  est  à  la  circonférence  entière  DFE  comme  l'angle 
DCE  est  à  quatre  angles  droits  ;  donc  (75  Ax.)  l'arc  AB  qui 
80U8-tend  l'angle  ACB  est  à  la  circonférence  entière  AGB, 
comme  Tare  DE  qui  sous-tend  l'angle  DCE  est  à  la  circon- 
férence entier  DFE. 

(429)  Cor.  2.  T  ut  ce  que  l'on  vient  de  démontrer  relati- 
vement aux  uigles  et  aux  arcs  qui  les  sous-tendent,  est  éga- 
lement vrai  lorsqu'il  s'agit  de  secteurs  et  des  arcs  qui  leur 
servent  de  baces  ;  car  les  secteurs  ne  sont  pas  seuhement 
éo^aux  qua'  i  leurs  angles  le  sont,  mais  sont  sous  tous  les 
rapports  proportionnels  à  leurs  angles. 

De  là,  deux  secteurs  quelconques  DCE,  ECH  pris  dans  le 
même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  sont  l'un  à  l'autre 
comme  les  arcs  DE,  EH  qui  leur  servent  de  bases  ;  c'est- 
à-dire,  proportionnels  aux  arcs  qui  mesurent  les  angles 
de  ces  secteurs. 

(490)  Sco.  4.  Si  l'unité  de  mesure 
AD  de  l'arc  AB  est  infiniment  pe- 
tite, l'arc  AD  pourra  être  considéré 
comme  étant  sensiblement  une  ligne 
droite.  Dans  ce  cas  la  fig.  ACD 
pourra  être  regardée  comme  un  tri- 
angle rectiligne  ayant  AD  pour  base 
et  pour  hauteur  le  rayon  du  cercle. 
La  superficie  de  ACD  s'obtiendra  en  multipliant  la  base  AD 
par  la  moitié  du  rayon  AC  ou  DO  et  pourra  être  prise  pour 
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unité  Buperficiolle  du  secteur  ACB.  Or,  il  y  aura  autant 
d'unités  de  surface  ACD  dans  le  secteur  ACB  qu'il  a  d'unités 
de  longueur  AD  dans  sa  base  AB  ;  puisque  lu  hauteur  do 
tous  les  petits  triangles  est  la  même  et  que  (345)  les  trian- 
gles de  même  hauteur  et  de  même  base  sont  égaux  en  sur- 
face. 

2°  PROB»  Donc,  la  surface  d'un  secteur  quelconque 
ACB  s'obtiendra  en  miiltipliant  la  moitié  du  rayon  du 
oerole  dont  il  fhit  partie  par  la  longueur  de  l'aro  AB  qui 
lui  sert  de  base  ;  ou  en  prenant  le  demi  produit  de  cet  arc  et 
de  ce  rayon  ;  pourvu  toujours  (24)  que  l'on  entende  par  ce 
produit,  celui  de  deux  nombres,  dont  l'un  est  le  uonibro 
d'unités  linéaires  AD  dans  la  base  AB,  et  l'autre  le  nombre 
d'unités  linéaires  égales  contenues  dans  la  hauteur  ou  nxyow 
AC  ou  BC  do  secteur. 

(431)  Soc.  5.  PROB.  Comme  rien  n'empêche  do  conce- 
voir le  cercle  entier  divisé  en  petits  triangles  ACD  et  que 
sa  superficie  est  évidemment  égale  à  la  somme  do  tous  ce» 
triangles;  il  est  donc  clair,  comme  pour  le  secteur,  que  la 
superficie  d'un  cercle  quelconque  est  égale  au  produit  de 
sa  circonférence  par  la  moitié  du  rayon,  ou  de  la  demi- 
circonférence  par  le  rayon,  ou  du  quart  de  la  circonférence 
par  le  diamètre,  ou  enfin  au  quart  du  produit  de  la  cir- 
conférence par  le  diamètre. 

lie  cercle  est  donc  équivalent  à  un  triangle  ayant  pour 
hauteux  le  rayon  et  poiu:  base  ime  ligne  égale  en  lon- 
gueur: à  la  circonférence  du  cercle.  De  là  le  moyen  de 
trouver  la  sur&ce  d'im  cercle  donné. 

(482)  Sco.  6.  PROB.  H  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler 
ici,  que  pour  revenir  de  la  siurfkce  d'un  secteur  donné  à 
ses  éléments,  il  n'y  a  qu'à  faire  ce  que  l'on  a  déjà  in- 
diqué pour  le  cas  du  rectangle,  du  triangle,  etc.  ;  c-à-d., 
diviser  la  surface  donnée  par  le  facteur,  terme  ou  élément 
connu,  pour  retrouver  l'autre  élément.  Ainsi,  la  surface  du 
secteur  provenant  de  la  multiplication  de  sou  arc  par  le 
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clemi-rnyon  ;  l'on  retrouvera  le  demi-rayon  en  divisant  la 
Burfuco  donnée  par  Tare  du  secteur  ;  ou  son  aro  en  divisant 
sa  surfuco  par  le  demi-rayon. 

2^  De  même  pour  vm  oerole  dont  la  Bui)erâcle  et  la 
oirconférence  seraient  données,  on  obtiendrait  le  demi- 
rayon  ou  quart  du  diamètre  en  divisant  la  surface  par  la 
circonférence;  once  qui  revient  au  même,  en  divisant  la 
surface  par  le  quart  do  la  circonférence,  on  aurait  le  diamètre; 
et  la  surface  divisée  par  le  quart  du  diamètre  ou  demi-rayon 
donnerait  la  circonférence. 

(433)  Soo.  7.  PROB.  Il  est  clair 
que  le  secteur  ACBE  se  compose 
d'un  triangle  ACB  et  d'un  segment 
(191)  ABE  ;  d'où  il  suit  que  la  com- 
binaison des  méthodes  déjà  ensei- 
gnées (348  et  490)  pour  trouver  la 
surface  du  triangle  et  du  secteur, 
fournira  aussi  le  moyen  d'arriver  à  la 
surface  d'un  segment. 

1°  Ainsi,  pour  trouver  la  surfkoe  d'un  segment  de  oer- 
ole ABE  plus  petit  qu'un  deml-oerole  ;  il  y  aurait  à  obtenir 
d'abord  celle  du  secteur  ACB,  puis  à  en  retrancher  celle  du 
triangle  ACB. 

2^  Quand  le  segment  devient  égal  au  deml-oerole,  il  est 
clair  que  le  prob.  se  réduit  à  celui  de  trouver  (430)  la  surface 
d'un  secteur  ayant  pour  base  un  arc  égal  à  la  demi-circon- 
férence, ou  à  celui  de  trouver  (431)  la  surface  du  cercle 
entier  pour  en  prendre  la  moitié. 

(434)  Soo.  8.  PROB.  S'il  agissait  de  trouver  la  surfkoe 
d'un  segment  ABK  plus  grand  qu'un  demi-oerole  ;  il  est 

évident  que  le  prob.  se  résoudrait,  soit  en  calculant  la  surface 
entière  du  cercle  et  retranchant  celle  du  segment  ABE,  ou 
en  trouvant  la  surface  du  secteur  (192)  AKBC  et  lui  ajoutant 
celle  du  triangle  ACB. 
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(48G)  800.  8.  PROB.  Trouver  la  sur&oe  d'une  zone  de 
oercle  quelconque  (2022). 

Si  la  zone  donnée  est  centrale 
comme  AF,  sa  surface  peut  être 
regardée  comme  composée  do  celles 
des  deux  secteurs  AOD,  BCF  et 
des  deux  triangles  ACB,  DGF,  et 
s'obtiendra  en  calculant  et  en  ajou- 
tant ensemble  ces  quatre  surfaces 
partielles. 

Cette  zone  peut  encore  être  considérée  égale  en  surface  à 
la  diilérence  entre  le  cercle  entier  et  la  somme  des  deux 
se.  .^ents  ABE,  DFK  ;  ce  qui  indique  un  autre  moyen 
d'arriver  à  cette  surfkce. 

2°  Si  la  zone  donnée  est  latérale  comme  celle  DH,  sa 
surface  est  évidemment  égale  à  la  difi^rence  entre  les  sur- 
faces des  deux  segments  DFK,  GHE  et  s'obtiendra  en  cal- 
culant chacun  de  ces  segments  et  retranchant  le  plus  petit 
du  plus  grand. 

(436)  Soc.  10.  PROB.  Trouver  la  surâioe  d'une  lunule 
(202  Déf.)  quelconque  AEBL. 

L  L  L 
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Fio.  1.  no.  2,  Fio.  3. 

La  lunule  peut  être  telle  que  sa  circonférence  convexe 
ALB  soit  moinde  qu'un  demi-cercle,  comme  dans  '  a  fig.  1  ; 
plus  grande  qu'un  demi-cercle,  fig.  2,  ou  égale  à  uu  demi- 
cercle,  fig.  3  ;  et  dans  chacun  de  ces  cas  on  voit  que  la 
surface  cherchée  AEBL  est  égale  à  la  difiérence  entre  celles 
des  segments  de  cercle  ABE,  ABL. 
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Il  faut  donc  pour  résoudre  le  prob.,  chercher  dans  chaque 
cas  :  premièromont,  la  surface  du  segment  ABL,  que  l'on 
trouvera  (433  et  434)  en  obtenant  d'abord  colle  du  secteur 
ADBL,  pour  en  retrancher  celb  du  triangle  ADB  ;  secon- 
dement, la  surface  du  segment  ABE  que  l'on  trouvera  en 
obtenant  d'abord  celle  du  secteur  ACBE,  de  laquelle  on 
retranchera  celle  du  triangle  ACB  dans  le  1er  cas,  et  à  la- 
quelle on  ajoutera  celle  du  même  triangle  dans  le  2nd  cas  ; 
troisièmement  enfin,  retrancher  la  surface  du  segment  ABE 
de  celle  ABL,  pour  avoir  la  surface  do  la  lunule  AEBL. 

Dans  le  oas  de  la  hg.  3  oh  ALB  est  une  demi-circonfé- 
ronce,  il  est  clair  que  le  centre  D  de  cette  circonférence  est 
sur  la  ligne  AB  et  que  le  triangle  ADB  est  nul,  lo  segment 
ABL  étant  alors  un  demi-cercle. 

(437)  Soo.  11.  PROB.  Toute  figure  plane  antre  que  ^selles 
énumérées  daii.'»  les  définitions,  pouvant  se  décomposer  en 
éléments  rectilignes  ou  curvilignes  de  la  nature  de  ceux 
dont  on  a  jusqu'ici  traité  en  détail  ;  il  est  clair  qu'une  com- 
binaison convenable  des  méthodes  déjà  indiquées  aux  para- 
graphes (348)  (351  et  352)  (430  et  431)  (433,  434,  435  et 
436)  conduirait  infailliblement  à  trouver  la  superfloie 
d'une  figure  plane  (117)  quelconque. 
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(438)  Dans  le  même  oerole  ou  dans  les  cercles  égaux, 
un  plus  grand  arc  AEB  est  sous-tendu  par  une  plua 
grande  corde  AB  ;  et  réciproquement,  une  plus  gtuàiàe 
corde  sous-tend  un  plus  grand  arc. 
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En  effet,  un  arc  AEB  plus  grand 
que  celui  AED  sous-tend  un  angle 
au  centre  ACB  plus  grand  que  celui 
ACD,  puisque,  par  la  dernière 
prop.  (423)  les  angles  sont  directe- 
ment comme  les  arcs  qui  les  sous- 
tendent;  mais  de  deux  triangles 
ABC,  ADC,  ayant  deux  côtés  AC, 
BC,  de  l'un  égaux  aux  deux  AO, 

DC  de  Vautre  (rayons  d'un  même  cercle),  celui-là  a  (269)  la 
plus  grande  base  AB  qui  a  le  plus  grand  angle  compris 
ACB  ;  donc,  AB>  AD  ;  donc,  etc. 

(439)  Soo.  Les  arcs  dont  il  s'agit  ici  sont  chacun  moindre 
que  la  demi-circonférence.  Si  ces  aros  étaient  plus  grands 
que  la  demi-circonférence,  le  contraire  de  co  qui  est  énoncé 
dans  la  prop.  s'en  suivrait  ;  car  dans  ce  cas,  suivant  que  les 
arcs  augmentent,  les  cordes  diminuent,  et  réciproquement. 
Ainsi  l'arc  AFD  est  plus  grand  que  l'arc  AFB,  pendant  que 
la  corde  AD  du  premier  est  plus  petite  que  celle  AB  du 
second. 

PBOP.  XXZVI.  THÉOS. 

(440)  L'angle  BCD  au  centre  d'un  cercle  est  double  de 
l'angle  ABD  à  la  circonférence,  appuyé  sur  le  même  arc 
BED. 

Par  le  centre  C  du  cercle,  menez 
le  diamètre  AE.  Parce  que  BC= 
AC,  rayons  d'un  même  cercle,  le 
triangle  ACB  est  isocèle  et  l'angle 
CAB=CBA  ;  mais  (251)  l'angle  ext. 
BCE  est  égal  à  la  somme  des  angles 
ints.  opposés  CAB,  CBA;  donc, 
l'angle  BCE=2CAB.  L'on  prou- 
verait de   même    l'angle    ECD= 

2CAD;   donc,  BCE'}-ECD=:2CAB+2CAD  ;  c-à-d.,  BCD= 
2BA1)  ;  donc,  etc. 
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(441)  Si  le  diamètre  AE  passe  en 
dehors  de  l'angle  BAD,  l'on  a  comme 
auparavant  ECB=2EAB  et  ECD= 
2EAD  ;  mais  ECD— ECB=:BCD  et 
EAD— EAB=DAB  ;  donc,  encore 
dans  ce  cas  BCD=2BAp. 

(442)  Cor.  1.  Puisque  (425)  l'an- 
gle BCD  au  centre  d'un  cercle  est 
mesuré  par  l'arc  BD  qui  ie  sous-tend,  et  que  l'angle  BAD  '\ 
la  circoutereuce  appuyé  sur  le  mémo  arc  BD  est,  par  cette 
prop.,  moitié  de  l'angle  au  centre  ;  il  s'en  suit  qu'un  angle 
quelconque  BAD  à  la  oirconfèrence  d'un  cercle  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  BD  compris  entre  ses  côtés. 

(443)  Cor.  2.  Tous  les  angles 
BAC,  BDC,  BEC  inscrits  (194) 
dans  le  même  segment  de  cer- 
cle BDC  sont  égaux,  parce 
qu'ils  sont  m.esurés  par  la 
moitié  d'un  même  arc  BFC. 

Tous  les  angles  BFC  que  Vni\ 
ferait  dans  le  segment  BCF  se- 
raient aussi  égaux,  puisqu'ils  auraient  chacun  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  BDC. 

(444)  Cor.  3.  Tout  angle  BAC, 
BDC  inscrit  dans  un  demi-cercle, 
o' est-à-dire,  appuyé  sur  le  dia- 
mètre BC  ou  sur  la  demi-cir- 
coDfercnce  BEC  du  cercle,  est 
un  angle  droit  ;  parce  qu'il  a  pour 
mesure  la  moitié  de  la  demi-cir- 
conférence BEC,  c-à-d.,  un  quart 
do  lu  circonférence  entière. 

2°  Et,  rdciproquement,  il  est  clair  que  si  \m  angle  ins- 
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c.rit  dans  un  cercle  est  droit,   cet  angle  est  appuyé  sur 
un  djamètre  ou  sur  une  demi-circonférence. 

(44Ô)  Cor.  4.  D'après  les  deux  dernières  cors.,  il  est  évi- 
dent qu'un  angle  Bl  3  (voy.  la  ûg.  du  cor.  2)  inscrit  dans 
un  segment  BCF  plus  petit  qu'un  demi-cercle  est  obtus, 
étant  meburé  par  la  moitié  d'un  arc  ï  DC  plus  grand  que  la 
demi-circonférence  ;  et  celui  BAC  inscrit  dans  lui  seg- 
ment BCD  plus  grand  que  le  demi-cercle  est  aigu,  étant 
mesuré  par  un  arc  BFC  plus  petit  que  la  demi-circonférence. 

(446)  Cor.  5.  Les  angles 
opposés  A,  0  d'un  qualiatère 
ABCD  inscrit  dans  im  cercle 
valent  ensemble  deux  angles 
droits  ;  car  l'angle  BAD  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  BCD 
et  l'angle  BCD  est  mesuré  par 
la  moitié  de  l'arc  BAD;  donc, 
jes  deux  angles  A,  C  pris  ensemble,  sont  mesurés  par  une 
demi-circonférence  et  valent  eu  conséquence  deux  angles 
droits. 

(447)  Cor.  6.  Si  l'on  prolonge  un  côté  quelconque  AB 
d'un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle,  l'angle  ext. 
EAD  sera  égal  à  l'angle  int.  opposé  C  ;  car,  EAD  est  (130) 

supplément  de  BAD,  et  par  le  dernier  cor.  l'angle  BCD  est 
aussi  suplément  de  BAD;  donc,  EAD=C. 

(448)  Cor.  7.  Il  suit  aussi  qu'un  quadrilatère  quelcon- 
que dont  les  angles  opposés  pris  ensemble  ne  sont  pas 
égaux  à  deux  angles  droits  ne  peut  être  inscrit  dans  un 
cercle. 

(449)  Cor.  8.  Dans  le  même  cercle  ou  dans  les  oetcles 
égaux,  les  singles  égaux  à  la  circonférence  sous-tendent 
des  arcs  égaux  ;  et  réciproquement,  les  angles  à  la  cir- 
conférence appuyés  sur  des  arcs  égaux  sont  égaux. 

B  a  été  démoDtré  (389)  que  les  angles  égaux  au  centre 
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sont  80U8-tendu8  par  des  arcs  égaux,  et  réciproquement,  que 
les  arcs  égaux  sous^tendent  des  angles  égaux  au  centre; 
mais  par  cette  prop.  (440)  les  angles  à  la  circonférence  sont 
moitiés  de  ceux  au  centre  sur  arcs  égaux,  et  les  moitiés  de 
quantités  égales  sont  égales. 

■D'ailleurs,  la  même  conclusion  dérive  aussi  du  second 
cor.  ;  car,  à  l'égard  des  angles,  être  inscrit  dans  le  même 
segment  de  cercle,  n'est  autre  chose  qu'être  à  la  circonfé- 
rence et  appuyé  sur  le  même  arc. 

(450)  Sco.  PROB.  Parce  que  l'an- 
gle D  à  la  circonférence  vaut  la 
moitié  de  l'angle  C  au  centre  sur  le 
même  arc  AI'B,  et  que  (406)  CE 
menée  perpendiculaire  au  milieu  de 
la  corde  AB,  partage  l'angle  C  en 
deux  parties  égales  ;  il  suit  que  l'an- 
gle ECB=D  ;  mais  à  cause  de  l'an- 
gle CEB  droit  et  parce  que  dana  un  triangle  rectangle  les 
deux  angles  aigus  valent  ensemble  un  angle  droit,  on  a 
l'angle  EBC=CEB-ECB;  or,  i5CB  vient  d'être  prouvé 
=D  ;  donc  aussi,  EBC=CEB--D  ;  c-à-d.,  que  l'angle  EBC 
ou  ABC  vaut  un  angle  droit  n;oins  l'angle  D. 

D'où  l'on  tire  que  pour  déorirfc  sur  une  ligne  donnée  AB 
un  segment,  de  cercle  ADB  capable  de  contenir  un 
angle  D  égal  à  un  angle  donné  quelconque  ;  il  n'y  a  qu'à 
faire  à  chaque  extrémité  A,  B  de  la  ligne  donnée,  un  angle 
ABC=BAC  égal  à  la  différence  entre  l'angle  donné  et  un 
angle  droit.  Les  lignes  BC,  AC  se  couperont  en  C,  centre 
du  segment  cherché. 

(451)  Si  l'angle  donné  est  droit,  il  est  clair  (144)  que  le 
centre  du  segment  capable  de  le  contenir,  sur  une  base 
donnée,  sera  au  centre  de  la  ligne  donnée.  Cette  ligno  sera 
alors  un  diamètre  et  le  segment  un  demi-cercle. 

(452)  Si  l'angle  requis  est  obtus  comme  celui  AFB,  il 
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est  clair  (445)  que  l*^ '■v\'tjie  .t  cnpahle  d<*  >  or,.-:tenir  sera 
plus  petit  qu'un  deinvcTte,  «  '  qae  dans  ce  cas  ce  segment 
sera  situé  du  côté  de  la  i;giio  a.3  opposé  au  contre  0. 


PBOP.  XXXVU.  THÉOR. 


(453)  Si  dans  un  cercle  deiix  lignes  AB,  DE  qiii  ne 
passent  pas  par  le  centre  C,  se  coupent,  elle  ne  se  bis- 
seotent  pas. 

Car  si  les  deux  lignes  se  bissec- 
taient  mutuellement  en  F,  la  ligne 
CF  menée  du  centre  C  au  point 
milieu  F  de  chacune  des  cordes 
AB,  DE,  serait  (408)  perpendicu- 
laire à  chacune  d'elles;  or  il  est 
clair  qu'une  ligne  ne  pcot  être  en 
même  temps  perpendiculaire  à  deux 
lignes  qui  «'intersectent,  car  ces  deux  lignes  sont  par  là 
même  inégalement  inclinées  à  la  troisième  et  font  en  con- 
séquence (123)  avec  i^elte  dernière  des  angles  inégaux; 
donc,  etc. 


i><ï 


f 


W^-' 


PROP.  XXXVIII.  THÉOR. 


(454)  Si  sur  le  diamètre  AD  d'un  cercle,  l'on  nrend  un 
point  quelconque  F  qui  ne  soit  pas  le  centre  ;  de  toutes 
les  lignes  FB,  FO,  FG  qu'il  soit  possible  de  mener  do 
ce  point  à  la  circonférence,  la  plus  grande  est  celle  FA 
qiii  contient  le  centre  E  du  cercle  et  la  plus  petite,  l'au- 
tre partie  FD  du  diamètre  ;  et  des  auires,  la  ligne  FB 
qui  est  la  plus  voisine  de  celle  qui  passe  par  le  centre 
est  toHJours  plus  grande  que  celle  FC  qui  en  est  plus 
éloignée. 
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Menez  les  rayou^  BE,  CE,  etc.,  et 
parce  que  BE-f  fîF^=AE+Ei'  et  q^e 
la  somme  de  deux  côtéâ  d  uu  triangle 
est  plus  grande  que  le  troisième  Cj 
côté,  l'on  a  BF  plus  petit  que  BE+ 
EF,  c'est-à-dire  plus  petit  que  AF. 
Maintenant  CF  est  <  BF  parce  que 
dans  les  deux  triangles  BEF,  CEF 
qui  ont  deux  côtés  BE,  EF  de  l'un 
égaux  aux  deux  CE,  EF  de  l'autre,  celui-là  a  (209)  la  plus 
grande  base  BF  qui  a  le  plus  grand  angle  compris  BEF. 
On  prouverait  de  même  GF  plus  petit  que  OF  et  DF<GF  ; 
car  DF+FE=GF-f  FE=DE  et  comme  GE<GP+FE,  de 
même  DE<GF4-FE  ;  or  FE  est  commun  à  DP+FE  et  à 
GF-fFE;  donc,  DF  est  plus  petit  que  GF  ;  donc,  etc. 

(45ôj  Cor.  I.  D'un  même  point  F  dans  un  cercle,  l'on 
ne  peut  mener  à  la  circonférence  que  deux  lignes  droites, 
égales  FG,  FH,  l'une  de  chaque  côté  du  diamètre  pas- 
sant par  ce  point  ;  car  si  l'on  pouvait  en  mener  une  troi- 
sième FK,  il  s'en  suivrait  que  FK  plue  ou  moins  éloignée, 
de  FD  que  ne  lest  FH,  serait  égale  à  FH;  ce  qui  d'après 
le  dernier  pa*'.  ?8t  impossible. 

(456)  Cor.  2.  Il  »uit  de  cette  prop.  que  si  dans  im  cercle 
on  prend  un  point  dont  on  puisse  mener  plus  de  deux 
l%ies  égales  à  la  circopférence  ;  ce  point  sera  le  centre 
du  cercle. 

Car  il  vient  d'être  j-rouvé  q'  de  tout  autre  point  F  il 
serait  impossible  de  mener  plus  de  :i:ux  lignes  égales  à  la 
circonférence. 

(457)  Cor.  3.  Toute  corde  AD 
dans  un  cercle  est  moindre  que  le 
diamètre  AB. 

Car  A  est  un  point  quelcorujno 
sur  le  diamètre  AB  et  par  la  prop., 
AD  est  plus  petite  que  AB. 

D'aiUeurs,  AC-fCB=AC+CD  ; 
CB,  CD  étant   rayons  d'un  même 
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cercle  ;  mais  AD,  côté  d'un  triangle,  est  moindre  que  AC 
-f  CD,  somme  des  deux  autres  côtés  ;  donc  AD<AB. 

(458)  Cor.  4.  Donc,  la  plus  grande  ligne  que  l'on  puisse 
inscrire  dans  un  cercle,  est  un  diamètre  ;  conséquence 
déjà  tirée  (188)  des  défs.  du  cercle,  etc. 


PBOP.  XXXIX.  THÉOB. 

(459).  Si  l'on  prend  un  point  quelconque  D  en  de- 
hors d'un  cercle,  et  si  de  ce  point  on  mène  des  lignes 
DF,  DE  etc.,  à  la  circonférence,  l'une  desquelles  DA 
passe  par  le  centre  B  du  cercle  ;  de  celles  qui  tombent  sur 
la  circonférence  concave,  la  plus  grande  est  la  ligne  DA 
qiti  passe  par  le  centre  ;  et  des  autres,  celle  DE  qui  est 
plus  près  de  celle  DA  qui  passe  par  le  centre  est  tou- 
jours plus  grande  que  celle  DF  qui  en  est  plus  éloignée. 

Mais  de  celles  DN,  DL,  etc.  qui  tombent  sur  la  cir- 
conférence convexe,  la  plus  petite  est  celle  DN  qui  se 
trouve  sur  le  prolongement  du  diamètre  AN;  et  des 
autres,  celle  DL  qui  est  plus  près  de  DIT  la  plus  courte, 
eât  toujours  plus  petite  que  celle  DC  qui  est  plus  éloi- 
gnée. 

Ayant  mené  les  rayons  BE,  BF 
etc.,  l'on  ftDB+BE=DB+BA=DA, 
à  cause  de  DB  commun  et  de  BB, 
BA  égaux,  étant  rayons  d'un  même 
cercle  ;  et  dans  le  triangle  DBE  un 
côté  DE<  la  somme  DB+BE  des 
deux  autres  côtés  ;  donc  DE<DA. 
Le  côté  DF<  (269)  DE,  parce  que 
dans  les  triangles  DBF,  DBE,  les 
côtés  DB,  BF  sont  égaux  à  ceux 
DB,  BE,  tandis  que  l'angle  compris 
DBE  est  plus  grand  que  celui  DBF. 

Maintenant  DL  est  plus  grande  que  DN,  parce  que  (181) 
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r>B<DL+LB  et  que  LB=NB  ;  et  puisque  (268)  si  dans  un 
triangle  DCB  l'on  mène  d'un  ]:oint  intérieur  quelconque  L 
des  lignes  DL,  LB  à  la  base  DB,  la  somme  de  ces  lignes 
est  moin'lre  que  celle  des  deux  côtés  du  triangle,  on  aura 
DL+LB<DC+CB,  et  CB  étant  =LB,  il  restera  DO>DL  ; 
donc,  etc. 

(460)  Cor.  D'un  même  point  quelconque  D  hors  d'un 
oerole  l'on  ne  peut  mener  à  la  oiroonférence  ooncave  ou 
convexe  que  deux  lignes  égales  DL,  DU  ou  DE,  DG,  l'une 
de  chaque  côté  de  celle  qui  passe  par  le  centre  ;  car  si 
l'on  pouvait  en  mener  plus  de  deux,  il  pourrait  y  avoir  deux 
lignes  différentes  du  même  côté  du  diamètre  qui  seraient 
égales  l'une  à  l'autre,  ce  qu?  par  la  prop.  est  impossible, 
puisque  toutes  ces  lignes  sont  plus  ou  mons  grandes  suivant 
qu'elles  sont  plus  ou  moins  éloignées  de  celle  qui  passe 
par  le  centre. 
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(461)  Les  cordes  égales  AB,  IjE  dans  un  cercle  sont 
également  éloignées  du  centre  C  ;  et  celles  qui  sont  éga- 
lement éloignées  du  centre  sont  égales  ;  et  de  toutes 
autres  cordes,  celle  AH  qui  est  plus  près  du  centre  est 
toyjours  plus  grande  que  celle  AB  qui  est  plus  éloignée  ; 
et  la  plus  grande  est  plus  près  du  centre  que  la  moindre. 

D'abord,  si  AB=DE,  il  est  à  dé- 
montrer que  la  perpendiculaire  CF 
=CG  ;  car  ce  sont  ces  perpendi- 
culaires qui  (200)  mesurent  les 
distances  respec,  ves  de  ces  cordes 
au  centre.  Or,  les  perpendiculaires 
CF,  CG  bissectent  les  cordes  égales 
AB,  DE  et  donnent  par  conséquent 
AP-=DG;    de  plus  AC=DC,  rayons  d'un  même  cercle; 
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d'où  il  suit  que  les  triangles  rectangles  AFC,  DQC  ont  deux 
côt63  de  l'un  égaux  à  deux  côtés  correspondauts  de  l'autre, 
et  donnent  en  conséquence  (311)  CF— CG. 

(462)  En  second  lieu,  si  CF=CG,  il  est  clair  que  le  même 
raisonnement  donnera  AF— DG  ;  or  AB=2AF  et  DE= 
2DG  ;  d'où,  AB- DE. 

(463)  En  trolaième  Ueu,  ai  CI<CF,  l'on  aura  AH>AB  ; 
Cl'^  8era<CF*^  et  laissera  AI^>AF'^,  puisque  Cl''^+AI^= 
CF^-|-AF'^=CA2. 

(464)  Enfin,  si  AH  est  plus  grande  que  AB,  il  est  à  dé- 
montrer qu'elle  sera  aussi  plus  près  du  centre;  c-à-d.  que  la 
perpendiculaire  CI  sera  moindre  que  CF.  Or,  à  cause  des 
triangles  rectangles  AFC,  AIC,  l'on  a  (305)  AC^=AFV 
CF'*  et  AC^-AI-^+Cl^  ;  donc,  (68  Ax.)  AF'^+CF'-^^A^ + 
CI'^  ;  mais  parce  que  AI  moitié  de  AH  est  plus  grande  que 
AF  moitié  de  AB,  AH  étant  par  hyp.  plus  grande  que  AB, 
l'on  a  AI^AF^;  d'où  il  suit  que  C1^<CF^;  c.-à-d.,  que 
CI  est  moindre  que  CF  ;  donc,  etc. 

(465)  Cor.  Plus  la  corde  est  courte  ou  petite,  plus  elle 
est  éloignée  du  centre  ;  réciproquement,  plus  la  corde 
est  éloignée  du  centre,  plus  elle  est  petite. 

PROF.   ZLI.   THÉOR. 


(466)  Si  une  ligne  droite  PR  touche  un  cercle  OKG  en 
un  point  quelconque  O,  la  ligne  BO,  menée  du  centre  B 
au  point  de  contact  0  ebt  perpendiculaire  à  la  ligne 
qui  touche  le  cercle. 

En  effet,  la  plus  courte  ligne  que  l'on  puisse  mener  d'un 
point  B  à  une  ligne  PR  est  (313)  la  perpendiculaire  BO  ; 
toute  autre  ligne  BF  oblique  à  PR  étant  plus  grande  aue 
BO.  Mais  si  BF  est  plus  grande  que  BO  ou  que  son  égale 
BE,  car  BO,  BE  sont  rayons  d'un  même  cercle,  il  est  évi- 
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dent  que  tout  point  F  autre 
que  0  est  hors  du  cercle,  et 
par  hyp.  la  ligne  BO  est 
menée  au  point  O  où  la  li- 
gne touche  le  cercle  ;  donc, 
etc. 

(467)  Cor.  1.  Donc,  une 
tangente  PR  ne  touche  le 
cercle  qu'en  un  seul  point 
O. 

(468)  Cor.  2.  Donc,  une 
lig^ne  droite  PU  perpendiculaire  à  l'extrémité  O  d'un 
rayon  BO  est  tangente  à  la  circonférence,  et  une  ligne 
BO  menée  du  centre  B  pendiciilairement  à  la  tangente 
passe  par  le  point  de  contact  0. 

(469)  Cor.  3.  En  un  point  donné  0,  l'on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  ligne  PR  tangente  à  la  circonférence. 

Car  si  l'on  pouvait  en  mener  une  autre  IIY,  il  est  clair 
(128)  qu'elle  ne  serait  pas  perpe:  liculuire  an  rayon  BO; 
donc,  le  rayon  BO  serait  pour  la  nouvelle  tangente  une 
ligne  oblique,  et  la  perpendiculaire  BV  menée  du  centre 
sur  cette  tangente  serait  plus  courte  que  le  rayon  BO;  cette 
tangente  supposée  entrerait  donc  dans  le  cercle  et  par  là 
même  ne  serait  plus  une  tangente,  mais  une  sécante. 

(470)  Cor.  4.  La  ligne  PR  menée  perpendiculaire  à 
l'extrémité  0  d'un  rayon  BO  ou  d'un  diamètre,  tombe 
en  dehors  du  cercle,  et  l'on  ne  peut  mener  entre  cette 
ligne  et  la  circonférence  aucune  a\itre  ligne  sans  qu'elle 
coupe  le  cercle. 

(471)  Cor.  5.  Les  tangentes  à  chaque  extrémité  d'un 
diamètre  sont  parallèles  ;  et  réciproquement,  les  tan- 
gentes parallèles  sont  coûtes  deux  perpendiculaires  au 
même  diamètre  et  ont  leurs  points  de  contact  à  ses  ex- 
trémités. 
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(472)  Cor.  6.  Un  oerole  n'en  peut  toucher  un  autre 
qu'en  un  seul  point,  soit  intérieurement,  soit  extérieu- 
rement. 

Si  lo  rayon  AO  du  cercle  int.  OLN  forme  partie  du 
rayon  BO  du  cercle  OKG,  et  si  le  rayon  00  du  cercle  ext. 
OST  est  sur  1o  prolongement  de  BO,  il  est  évident  que  les 
trois  cercles  et  la  tengente  PR  auront  un  point  O  co  uniun 
et  seulement  un;  car,  à  cause  do  AD=AO,  rayons  d'un 
même  cercle,  on  aura  BA-f-AD  -BA+AO=»BO  ;  mais  parce 
qu'un  côté  d'un  triangle  est  plus  petit  que  la  somme  des 
deux  autres  côtés,  l'on  a  BD<BA4-AD,  c-ù-d.,  BD<BO  ; 
or  BE=BO,  rayons  du  cercle  OKG  ;  donc  aussi,  BD  est  plus 
petit  que  BE  ;  doue,  tout  point  E  d'un  des  cercles  OKG  est 
en  dehors  de  l'autre  cercle  OLN  qui  lui  est  intérieur. 

Il  est  évident  que  les  deux  cercles  exts.  OST,  OLN  ou 
OST,  OKG  ne  se  touchent  qu'en  un  seul  point;  piiiscprils 
n'ont  chacun  qu'un  seul  point  0  commun  avec  lu  tangente 
PR,  et  par  conséquent  qu'un  seul  point  commun  entre  eux. 

(473)  Cor.  7.  Si  une  ligne  PR  touche  un  cercle  OKG  et 
que  du  point  de  contact  O,  l'on  mène  une  ligne  UB  per- 
pendiculaire à  la  tangente,  le  centre  du  cercle  sera  sur 
cette  perpendiculaire. 

(474)  Cor.  8.  Si  deux  cercles  OLN,  OKG  se  touchent 
intérieurement,  ils  ne  peuvent  a^oir  le  même   centre, 

puisqu'il  faudrait  pour  cela  que  BE  fût  en  même   temps 
égal  à  BO  et  à  ^iD,  ce  qui  est  ahsurde. 

(475)  Cor.  9.  Si  deux  cercles  se  touchent,  soit  inté- 
rieurement, soit  extérieurement,  la  ligne  BA  ou  BC  qui 
joint  leurs  centres  passera  par  le  point  de  contact. 

Car  si  0  est  le  point  de  contact  et  si  la  ligne  Pli  est  tan- 
gente en  0,  chacune  des  lignes  CO,  BO,  ou  BO,  AO  menée 
du  point  de  contact  0  perpendiculairement  à  PR  passera 
par  le  centre  C,  B  ou  B,  A  de  son  cercle  respectif;  or  les 
angles  COR,  BOR  étant  droits  et  le  point  O  commun,  la 
ligne  BC  ue  sera  (135)  qu'une  seule  et  même  ligne  droite. 
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(478)    Cor.  10.  Si  deux 
cercles  OLN,  OKQ  se  tou- 
chent intérieurement,  la 
distance   AB  entre  leurs 
centres    est   égale     à    la 
difiTérence   de   leurs  ray- 
ons, AO,  BO;  et  si  deux 
cercles  OST,  OKQ  se  tou- 
chent extérieurement,  la 
distance    BC  entre    leurs 
centres    est    égale    à    la 
somme  BO+00  de  lexirs 
rayons;  car  les  circonféionces  de  ces  cercles  passent  par  le 
môme  point  O  sur  la  ligne  qui  j  )V^,t  leurs  centres. 

2°  Réciproquement,  si  la  distance  dntre  les  centres  de 
deux  cercles  est  égale  à  la  difiërence  ou  à  la  somme  de 
leurs  rayons,  les  deux  cercles  se  toucheront  intérieure- 
ment ou  extérieurement. 

PBOP.  XLII.  THÉOB. 

(477)  Les  arcs  de  cercle  GK,  HL  ;  EK,  EL  ;  etc.,  in- 
terceptés par  deux  parallèles  GH,  KL  ;  AB,  KL  ;  etc., 
sont  respectivement  égaux  ;  et  réciproquement,  si  deiut 
lignes  interceptent  des  arcs  de  cercle  égaux,  sans  se 
couper,  ces  lignes  seront  parallèles. 

Soit  R  le  centre  du  cercle  et 
EF  un  diamètre  perpendicu- 
laire à  la  corde  KL.  Ce  dia- 
mètre sera  en  même  temps 
(149)  perpendiculaire  à  GH,  à 
AB  et  à  CD,  puisque  par  hyp. 
toutes  ces  lignes  sont  parallèles, 
et  passera  (471)  par  les  points 
de  contact  E,  F  des  tangentes 
AB,  CD  ;    or,  nous  avons  vu  \  / 

(407)  que  le  point  milieu  E  ou  p 
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F  d'un  arc  KEL  ou  KFL  est  situé  sur  la  même  ligne  droite 
EF  perpendiculaire  à  la  corde  KL  et  passant  par  le  centre 
R  du  cercle.  Le  point  E  sera  donc  aussi  le  centre  de  l'arc 
GEH.  Donc,  l'arc  GE^HE  et  l'arc  KE=LE,  et  de  même, 
l'arc  KOF^LNF.  Maintenant,  ajoutant  et  retranchant  les 
quantités  égales  GE,  HE  et  KF,  LF,  on  obtient  KE— GE= 
LE— HE;  c-à-d.,  KG-^LH;  et  KE+KF==LE+LF ;  c  à-d., 
l'arc  EKF=l'arc  ELF. 

D'ailleurs,  quant  aux  arcs  EKF,  j^— ^ 

ELF,  ils  sont  encore  égaux  parce 
que  (401)  EF  qui  e9t  un  diamètre 
partage  le  cercle  et  la  circonfé- 
rence en  deux  parties  égales. 

(478)  Réciproquement,  si  les 
arcs  EKF,  ELF  sont  égaux,  les 
lignes  AB,  CD  seront  parallèles, 
parce  que  EF  sera  dans  ce  cas  un 
diamètre  et  que  (471)  les  lignes 
qui  touchent  le  cercle  aux  extré- 
mités E,  F  d'un  diamètre  soni  parallèles. 

(479)  S'il  s'agit  des  arcs  égaux  KE,  LE,  on  aura  AB 
parallèle  à  KL  ;  car  par  hyp.  EF  est  perpendiculaire  à  la 
corde  KL,  et  elle  est  en  même  temps  perpendiculaire  à  la 
tangente  AB  menée  par  le  point  de  contact  E  ;  or,  (150) 
deux  lignes  perpendiculaires  à  une  même  ligne  sont  paral- 
lèles entre  elles. 

(480)  S'il  s'agit  enfin  des  arcs  égaux,  KG,  LH,  on  aura 
encore  GH  parallèle  à  KL  ;  car  EF  étant  par  hyp.  perpen- 
diculaire à  KL,  le  point  milieu  de  l'arc  KEL  se  trouve  (407) 
en  E  ;  donc  l'arc  KE=LE,  et  à  cause  de  KG=LH  par  hyp., 
on  a  KE— KG=LE— LH  ou  GE=HE.  Ayant  de  cette 
manière  prouvé  que  GE=HE,  l'on  prouverait  comme  dans 
le  dernier  cas  GH  parallèle  à  AB  j  mais  si  les  arcs  KE,  LE 
sont  égaux,  comme  on  vient  de  le  voir,  on  a  KL  parallèle  à 
AB,  par  le  dernier  par.,  et  deux  lignes  parallèles  à  une 
tfoisième  sont  parallèles  entre  elles  ;  donc,  etc. 
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(481)  Autrement,  et  sans  fkire  entrer  en  compte  la 
ligne  AB,  on  prouverait  d'abord  que  KE=LE  et  que  GE= 
HE.  Cela  posé,  l'on  a  vu  (407)  que  la  ligne  EF  qui  passe 
par  le  centre  R  du  cercle  et  le  point  milieu  E  de  l'arc,  passe 
aussi  par  le  milieu  I,  S  de  la  corde  qui  sous-tend  cet  arc  et 
est  perpendiculaire  à  cette  corde.  Donc,  EF  est  perpendi- 
culaire à  chacune  des  deux  cordes  KL,  GII  ;  c'est-à-dire  que 
ces  cordes  ou  lignes  sont  parallèles  l'un*^  à  l'autre. 

(482)  Autrement  encore  et  même  sans  l'aide  de  la 
perpendiculaire  EF.  Si  GII,  KL  sont  parallèles,  l'angle 
GHK  est  (153)  égal  à  son  alterne  LKH  ;  or,  (449)  dans  le 
même  cercle  les  angles  égaux  à  la  circonférence  sont  sous- 
tendus  par  des  arcs  égaux  ;  donc,  GK=IIL  ;  et  réciproque- 
ment, si  GK=HL,  les  angles  GHK,  LKH  à  la  circonférence 
et  appuyés  sur  des  arcs  égaux  sont  égaux  ;  donc,  GH  est 
parallèle  à  KL. 

(483)  La  restriction  que  les  deux  lignes  ne  se  coupent 
point  est  nécessaire,  puisque  HK,  GL  sans  être  parallèles 
interceptent  néanmoins  des  arcs  égaux  GK,  HL  ;  ainsi  que 
celles  KP,  LP  qui  interceptent  les  arc  égaux  KO,  LN. 

(484)  Cor.  1.  Puisque  (442) 
un  angle  EDC  à  la  circonfé- 
rence a  pour  mesure  la  moitié 
de  l'arc  EC  compris  entre  ses 

côtés,  et  que  par  cette  prop.  \        \/ 

l'arc  FD=BE  quand  FB,  DE  \  ^nV  ^ 

sont  parallèles;  il  suit  qu'un  ^'>^       .^^ 

angle  A  ou  BAC  qu'on  appelle  circonscrit,  c'est-à-dire, 
formé  par  deux  sécantes  AB,  AC,  a  pour  mesure  la 
moitié  de  la  diflférence  des  arcs  FD,  BC  compris  entre  ses 
côtés  ;  car,  DE  étant  parallèle  à  AB,  donne  l'angle  EDC 
égal  à  son  correspondent  BAC  ;  l'angle  BAC  a  donc  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  EC  :  mais  EC=BC— BE=BC— FD. 

(485)  Cor.  2.  L'angle  EHG  ou'^FHD  formé  par  deux 
cordes  qui  s'interseotent  dans  im  oerole  (aupelé  excentri- 
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que  parce  que  son  sommet  H  est  hors  du  centre)  a  pour 
mesure  la  demi-somme  des  arcs  EG,  FD  compris  entre 
ses  côtés  prolongés  ;  car,  soit  FB  parallèle  à  DE,  on  aura  l'an- 
gle BFQ=EIIG  ;  mais  BFG  est  mesuré  par  la  moitié  de  l'arc 
BG  et  à  cause  de  FD=BE,  BG=BE+EG=FD+EG. 


s 


PROP.  XLIII.  THÉOB. 

(486)  L'angle  ABF  formé  par  une  tangente  BF  ou  EF 
et  une  corde  AB  est  mesuré  par  la  mioitié  de  l'arc  AB 
sous-tendu  par  la  corde. 

Par  le  point  de  contact  B  de 
la  tangente,  BD  étant  menée 
perpendiculaire  à  EF,  passera 
(473)  par  le  centre  0  du  cercle 
et  sera  en  conséquence  un  dia- 
mètre ;  or,  (444)  l'angle  DAB 
appuyé  sur  le  diamètre  DB  est 
un  angle  droit,  et  parce  que 
dans  un  triangle  rectangle  la 
somme  des  deux  angles  aigus  vaut  un  angle  droit,  on  aura 
l'angle  ADB-^DBF— ABD=ABF  :  mais  ADB  est  mesuré 
par  la  moitié  de  l'arc  AB  ;  donc  aussi,  son  égal  ABF  sera 
mesuré  par  la  moitié  du  même  arc  ;  donc,  etc. 

(487)  Cor.  1.  Donc,  l'angle  ABF  formé  par  une  tan- 
gente et  une  corde  est  égal  à  un  angle  quelconque  ADB, 
AGB,  etc.,  dans  le  segment  alterne  ABG  du  cercle  ;  et 
l'angle  ABE^AKB  dans  le  segment  alterne  ABK. 

(488)  Sco.  1.  PROB.  Donc,  pour  mener  par  un  point 
donné  B  une  tangente  EF  à  un  cercle,  ou  à  un  arc  de 
cercle  quelconque;  l'on  n'a  qu'à  porter  du  point  B  deux 
distances  quelconques  égales  ou  inégales  BA,  AD  sur  la 
circonférence  donnée,  joindre  BD,  DA,  BA  et  faire  l'angle 
ABF««ADB.    Si  les  deux  distances  portées  sur  la  circou- 
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fércncc  étalent  BK,  KA  ;  après  avoir  joint  BA,  BK,  AU,  on 
ferait  i'an2;le  KBF=KAB,  ce  qui  donnerait  comme  aupara- 
vant BF  tangente  au  cercle  au  point  donné  B. 

(489)  Autrement,  on  aurait  encore  (468)  EF  tangente  au 
cercle  au  point  donné  B  en  joignant  ce  point  au  centre  C  du 
cercle  et  en  menant  ensuite  EF  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité B  du  rayon  BC. 

(490)  Sco.  2.  PROB.  Donc  aussi,  pour  couper  un  cercle 
quelconque  de  manière  qu'un  ABK  de  ses  segments  soit 
capable  d'un  angle  donné  ;  il  n'y  a  qu'à  mener  une  tan- 
gente EF  au  cercle  en  un  point  quelconque  B  et  au  point 
de  contact  B  faire  un  angle  ABE  égal  à  l'angle  donné  ;  le 
segment  alterne  ABK  sera  capable  d'un  angle  AKB  égal  à 
l'angle  donné,  puisque  par  le  premier  Cor.  AKB=-- ABE. 

(491)  Sco.  3.  PROB.  L'angle 
dans  un  demi-cercle  étant  (444) 
un  angle  droit,  et  toute  tangente 
devant  être  (468)  perpendiculaire 
au  raj'on  mené  au  point  de  con- 
tact ;  il  s'en  suit  que  pour  mener 
une  tangente  EF  à  un  cercle 
par  un  point  donné  E  hors  du 
cercle  ; 

Il  faut  joindre  le  point  donné  au  centre  du  cercle,  et  sur  la 
ligne  de  jonction  EC,  bissectée  ea  H,  déci'ire  le  demi-cercle 
EBC  qui  intersectera  le  cercle  do  Mié  en  B,  le  point  de  con- 
tact cherché  ;  car,  menant  BC  et  EBF,  l'angle  CBE  a{)pnyé 
sur  le  diamètre  EC  est  droit  et  par  conséquent  EB  est  pcr- 
pondiculaire  aux  rayon  BC  à  l'extémité  de  ce  rayon  ;  donc, 
EF  est  la  tangente  demandée. 

(492)  Sco.  4.  En  complétant  le  cercle  EBG,  il  est  clair 
que  l'on  aurait  de  l'autre  côté  du  diamètre  EC  une  nouvelle 
intersection  G,  à  laquelle  menant  EG,  on  aurait  une  nouvelle 
tangente  EG  égale  à  EB  ;  car  dans  les  deux  triangles  rec- 
tauglua  EBC,  EGC,  l'hypotéiiuse  EC  et  le  côté  J3C  de  i'uu 
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sont  égaux  à  ceux  EC,  GC  de  l'autre;  ce  qui  (312)  rend 
égaux  les  côtés,  c-à-d.,  les  tangentes  EB,  EG  et  les  angles 
B^EC,  GEC. 

(493)  Cor.  2.  Il  suit  de  la  dernière  Sco.  que  les  deux 
tangentes  EB,  EG  menées  à  un  cercle  d'un  point  quel- 
conque E  hors  de  ce  cercle  sont  égales. 

(494)  Cor.  3.  Il  suit  encore  que  la  ligne  EC  qui  joint  le 
point  de  rencontre  E  des  tangentes  au  centre  du  cercle, 
bissecte  l'angle  BEG  formé  par  les  deux  tangentes;  et 
réciproquement,  comme  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  bissec- 
trice EC  de  l'angle  E,  il  s'en  suit  que  la  ligne  qui  bissecte 
l'angle  formé  par  deux  tangentes  passe  par  le  centre  du 
cercle. 

PROP.  XLIV.  THÉOR. 

(495)  Si  deux  cercles  se  coupent  en  A,  B,  la  ligne  CD 
qui  joint  leurs  centres  sera  perpendiculaire  à  la  corde 
AB  qui  joint  les  points  d'intersection,  et  bissectera  cette 
corde. 

Car  la  corde 
AB  est  com- 
mune aux  deux 
cercles  et  les 
perpendiculai- 
res GD,  GC  é- 
levées  au  centre 
G  de  la  corde 
passent  (406) 
par  les  centres 
D,  C  des  deux 
cercles  ;  mais  (128)  par  un  point  donné  C  l'on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  perpendiculaire  GC  ou  GD  ;  c-à-d.  (135)  que 
les  lignes  GC,  GD  ne  font  partie  que  d'une  seule  et  même 
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ligne  droite  ;  donc  réciproquement,  la  ligne  CD  qui  joint 
les  centres,  ou  CD  prolongée  sera  perpendiculaire  à  la  corde 
AB  et  bissectera  cette  corde  :  donc,  etc. 

(496)  Cor.  1.  De  là,  la  ligne  joignant  les  intersections 
des  circonférences  de  deux  cercles  est  perpendiculaire 
à  la  ligne  qui  joint  leurs  centres. 

(497.  Sco.  1.  Si  deux  cercles  se  coupent,  la  distance 
CD  entre  leurs  centres  sera  moindre  que  la  somme  de 
leurs  rayons  CA,  DA  et  le  plus  grand  rayon  DA  sera 
aussi  moindre  que  la  somme  du  plus  petit  rayon  CA  et 
de  la  distance  CD  entre  les  centres  des  deux  cercles  ;  car, 
un  côté  d'un  triangle  étant  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres  côtés,  l'on  aura  CD<CA+CA  et  pour  la  même  raison 
DA<CA+CD. 

(498)  Sco.  2.  Réciproquement,  si  la  distance  entre  les 
centres  de  deux  cercles  est  moindre  que  la  somme  de 
leurs  rayons,  le  plus  grand  rayon  étant  en  même  temps 
moindre  que  la  somme  du  plus  petit  rayon  et  de  la  dis- 
tance entre  les  centres  ;  les  deux  cercles  se  couperont. 

Car,  pour  rendre  possible  une  intersection,  il  faut  que  le 
triangle  CAD  soit  possible  ;  ce  qui  exige  que  CD  soit  < 
AC+AD  et  AD<AC+CD,  et  chaque  fois  que  le  triangle 
CAD  pourra  être  construit,  il  est  évident  que  les  cercles 
décrits  des  centres  C  et  D  se  couperont. 

(499)  Cor.  2.  De  là,  si  la  distance  entre  les  centres  de 
deux  cercles  est  plus  grande  que  la  somme  de  leurs 
rayons,  les  deux  cercles  ne  s'intersecteront  pas  ;  car  les 
deux  cercles  seront  alors  entièrement  en  dehors  l'un  de 
l'autre. 

(500)  Cor.  3.  De  là,  aussi,  si  la  distance  entre  les  cen- 
tres de  deux  cercles  est  moindre  que  la  diiïerence  de 
leurs  rayons,  les  deux  cercles  ne  se  couperont  pas  ;  car 
AC+CD>AD  ;  donc,  CD>AD— AC  ;  c-à-d.,  (162)  l'un  quel- 
conque des  côtés  d'im  triangle  excède  la  difiTércnce  entre 
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les  deux  autres  côtés.  Le  triaiiglo  est  donc  impossible 
lorsque  la  distance  entre  les  centres  des  cercles  est  moindre 
que  la  diflerence  des  rayons  ;  et  les  deux  cercles  ne  peuvent 
se  couper,  étant  dans  ce  cas  l'un  entièrement  en  dedans  de 
l'autre. 

(501)  Cor.  4.  Si  deux  cercles  se  coupent,  ils  ne  peu- 
vent avoir  le  même  centre,  puisqu'il  faudrait  pour  cela 
que  DA  lût  en  même  temps  égal  à  DE  et  à  DF;  ce  qui  est 
absurde. 
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(502)  Si  deux  cordes  AB,  CD  se  coupent  dans  un 
cercle,  le  rectangle  AE.EB  des  segments  de  l'une  est 
égal  au   rectangle  CE.ED  des  segments  de  l'autre. 

Soit  F  le  centre  ;  ayant  numé  les 
rayons  r  ^luxFA,  FO,  etc.,  on  aura 
deux  igles  isocèles  AFB,  CFD 
dans  ciiacun  desquels  EF  est  une 
ligne  menée  du  sommet  à  la  base. 
Maintenant  on  a  démontré  (396) 
que  AF^-EF-= AE.EB  et  CF^—  . 
EF2=CE.ED;  mais  parce  que  le 
rayon  CF=  celui  AF,  l'on  a  CF— EF=AF— EF  ;  d'où  il 
suit  aussi  que  AE.EB=CE.ED  ;  donc,  etc. 

PROP.  XLVI.  THÉOR. 


(503)  Si  d'un  point  A  hors  d'im  cercle,  l'on  mène  deux 
sécantes  quelconques  AB,  AC  à  la  circonférence  ;  le 
rectangle  d'une  des  sécantes  AB  et  de  sa  partie  AG  hors 
du  cercle  est  égal  au  rectangle  de  l'autre  sécante  AC  et 
sa  partie  AL  hors  du  cercle. 
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Soit  E  le  centre  du  cercle,  et 
par  le  point  E  menez  AF  ;  joi- 
gnez EB,  EG.  Le  triangle  BEG 
est  isocèle,  à  ^ause  des  rayons 
égaux  EB,  EG;  EA  étant  en 
même  temps  une  ligne  menée  du 
sommet  E  de  ce  triangle  à  sa 
base  BG  prolongée.  Maintenant 
on  a  démontré  (397)  que  EA''^— 
EG'^=AB.AG,  et  parce  que  EK 
-EG,  l'on  a  aussi  EA^— EK^» 
AB.AG;  or,  (370)  E  A^— EK2=(E  A+EK)  x  (E  A -EK)=^ 
AF.AK,  puisque  EF=EK;  donc,  AB.AG=AF.AK.  L'on 
prouverait  de  même  AC.AL=AF.AK,  et  deux  quantités 
égales  à  une  troisième  sont  égales  entre  elles  ;  donc  AC.  AL 
=AB.AG  ;  donc,  etc. 

(504)  Cor.  1.  Si  la  ligne  AB  tourne  autour  du  point  A  de 
manière  à  s'éloigner  de  plus  en  plus  du  centre  E,  il  est  évi- 
dent que  les  deux  points  B,G  finiront  par  se  rencontrer  en 
un  point  commun  D.  La  sécante  AB  deviendra  alors  la 
tangente  AD  et  on  aura  le  rectangle  AD. AD==  AB.AG  ; 
c-à-d.,  AD  =AB.AG  ou  le  carré  de  la  tangente  est  égal 
au  rectangle  de  la  sécante  entière  et  de  sa  partie  hors 
du  cercle. 

(505)  Sco.  La  tangente  est  moyenne  proportionnelle 
entre  la  sécante  entière  et  sa  partie  hors  du  cercle  ;  car, 

(89)  si  le  produit  de  deux  quantités  est  égal  au  carré  d'une 
autre  quantité,  cette  dernière  mt  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  premières  ;  or,  par  le  théor.,  on  a  AB.AG=^ 
AD^  ;  donc,  AB  :  AD  ::  AD  :  AG. 

(506)  Cor.  2.  Si  l'on  menait  du  point  A  une  autre  tan- 
gente AH,  l'on  aurrjt  encore  AH^= AB.AG;  d'où  il  suit 
comme  du  par.  (492),  que  deux  tangentes  menées  à  un 
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oerole  d'un  même  point  quelconque  hors  de  ce  cercle 
sont  égcdos. 

(607)  Cor.  3.  Si  d'un  point  A  hors  d'un  oerole  on  mène 
au  cercle  deux  lignes  AB,  Ail  dont  l'une  coupe  le  cercle 
et  l'autre  le  rencontre,  et  si  le  carré  de  la  ligne  Ail  qui 
rencontre  le  cercle  est  égal  au  rectangle  de  la  ligne 
entière  AB  qui  coupe  le  cercle  et  de  la  partie  extérieure 
AG  ;  la  ligne  qui  rencontre  le  cercle  lui  sera  tangente. 

Si  Ail  n'est  pas  tangonto  au  corclo,  alors  étant  prolongée 
elle  coupera  le  cercle,  comme  la  sôcanto  AB  et  sera  elle- 
même  une  sécante.  Soit  AC  cette  sécante.  On  a  par  le 
théor.  AB.AQ=AC.AL;  mais  par  hyp.  AII*^  ou  AL^«i 
AB.AG;  donc  aussi,  AL^  (ou  AL.AL)=AC.AL,  ce  qui 
(84  Cor.)  est  absurde  ;  donc,  AL  n'est  pas  la  ligne  qui  ren- 
contre le  cercle;  mais  AU  est  cette  ligne,  nulle  autre  ne 
pouvant  donner  AII^= AB.AG  ;  donc,  AU  touche  le  cercle 
sans  le  couper,  c-à-d.,  lui  est  tangente. 

(508)  D'ailleurs,  mile  autre  ligne  AL  ne  donnerait 
AL^=  AH'^  puisque  (459)  toute  ligne  AL  plus  près  que  AU 
de  celle  AF  qui  passe  par  le  centre,  est  plus  petite  que  A II 
qui  est  plus  éloignée  ;  donc,  AH,  c-à-d.,  la  tangente  menée 
du  point  A,  est  la  seule  qui  puisse  donner  AIl'^=AB.AG. 
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(509)  Si  deux  lignes  AB,  AC,  fkisant  l'une  avec  l'autre 
un  angle  quelconque  BAC,  sont  coupées  par  une  ou 
plusieurs  lignes  parallèles  DE,  FG,  Cr3;  les  parties  de 
l'une  interceptées  entre  les  parallèles  seront  proportion- 
nelles aux  parties  correspondantes  de  l'autre  :  c-à-d.,  l'on 
aura  AE:EG:GB  comme  AD:DF:FC,  ou  AE  à  AD 
comme  EG  à  DF  comme  GB  à  FC. 
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ce  cercle 

on  mène 
(  le  cercle 
,  ATI  qui 
la  ligne 
(Xtérieure 
ingente. 

prolonge' G 
sera  cUo- 
1  a  pnr  le 
ou  al'  =» 
^L,  ce  qni 
je  qui  reu- 
0  autre  ne 
le  le  cercle 

donnerait 

'èa  que  ATI 

te  que  AU 

nte  menée 

AB.AQ. 


vec  l'autre 
ar  une  ou 
parties  de 
)roportion- 

c-ii-cl,  l'on 
AE   à  AD 


En  effet,  menant  DU,  F  K 
paruUèloa  à  AB,  lea  ligures 
DG  et  FB  seront  dos  pural- 
léloiçrammes  et  donneront 
(270)  DII-EG  et  FK=GB. 
Si  donc  AE,  EG,  GB  sont 
égales  entre  elles  ;  AE,  DU, 
FK  seront  aussi  égales  entre 

elles.   Or  les  triangles  AED,  A  E  0        B 

DIIF,  FKC  sont  évidemment  (151)  tous  équiangles  par 
construction,  t\  cause  des  parallèles  DE,  FG,  CB  et  de  celles 
AE,  DII,  FK,  et  d'après  l'hyp.  qu'on  vient  de  faire,  chacun 
de  ces  triangles  a  un  cOtô  do  l'un  égal  au  côté  corres- 
pondant de  l'autre  ;  donc,  (238)  les  autres  côtés  de  ces 
triangles  sont  aussi  égaux  et  l'on  a  AD=DF=FC  ;  d'où  il 
suit  que  si  AE  est  le  tiers,  le  quart  ou  toute  autre  fraction 
de  la  ligne  entière  AB,  AD  sera  le  tiers,  le  quart  ou  la 
même  fraction  de  la  ligne  entière  AC  ;  et  réciproquement, 
si  AB  est  le  double,  le  triple  ou  un  multiple  quelconque  de 
la  partie  AE,  AC  sera  aussi  le  double,  le  triple  ou  le  même 
multiple  de  la  partie  AD.  En  d'autres  termes,  quelque  soit 
le  rapport  entre  la  ligne  entière  AB  et  ses  parties  AE,  EG, 
etc.,  on  aura  le  même  rapport  entre  la  ligne  entière  AC 
et  ses  parties  AD,  DF,  etc.  ;  donc,  etc. 

(510)  Réciproquement,  si  les 
parties  AE,  EG,  etc.,  et  celles 
AD,  DF,  etc.  de  deux  lignes 
AB,  A  C  se  rencontrant  en  A, 
à  un  angle  quelconque,  sont 
proportionnelles  ;  les  lignes 
DE,  FG,  etc.,  menées  entre 
les  points  de  section  seront 
parallèles  entre  elles  et  à  la  ligne  CB  qui  joint  les  ex- 
trémités des  deux  lignes  inclinées. 

Car,  si  FG,  par  exemple,  n'est  pas  parallèle  à  CB  ou  à  DE, 
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que  KG  ou  IIG  soit  cette  parallèle.  La  ligne  KG  qui  re- 
tranche de  FC  une  partie  quelconque  FK  ou  la  ligne  IIG 
qui  ajoute  à  FC  une  partie  quelconque  Fil,  rendra  cette 
ligne  plu8  petite  ou  plus  grande  ;  et  si  FC  a  i\  DF  un  certain 
rapport,  ce  rapport  cessera  d'exister  du  moment  que  FC 
diminuera  ou  augmentera.  La  parallèle  KG  ou  IIG  pour- 
rait donc  couper  les  lignes  inclinées  AB,  AC,  d'une  manière 
non  proportionnelle  ;  mais  le  contraire  vient  d'être  prouvé 
dans  le  dernier  paragraphe  ;  donc,  KG  ou  IIG  ne  peut  être 
parallèle  A  CI3  ou  à  DE  qu'à  la  condition  que  DF,FC  soient 
proportionnelles  à  EG,  GB;  donc,  KG  ou  IIG  n'est  pas 
parallèle  à  CB  ou  à  DE  ;  donc,  FG  est  cette  parallèle  ;  donc, 
etc. 

(6li)  Cor.  1.  Si  l'on  suppose 
AB  perpendiculaire  à  CB,  elle  le 
sera  également  (149)  aux  paral- 
lèles FG  et  DE:  et  les  parties 
EG,  GB  seront  (142)  les  distances 
entre  les  parallèles;  et  si  ces 
distances  sont  égales,  l'on  aura 
comme  auparavant  DF=FC  ;  c'est-  -^ 
à-dire,  que  les  parties  d'une  seule  et  même  ligne  droite 
comprises  entre  parallèles  également  éloignées  sont 
égales. 

(512)  Cor.  2.  Les  parallèles  DH,  FK  étant  des  lignes 
également  inclinées,  l'on  tire  aussi  de  la  prop.  que  les  pa- 
rallèles ou  lignes  également  inclinées  entre  parallèles 
également  éloignées  sont  égales. 

(513)  Sco.  1.  PROB.  Il  suit  de  ce  théor.  que  pour  par- 
tager xme  ligne  donnée  AB  en  im  nombre  quelconque  de 
parties  égales  AE,  EG,  GB  ;  il  n'y  a  qu'à  mener  une  autre 
ligne  AC  faisant  avec  la  première  un  angle  quelconque 
BAC.  Portant  alors  sur  AC  le  nombre  voulu  de  distances 
égales  quelconques  AD,  DF,  FC,  joignant  CB  et  menant 
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FG,  DE  parallèles  à  CB  ;  la  lîgno  AB  sera  partagée  de  la 
manière  requise. 

(514)  800.  2  PROB.  Si  le?  parties  AE,  EG,  etc.,  au  Hou 
d'être  égales,  devaient  avoir  l'une  à  l'autre  un  rapport  donné  ; 
il  est  clair  qu'il  n'y  aurait  qu'à  porter  sur  la  ligne  AC  des 
parties  quelconques  AD,  DF,  etc.,  ayant  l'une  à  l'autre  le 
rapport  voulu  ;  alors  la  même  construction  que  ci-dessua 
donnerait  AE  à  EG  à  etc.,  dans  le  rapport  voulu. 

Par  exemple,  si  l'on  voulait  avoir 
AE  à  EG  A  GB  dans  le  rapport  do 
2  eà  3  à  5  ;  l'on  porterait  sur  la  ligne 
AC,  la  partie  AD  égale  à  2  unités 
de  mesure  (24)  quelconques,  DF 
égale  à  3  et  FC  égale  à  5  de  ces 
mêmes  unités.  Cette  Sco.  indique  A  E  Gr  B 
donc  le  moyen  de  pai-tager  une  ligne  donnée  en  un  nom- 
bre quelconque  de  parties  proportionnelles. 

(515)  Soo.  3.  PROB.  Si  l'on  avait  à  retrancher  d'une 
ligne  donnée  AG  une  partie  quelconque  EG  ou  à  lui 
s^outer  une  partie  quelconque  Gii  ;  c-à-d.,  une  partie 
ayant  à  la  ligne  entière  AG  un  rapport  quelconque  ;  l'on 
porterait  sur  la  ligne  indéfinie  AF,  un  nctibre  d'unités  de 
mesure  quelconques  égal  à  celui  qui  est  contenu  dans  la 
ligne  donnée;  prenant  alors  FD  ou  FC  égale  au  nombre 
d'unités  de  mesure  à  retrancher  ou  à  ajouter,  joignant  FG 
et  menant  DE  ou  CB  parallèle  à  FG,  le  problème  serait 
résolu. 

(516)  Sco.  4.  PROB.  Si  l'on  a  AE  à  EG  comme  AD  à 
DF,  (AE:EG::AD:DF)  DF  sera  quatrième  proportionnelle 
aux  trois  lignes  AE,  EG,  AD  ;  de  là  donc  le  moyen  de 
trouver  une  quatrième  proportionnelle  à  trois  lignes 
données. 

(517)  Sco.  5.  PROB.  Si  AD  était  égale  à  EG,  l'on  aurait 
AE:EG::EG:DF;  d'où  l'on  tire  le  moyen  d'obtenir  im© 
troiâième  proportionnelle  à  deux  lignes  données. 
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(518)  Cor.  3.  Nous  avons  défini  trinnglos  semblables  (205) 
ceux  qui  sont  éqninnglos;  c-à-d.,  dont  tous  les  angles  sont 
respectivement  égaux  l'un  à  l'autre.  Les  triangles  ADE, 
AFG,  ACB  sont  donc  des  triangles  semblables,  à  cause  des 
parallèles  DE,  FG,  CB  qui  rencontrent  les  lignes  AB,  AO 
et  font  les  angles  correspondants  E,  G,  B  égaux,  et  ceux 
D,  F,  C  aussi  égaux,  l'angle  A  élaLt  commun  à  chacun  des 
tria?iî;-Iea. 

L'on  vient  do  voir  aussi  (509;  que 
AE  étant  une  partie  quelconque  de  la 
ligne  entière  AG  ou  AB,  AD  sera  la 
même  partie  de  la  ligne  entière  AF 
ou  AO  ;  d'oîi  il  suit  que  si  dans  un 
triangle  quelconque  ACB  l'on  menti 

une  ou  plusieurs  lignes  parallèles  à  "^  -^  G  B 
l'un  CB  des  côtés  ;  ces  parallèles  couperont  les  deux 
autres  côtés  proportionnellement. 

(519)  Cor.  4.  l^éciproqnomc'it,  si  les  côtés  AF,  AG  ou 
les  côtés  prolongés  AC'.  AB  d'un  triangle  quelconque 
AFG  sont  coupés  proportionnellement;  la  ligne  DE  ou 
CB  qui  joint  les  points  de  section  sera  parallèle  à  l'autre 
côté  FG  du  triangle  ;  car  (510)  nulle  autre  ligne  non  pa- 
rallèle à  FG  ne  couperait  proportionnellement  les  côtés  ou 
côtés  prolongés  du  triangle. 

(520)  Cor.  5.  Si  ADE,  ACB  sont 
deux  triangles  semblables  quelcon- 
ques disposés  comme  dans  la  fig.  ; 
le  côté  ED  sera  (206)  parallèle  au 
roté  BC.     Ayant  mené  DL  paral- 

■  'e  à  AB,  la  fig.  DB  sera  un  pa- 
rallélogramme et  donnera  BL=  /^  E  B 
El),  i'ar  la  prop.,  la  ligne  ED  parallèle  à  BC  donne 
AE:  AB::AD:AC  et  la  parallèle  DL  donne  BL:BC::  AD: 
AC;  mais  (75  Ax.)  les  rapports  qui  sont  égaux  i\  un  mémo 
rapport  sont  égaux  entre  eux;  donc,  AE:  AB::BL:BCet 
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parco  qno  BL==ED,  l'on  a  AE:  AB  ::  ED:  BC  ;  d'on  il  suit 
que  dans  les  triangles  équiangles  ou  semblables  les  côtés 
homologues  sont  proportionnels. 

(521)  Cor.  6.  Si  dans  les 
triangles  semblables  ABC, 
abc,  CD,  c(f,  représentent 
les  hauteurs  respectives  de 
ces  triangles  ;  ces  hauteurs 
sont  proportionnelles  l'une 
à  l'autre  ;  comme  le  sont  les 
bases  et  autres  côtfis  ou  li- 
gnes homologues  des  tri- 
angles. 

Ceci  est  clair,  car  en  con-  B  A.  D  à  a 
sidérant  séparC'mcnt  les  triangles  CDB,  c  d  b,  l'on  voit  do 
suite  que  ces  triangles  sont  équiangles  ;  l'angle  D,  d,  dans 
chacun  étant  droit  et  les  angles  B,  h,  communs  à  ces  trian- 
gles et  aux  tritmglcs  donnés.  Los  triangles  CDB,  cdb 
sont  donc  semblables  et  donnent  CB:c h::CD:  cd;  mais 
CB:  cbi'.ABiab;  d'où  (75  Ax.)  AB  :ab::  CD  :  cd,  etalter- 
nando  {94)  AU  i  CD  ::ab:c d.  C-à-d.  que  les  hauteurs  et 
les  bases  des  triangles  semblables  sont  proportionnelles. 

(522)  Cor.  7.  Si  les 
côtés  homologues  de 
deux  triangles  ABC, 
abc  sont  proportion- 
nels ;  les  triangles  se- 
ront équiangles  et 
semblables. 

Sur  AB  portez  AD=ab  et  sur  AC  portez  AE=«c  et 
joignez  DE.  Parce  qno  ab:  AB::  ac:  AC  ou  AD:AB:: 
AE:  AC,  l'on  a  (519)  DE  parallèle  à  BC,  et  parcequo  DE 
est  parallèle  à  BC,  l'on  a  (509)  AD:AB::DE:  BC  ou 
a  6  :  AB  ::  6  c :  BC.  Lca  troia  côtés  du  triauglc  ADE  sont  doue 
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proportionnels  à  ceux  du  triangle  a  ô  c,  et  par  constr.  AD= 
a  6  et  AE=a  c  ;  donc,  aussi  (82  Ax.)  DE=»6  c  ;  or  avec  trois 
côtés  donnés,  l'on  ne  peut  ^q 

(239)  faire  qu'un  seul  tri-  E 

angle;  donc,  le  triangle 
ADE  est  égal  en  tout 
au   triangle  abc.     Mais 

parce  que  DE  a  été  prou-  ^  D     B       ^ 

vé  parallèle  à  BC,  le  triangle  ADE  est  équiangle  et  sem- 
blable à  ABC;  donc  aussi  son  égal  abc  est  équiangle  et 
semblable  à  ABC;  donc,  etc. 

(523)  Cor.  8.  Si  dans  le  dernier  cor.,  l'on  avait  seulement 
deux  côtés  a  6,  a  c  du  triangle  abc  proportionnels  aux  deux 
AB,  AC  du  triangle  ABC,  et  l'angle  compris  a  de  l'un  égal 
à  l'angle  correspondant  A  de  l'autre  ;  il  est  clair  que  faisant 
la  même  constr.,  l'on  prouverait  comme  auparavant  que  DE 
est  parallèle  à  BC  et  le  triangle  ADE  égal  en  tout  à  celui 
abc,  Qt  de  là,  a  6  c  équiangle  et  semblable  à  ABC  ;  d'où  il 
suit  que  si  deux  triangles  ont  un  angle  de  l'un  égal  à 
un  angle  de  l'autre  et  les  côtés  qui  comprennent  les 
angles  égaux  proportionnels,  les  deux  triangles  sont 
équiangles  et  semblables. 

(524)  Sco.  6.  Si  deux  triangles  ^ 

ADB,  BEC  ont  deux  côtés  de  l'un 
proportionnels  aux  deux  de  l'au- 
tre, savoir  AD  à  BE  comme  BD  à 
CE  et  l'angle  compris  D  de  l'un 
égal  à  l'angle  compris  E  de  l'au-       A  B       C 

tre,  et  si  ces  deux  triangles  sont  disposés  de  manière  à 
se  toucher  par  un  de  leurs  angles  et  à  avoir  les  côtés 
homologues  parallèles  ;  les  autres  côtés  AB,  BC  de  ces 
triangles  seront  sur  la  même  ligne  droite  AC. 

Car,  par  le  dernier  cor.,  ces  deux  triangles  sont  équian- 
glâs  et  seiabkblQS;  çt(206)  il  8u^t  qu'un  cOté  4e  l'un  aoit 
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parallèle  au  côté  correspondant  de  l'autre,  pour  que  les 
autres  côtés  le  soient.  Or,  si  BC  est  parallèle  à  AB  et 
qu'eu  raôrae  temps  le  point  B  soit  commun  à  chacun  de  ces 
côtés,  il  est  clair  (146)  que  AB,  BC  feront  partie  d'une  seule 
et  même  ligne  droite. 

(525)  Sco.  7.  Nous  voyons  par  cette  prop.  que  dans  les 
triangles,  l'égalité  des  angles  est  une  conséquence  de  la 
proportion  ou  du  rapport  entre  les  côtés,  et  réciproque- 
ment ;  de  sorte  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  condi- 
tions détermine  d'une  manière  suffisante  la  similitude 
de  deux  triangles. 

(526)  Sco.  8.  Il  en  est  autrement 
des  figures  de  plus  de  trois  côtés. 

Il  est  clair,  par  exemple,  que  si  dans 

le  quadrilatère  AC,   l'on   mène  EF 

parallèle  à  AD,  la  fig.  EC  sera  équi- 

angle  à  AC,  quoique  le  rapport  entre 

les  côtés  soit  changé  ;  et  réciproquement,  il  est  clair  que  si 

les  quatre  côtés  étaient  mobiles  autour  des  points  angulaires 

A,  B,  C,  D,  on  pourrait  les  faire  agir  de  manière  à  varier 

indéfiniment  les  angles  sans  changer  en  rien  la  longueur 

des  côtés. 

(527)  Sco.  9.  Cette  proposition  avec  celle  du  carré  de 
l'hypoténuse  sont  les  plus  importantes  et  les  plus  fé- 
condes en  résultats  de  toutes  celles  de  la  géométrie  ; 

étant  presque  suffisantes  à  elles  seules  pour  toute  applica- 
tion au  raisonnement  ultérieur  et  pour  résoudre  tous  les 
problèmes.  La  raison  en  est  que  toute  figure  peut  se 
résoudre  en  triangles  et  tout  triangle  en  deux  triangles 
rectangles. 

Ainsi,  les  propriétés  générales  des  triangles  compren- 
nent en  même  temps  celles  de  toute  autre  figure. 
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PROP.  XLVIII.  THÉOR. 

(528)  Si  deux  triangles  ABC,  abc,  ou  ABC',  a  b  c',  ont 
deux  côtés  AB,  BC  ou  AB,  BC  de  l'un  proportionnels 
aux  deux  ab,  bc  ou  abjbc'  de  l'autre  et  l'angle  A  opposé 
à  l'un  de  ces  côtés  égal  à  l'angle  correspondant  a  de 
l'autre  ;  ces  triangles  seront  équiangles  ou  semblables, 
pourvu  que  l'angle  C  ou  C  opposé  à  l'autre  côté  du  pre- 
mier soitde  même  afiëotion  que  l'angle  c  ou  c'  opposé 
au  côté  correspondant  du  second  ;  c-à-d.,  (129)  pourvu  que 
les  angles  correspondants  soient  tous  deux  obtus  C,  c  ou 
tous  deux  aigus  C,  c'. 

Il  a  déjà  été  dé- 
montré (320)  qu'il 
peut  y  avoir  deux 
triangles  différents 
ABC,  ABC  dont 
deux  côtés  AB,BC 

de  l'un  soient  égaux  A  C  D  C 
à  deux  côtés  AB,  BC  de  l'autre,  et  un  angle  A  commun  ou 
égal  dans  chacun  d'eux  ;  pourvu  que  l'angle  C  d'nn  de  ces 
triangles  soit  égal  au  supplément  de  l'angle  correspondant 
C  de  l'autre. 

Il  est  clair  aussi  que  si  BC=BC'  et  que  le  rapport  de 
BA  à  BC  soit  donné,  il  existera  (82  Ax.)  entre  BA,  BC  le 
même  rapport,  et  que  l'on  pourra  comme  dans  le  cas  de  la 
prop.  XII  (320)  former  avec  les  données  mentionnées  dans 
l'énoncé  de  ce  théor.,  deux  triangles  ABC,  ABC  tels  que 
l'angle  C  de  l'un  soit  égal  au  supplément  de  l'angle  C  de 
l'autre. 

Cela  posé,  puisque  par  hyp.  ABiBC ::ab:bc,  l'angle  A 
étant=a  ;  si  sur  AB,  BC,  l'on  porte  des  longueurs  Ba,  Bc= 
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ha,  bc,  l'on  aura  (522)  a  c  parallèle  à  AC  et  les  angles  a,  c 
par  conséquent  égaux  aux  angles  A,  0.    Le  triangles  abc 
ou  son  égal  a  B  c  sera  donc  équiangle  à  ABC.    L'on  prou 
verait  de  même  que  a  B  c'  ou  son  égal  a  6  c'  est  équiangle  à 
ABC;  donc,  etc. 

PROP.  XLIX.  THÉOR. 

(5S29)  Dans  un  triangle  rectangle  ACB,  si  l'on  abaisse 
de  l'angle  droit  C  sur  la  base  AB  une  perpendiculaire 
CD  ;  les  triangles  ADC,  BDC  de  chaque  côté  de  la  per- 
pendiculaire, seront  semblables  au  triangle  entier  et  l'un 
à  l'autre. 

Les  triangles  partiels  ADC, 
BDC  ont  chacun  un  angle  droit 
en  D,  à  cause  de  CD  perpendicu- 
laire sur  AB.    Ils  ont  aussi,  l'un, 

un  angle  A,  l'autre,  un  angle  B  _^^^___ 

commun  avec  le  triangle  entier     A  J)  B 

ACB  ;  le  troisième  angle  dans  chaque  triangle  est  donc 
aussi  égal.  Chaque  triangle  partiel  est  donc  équiangle  et 
par  conséquent  semblable  au  triangle  entier,  et  ces  triangles 
sont  aussi  semblables  entre  eux,  puisque  (209)  deux  figures 
semblables  à  une  troisième  sont  semblables  entre  elles; 
donc,  etc. 

(530)  Cor.  1.  Dans  les  triangles  semblables  ADC,  BDC, 
les  côtés  homologues  étant  proportionnels,  l'on  aura 
AD:DC::DC:DB;  d'où  il  suit  (87)  que  AD.DB=DC2; 
c-à-d.  (89)  que  DC  est  moyenne  proportionnelle  entre  AD 
et  DB  ;  donc  : 

1^  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  d'un  trian- 
gle rectangle  sur  la  base,  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  segments  de  la  base.  De  plus,  parce  que  C  est 
un  angle  droit,  le  segment  de  cercle  ACB  qui  le  contient 
est  un  demi- cercle  et  AB  un  diamètre  (444)  ;  donc,  aussi  : 
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2°  La  perpendiculaire  DC  menée  à  la  circonférence, 
d'un  point  quelconque  D  sur  le  diamètre  d'un  cercle,  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  AD,  DB  du 
diamètre. 

(531)  Cor.  2.  En  comparant  chacun  des  tr  angles  partiels 
avec  le  triangle  entier,  l'on  obtient  AB  :  AC  .:  AC  :  AD  et 
AB  :  BC  ::  BC  :  BD  ;  c.-à-d.,  chacun  des  côtés  d'un  trian- 
gle rectangle  ACB  est  moyen  proportionnel  entre  la 
base  et  le  segment,  adjacent  a  ce  côté,  formé  pav  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse. 

(532)  Sco.  1.  Puisque  AB;AC 
::AC:AD,  le  produit  des  extrê- 
mes est  (87)  égal  à  celui  des  mo- 
yens, et  l'on  a  AC^=AB.AD.  Pour 
la  même  raison,  AB  étant  à  BC  :: 
BC  à  BD,  l'on  a  BC''^=AB.BD. 
Donc,  AC^+BC^-=AB.AD+AB.BD;  mais  (355)  la  somme 
des  rectangles  d'une  ligne  et  de  chacune  de  ses  parties 
équivaut  au  carré  de  la  ligne;  donc,  AB.AD-f-AB.BD= 
(AD+DB)xAB=ABx  AB=AB^;  c-à-d.,  le  carré  fkit  sur 
l'hypoténuse  AB  d'un  triangle  rectangle  est  équivalent 
à  la  somme  des  carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés 
AC,  BC  du  triangle. 

(533)  Nous  arrivons  donc  encore  au  carré  de  l'hjpoténuse 
par  un  chemin  bien  différent  de  celui  (305)  qui  nous  y  a 
d'abord  conduits,  et  plus  légitimement  de  cette  manière:  puis- 
que cette  propriété  est  en  réalité  une  conséquence  de  la  pro- 
priété plus  générale,  que  les  côtés  des  triangles  équiangles 
sont  propertionnels  (520).  C'est  ainsi  que  les  propositions 
fondamentales  de  la  géométrie  se  réduisent  pour  ainsi 
dire  à  cette  seule  proposition,  que  1er  triangles  équian- 
gles ont  leurs  côtés  homologues  proportionnels. 

(534)  Sco.  2.  PROB.  L'angle  C  contenu  dans  un  demi- 
cercle  étant  droit  (444)  ;  si  l'eu  demandait  à  trouver  une 
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moyenne  proportionnelle  CD  à  deux  lignes  données  AD, 
DB;  il  est  clair  (530  2°)  qu'il  n'y  aurait  qu'à  joindre  bout  à 
bout  les  deux  lignes  données,  de  manière  à  n'en  former 
qu'une  seule  et  même  ligne  droite  AB;  sur  AB  décrire  le 
demi-cercle  ACB  ;  élever  alors  au  point  de  contact  D  la 
perpendiculaire  DC  qui  serait  la  moyenne  proportionnelle 
demandée. 

(535)  Sco.  3.  PROB.  La  perpcndiciilaire  DC  menée  à  la 
circonférence,  d'un  point  quelconque  D  sur  le  diamètre  d'un 
cercle,  étant  (530  2^)  moyenne  proportionnelle  entre  les 
segments  du  diamètre  ;  si  l'on  demandait  à  trouver  par  ce 
théor.  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  donné  C  et 
ayant  la  somme  de  ses  côtés  adjacents  égale  à  une  ligne 
donnée  AB  ;  il  n'y  aurait  qu'à  décrire  sur  AB  un  demi-cercle 
et  à  mener  la  parallèle  DE  à  une 
distance  AD  de  AB  égale  au  côté 
du  carré  donné;  abaissant  alors 
du  point  E  la  perpendiculaire  EF 
sur  AB,  la  ligne  AB  serait  par- 
tagée en  F  de  manière  à  donner  AF.FB=EF'^;  c-à-d.  que 
l'on  aurait  AF,  FB  respectivement  égaux  aux  côté  adjacents 
d'un  rectangle  équivalent  au  carré  donné. 

Une  autre  solution  de  ce  problème  a  déjà  été  donnée  aux 
par.  (373). 

2^  Si  l'on  avait  à  trouver  un  carré  équivalent  à  un 
rectangle  donné  ;  il  est  clair  qu'en  prenant  sur  la  ligne 
iiulétinie  AB,  AF  égale  à  l'un  dos  cô^és  du  rectangle,  FB 
égale  à  l'autre  ;  sur  AB  décrivant  un  demi-cercle,  et  du 
point  F  meuiint  FH:  perpendiculaire  à  AB;  l'on  aurait  FE 
égale  an  côté  du  carré  cherché;  puisque  (430  2°)  FE"^= 
AF.FB. 


Il 


■i^m 


158 


GÉOMÉTRIE. 


ifff 


Kv 

m 

l^^',-'. 

^mSP' 

"\ 

1 

m-' 

II! 

f  1 

K;_-i 

\m 

K-- 

il. 

j,\\-       .1:11 


(536)  Cor.  3.  La  corde  AC  ou 
BC  est  moyenne  proportionnelle 
entre  lo  diamètre  AB  et  le 
segment  adjacent  AD  ou  BD  ; 
puisque  AC''^=AB. AD  et  que  B(f 
=AB.BD. 

(537)  Cor  4.  Puisque  AC^-=AD.AB  et  que  BC^=BD.AB  ; 
l'on  a  AC^:  AD.ABrrBC^:  BD.  AB.  Supprimant  AB  qui 
est  commun  aux  deux  conséquents  (64)  de  la  proportion,  il 
vient  AC2:  AD::BC2:BD  ou  alternaudo  A0'<^:  BC^:: 
AD  :  BD  ;  c.-à-d.  que  dans  im  triangle  rectangle  quel-* 
conque  ACB,  les  segments  AD,  DB  de  la  base  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  des  côtés  correspondants. 

2°  Il  est  clair  aussi  que  AC'^  :  AB^::  AD:  AB  et  BC^: - 
AB^::BD:AB;  c-à-d.,  l'hypoténuse  et  vua.  de  ses  seg- 
ments sont  entre  exix  comme  les  carrés  de  l'hypoténuse 
et  du  côté  correspondant  ou  adjacent  au  segment. 

(538)  Cor.  4.  PROB.  Si  EF 
est  parallèle  à  A.B,  les  trian- 
gles semblables  ACB,  ECF 
donneront  AC  :  BC  ::  EC  :  FC  ; 

de  là  (104)  AC^:BC^::EC'^;         

FC^.    Maisparle  dernier  Cor.,    '^Jl  "W 

AC^  :  BC''*  ::  AD  :  BD,  et  parceque  (75)  les  rapports  qui  sont 
égau:.  à  un  même  rapport  son  égaux  entr'eux,  l'on  aura 
EC^  :  FC2  ::  AB  :  BD  ;  ce  qui  indique  que  pour  trouver  le 
côté  FC  d'un  carré  qui  soit  à  un  carré  donné  comme  une 
ligne  donnée  BD  à  ime  ligne  donnée  AD  ;  il  faut  joindre 
bout  à  bout  ces  deux  lignes,  ou  ce  qui  est  la  même  chose, 
prendre  sur  une  ligne  droite  indéfinie  AB,  deux  longueurs 
AD,  BD  égales  à  celles  des  deux  lignes  données  ;  sur  AB 
décrire  un  demi-cercle,  au  point  D  élever  une  perpendi- 
culaire DC,  par  les  points  A,  C  et  B,  C  mener  les  lignes  in- 
définies EC,  FC  ;  porter  sur  celle  EC  une  longueur  EC 
égale  au  côté  du  carré  donné  et  mener  EF  parallèle  à  AB. 
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Cette  dernière  coupera  la  ligne  FC  eu  F  et  donnera  FC 
égale  au  côté  du  carré  cherché, 

(539)  Cor.  5.  L'on  a  vu  (410) 
que  la  perpendiculaire  AB  menée 
par  le  milieu  D  d'une  corde  quel- 
conque CF  et  terminée  de  part 
et  d'autre  à  la  circonférence,  est 
un  diamètre  ;  et  réciproquement, 
le  diamètre  AB  perpendiculaire  à 
une  corde  quelconque  CE,  bissecte 
cette  corde  (408)  ;  or  DC  ou  son  égale  DE  est  (530  2°) 
moyenne  propc.^tionnelle  entre  AD  et  DB,  et  DC=DE=i 
CE  est  la  demi-corde  ;  donc  la  moitié  d'une  corde  per- 
pendloulaire  à  un  diamètre  est  moyenne  propertionnelle 
entre  les  segments  du  diamètre. 

(540)  Sco.  5  PROB.  Il  suit  directement  du  dernier  cor. 
qu'étant  donné  la  corde  CE  d'un  arc  de  cercle  quel- 
conque CBE  et  la  perpendiculaire  DB  au  milieu  de 
cette  corde,  c.-à-d.  la  flèche  ou  le  segment  du  diamètre 
compris  entre  cette  corde  et  la  circonférence,  pour  trouver 
le  diamètre  du  cercle  ou  le  rayon  de  la  courbe  ;  l'on 
obtiendrait  le  reste  AD  du  diamètre  ou  le  segment  inconnu, 
en  divisant  le  carré  de  la  demi-corde  DC  par  le  segment 
donné  DB  ;  car  BD  :  DC  ::  DC  :  DA  ;  d'où,  DA=DC^,  et  le 

BD 
rayon  FB  de  la  courbe— DA+DB. 

Puisque  AD.DB=DC^  ;  il  est  clair  que  pour  trouver  AD 
par  construction  il  faudrait  sur  BD  faire  (300)  un  rectangle 
équivalent  au  carré  sur  la  ligne  CD  ;  alors  BD  étant  un 
des  côtés  de  ce  rectangle,  l'autre  côté  serait  évidemment 
égal  à  la  ligne  cherchée  AD. 
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(541)  Si  dans  un  triangle  quelconque  BAC,  i  ligne 
AD  bisseote  un  angle  BAC  et  coupe  le  côté  BC  opposé  à 
cet  angle  ;  les  segments  BD,  DC  de  la  base  auront  l'un 
à  l'autre  le  même  rapport  que  celui  des  deux  autres 
côtés  BA,  AC  du  triangle.  C-à-d.,  l'on  aura  BD:DC:: 
BArAC. 

En  cttet,  menant  CE  parallèle 
à  AD  jusqu'à  ce  qu'elle  rencon- 
tre BA  prolongée  en  E  ;  la  ligne 
droite  AC  qui  rencontre  les  pa- 
rallèlGS  AD,  CE,  fera  (153)  l'an- 
gle ACE  égal  {\  son  alterne  DAC. 
Les  mêmes  parallèles  donnent 
aussi  l'angle  DAB  égal  à  son  cor- 
respondant E  ;  mais  par  hyp.  DAB=:DAC  ;  donc  aussi, 
l.vngle  ACE=E;  c-à-d.  (248)  EAC  est  un  triangle  isocèle 
fi  donne  AE=AC.  Maintenant  ABD,EBC  étant  des  tri- 
angles semblables,  parce  que  CE  est  parallèle  à  AD,  don- 
nent (509)  BD:DC::BA:AE  et  l'on  vient  de  voir  que 
AE=AC  ;  donc,  (82  Ax.)  BD  :  DC  ::  BA  :  AC  ;  donc,  etc. 

(542)  Réciproquement,  si  les  segments  de  la  base  d'un 
triangle  quelconque  ont  l'im  à  l'autre  le  même  rapport 
que  celui  qui  existe  entre  les  côtés  du  triangle  ;  la  ligne 
menée  de  l'angle  vertical  (183)  au  point  de  section  de  la 
base,  bissectera  l'angle  vertical. 

Faisant  la  même  construction  que  dans  le  dernier  cas, 
l'on  aura  (509)  BD:DC::BA:AE  et  parce  que  par  hjp. 
BD  :  DC  ::  BA  :  AC,  l'on  aura  (75  Ax.)  BA  :  AC  ::  BA  :  AE  : 
donc  (72  Ax.)  AC=AE  et  par  conséquent  l'angle  E=ACE  ; 
mais  E=  son  correspondant  DAB  et  ACE=  son  alterne 
DAC,  et  ces  deux  angles  sont  égaux,  donc  aussi,  DAB, 
DAC  sont  égaux  ;  c-à-d.  que  l'angle  BAC  est  bissecté  par 
la  ligne  AD  ;  donc,  etc. 
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PROP.   LI.   THÉOR. 

(643)  Si  l'angle  extérieur  EAC  d'un  triangle  quelcon- 
que BAC  est  bisseoté  par  une  droite  AD  qui  coupe  en 
même  temps  la  base  BC  prolongée  ;  les  segments  BD,  CD 
entre  la  bissectrice  AD  et  les  extrémités  B,  C  de  la  base, 
ont  l'un  à  l'autre  le  même  rapport  que  les  côtés  BA,  CA 
du  triangle.     C-à-d.,  l'on  aura  BD  :  CD  ::  BA  :  CA. 

Soit  BA  prolongée  d'une 
quantité  AE=CA;  le  trian- 
gle EAC  sera  isocèle  et  don- 
nera l'angle  E^ACE.  Soit 
FA=CA,  et  l'on  aura  aussi 

l'angle  AFC=ACF  ;    mais       . . 

par  hyp.  AD  bissecte  EAC,     ^  ^  " 

faisant  EAD=CAD,  et  (251)  l'angle  ext.  EAC  du  triangle 
CAF  est  égal  à  la  somme  des  angles  ints.  opposés  AFC, 
ACF  ;  donc,  CAD  moitié  de  EAC= J  AFC+ACF  ;  cà-d., 
C AD=ACF,  puisque  ACF=AFC  ;  donc,  FC  est  parallèle 
à  AD  et  l'on  a  (509)  BD  :  CD  ::  BA  :  F  A,  et  FA  par  constr. 
=CA  ;  donc  aussi,  (82  Ax.)  BD  :  CD  ::  BA  :  CA  ;  donc,  etc. 

(544)  Kéciproquement,  si  les  segments  de  la  base  pro- 
longée sont  dans  le  même  rapport  que  les  autres  côtés  du 
triangle  ;  la  droite  menée  du  sommet  au  point  de  sec- 
tion de  la  base  prolongée,  bissecte  l'angle  extérieur  du 
triangle.  C-à-d.,  si  BD  :  CD  ::  BA  :  CA,  l'angle  CAD  sera 
=EAD. 

Faisant  la  même  constr.  que  dans  le  dernier  cas,  on  aura 
encore  l'angle  E=ACE  et  ACF= AFC  ;  mais  l'angle  ext. 
EAC= AFC+ACF,  et  puisque  BD  :  CD  :  :  B  A  :  C  A  ou  à 
son  égal  FA,  l'on  aura  (510)  AD  parallèle  à  FC  et  l'angle 
CAD=  son  alterne  ACF  ;  mais  ACF=AFC  et  AFC=  son 
correspondant  EAD  ;  donc  aussi,  OAD=EAD  ;  donc,  etc. 


\'^'' 


il" 


'm 


fl'.. 


1C2 


iM-' 


Si'ïV,»  ■  ■ 


"Ma 


m 

S^' 

fe-^;      ■ 

m 

p^' ■ 

Im 

g^'; 

il 

M  \i  , 

H 

l^'' 

im 

R; 

m  ^^ll 

^s*  *  ■ 

V  urB 

3  VF'** 

iB 

B-- 

1 

w 

GÉOMÉTRIE. 


PROP.  III.  THÉOR. 


(&45)  Les  parallélogrammes  BA,  130  qui  sont  en  même 
temps  équiangles  et  de  même  surfkce,  ont  leurs  côtés 
réciproquement  proportionnels.  C-à-d.,  BD  :  BE  :  :  BG  :  BF. 

Ayant  disposé  les  parallélogrs. 
de  manière  qu'ils  aient  un  som- 
met commun  B  et  leurs  côtés 
BD,  BE  sur  la  même  ligne 
droite  DE  ;  complétons  le  paral- 
lélogr.  BH.  Buisque  BA-BC 
par  hyp.  et  que  BII  est  un  autre 
parallélogr.  ;  l'on  a  (82  Ax.)  B  A  :  BII  :  :  BC  :  BII  ;  mais 
parce  que  BA,  BII  ont  même  hauteur,  et  BC,  BII  même 
hauteur,  et  que  (342)  les  parallélogrs.  de  même  hauteur 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ;  l'on  a  BA  :  BII  ::  BD  :  BE 
etBC:BII::BG:BF;  donc,  BD:  BE::BG:BF;  car,  (75 
Ax.)  les  rapports  qui  sont  égaux  à  un  même  rapport  sont 
égaux  entre  eux  ;  donc,  etc. 

(546)  Héciproquement,  les  parallélogrammes  équian- 
gles et  dont  les  côtés  sont  réciproquement  proportion- 
nels, sont  égaux.  C-à-d.,  si  BD  ;  BE  ;:  BG:  BF  ;  l'on  aura 
BA=BC. 

Car  BD  :  BE  ::  BA  :  BII  et  BD  :  BE  ::  BG  :  BF  et  les  rap- 
ports qui  sont  égaux  à  un  même  rapport  sont  égaux  entre 
eux;  donc,  BG:  BF::  BA:  BH  ;  mais  BG:  BF  :  :  BC  :B1I  ; 
d'où  il  suit  que  BA  :  BU  :  :  BC  :  BH  ;  or,  (72  Ax.)  si  deux 
quantités  ont  à  la  même  quantité  le  même  rapport,  ces 
deux  quantités  sont  égales  ;  donc,  BA=BC. 

(547)  Cor.  Les  triangles  étant  (281)  moitiés  de  parnl- 
lélogrs.  correspondants,  et  les  moitiés  de  choses  égales  étant 
égales  ;  il  est  clair  que  le  même  raisonnement  que  l'on 
vient  de  suivre  dans  le  cas  des  parallélogrs.,  s'appliquerait 
aux  triangles,  dont  les  surfaces,  comme  celles  des  parallé- 


PROPOSITIONS,   ETC. 


168 


logrs.,  sont  entre  elles  (344  2°)  comme  leurs  bases,  lorsque 
leurs  hauteurs  sont  égales.  Il  suit  doue,  que  les  triangles 
égaux  qui  ont  im  angle  de  l'un  égal  à  un  angle  de  l'autre, 
ont  leurs  côtés  qui  comprennent  les  angles  égaux  réel- 
proquement  proportionnels  ;  c-à-d.  que  si  le  triangle 
FBD=-EBG  et  l'angle  FBD=-  EBG  ;  l'on  aura  BD  :  BE  :  : 
BG  :  BF. 

2°  Et  de  même,  les  triangles  qui  ont  un  angle  de  l'un 
égal  à  un  angle  de  l'autre  et  les  côtés  qui  comprennent 
les  angles  égaux  réciproqucoxent  proportionnels,  sont 
égaux. 

PROP.   ini.   THÉOR. 

(548)  Dans  les  figures  semblables  quelconques,  EB,  e  &, 
les  côtés  et  autres  lignes  homologues  sont  proportionnels. 

Nous  avons  déjà  dé- 
fini (207)  figures  sem-  "i  /  \  *  -Tf  ^-»D 
blables  de  plus  do  trois  ^/ 
côtés,  celles  qui  sont 
composées  d'un  même 
nombre  de  triangles 
semblables  situés  d'une  '^ 
manière  correspon- 
dante dans  chacune  des  figs.,  et  cette  condition  est  de  ri- 
gueur pour  que  leurs  côtés  soient  proportionnels  ;  car  s'il 
suffisait  que  les  figs.  fussent  équiangles,  comme  dans  le  cas 
des  triangles,  il  arriverait  que  les  côtés  de  la  fig.  EB  seraient 
en  même  temps  proportionnels  aux  côtés  de  l'une  ou  l'autre 
des  figs,  ebf  gb,  ou  de  toute  autre  fig»  équiangle  ek,  gk; 
mais  dans  ce  cas,  les  figs.  ebetgb  étant  par  hyp.  équiangles, 
l'on  aurait  aussi  ab:ed::ab:gf  ou  ab:ae::ab:agy  ou 
etc.  ;  ce  qui  (526)  est  absurde  ;  or,  les  figs.  équiangles  c6,  gb 
ne  sont  pas  composées  de  triangles  semblables  ou  équian- 
gles, puisque  le  triangle  acd  n'est  pas  équiangle  a  a  of,  non 
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plusquoflff^c  i\  afg\  dono,  les  figures  qui  ne  sont  pas 
composées  de  triangles  équiangles  ou  semblables,  n'ont 
pap  leurs  oôtés  proportionnels  : 

(549)  2°  Et  si  ces  figures  sont  composées  de  triangles 
équiangles  ou  semblables,  il  est  à  démontrer  quo  leurs 
côtés  sont  proportionnels  ;  c-à-d.  quo  l'on  ania  AU  :  a  h 
:  ;BC  :bc'.:  CD  icdi:  etc. 

Los  triangles  soniblables  ABC,  abc  donnent  AB  :  rt/>::BC 
:  6c  et  BC  :  /)  r ::  CA  :  c  a  ;  Ioh  triangles  senibhiblos  ACl),  acd 
donnent  CA:  c a::  CT>:cd;  mais  si  BC:/>c::  CA:ca  et 
Cl)  :<?<;::  C  A  :  c  a,  il  est  clair  quo  l'on  aura  BC  :/><?::  CD  :  c  d, 
puisque  (75  Ax.)  les  rapports  qui  sont  .gaux  A  un  mônio 
rapport  sont  égaux  entre  eux.  L'on  prouverait  do  mémo 
CDicd  ::  DE  :  d  c  et  DK  j\  d  c  ::  E  A  A  m  ;  donc,  AB  :  a  6  ::  BC 
:6c::  CD  :  c  d  ::  etc.  ;  dono,  etc. 

(550)  Si  DL,  dl 
étaient  perpendicu- 
laires sur  AB,  a  h, 
ou  si  elles  formaient 
avec  AB,  a  h  dos 
angles  égaux  quel- 
cîonques;  los  trian- 
gles ALD,  a  l  d  se- 
raient équi^ngle-!  et  semblables,  comme  le  sont  los  autres 
triangles  ABC,  abc^  et  ACD,  acd,  etc.,  des  deux  figures 
semblables  EB,  cb;  or,  par  la  démonstration,  los  côtés  AC, 
a  r,  et  AD,  ad  do  ces  iiî^H.  sont  proportionnels,  commo  lo 
sont  les  autres  côtés  AB,  a  b  et  BC,  b  o,  etc.,  do  ces  trian- 
gles, et  commo  on  lo  prouverait  aussi  do  DL,  d  l  ou  de  toutes 
autres  lignes  homologues  menées  dans  les  doux  figs.  ;  donc, 
AB  :  rt  6  ::  DL  idlx:  etc.  ;  donc,  dans  les  figures  semblables 
quelconques  EB,  c6,  les  côtés  AB,  ab  ot  BC,  6c,  etc.  et 
autres  lignes  homologues  AC,  a  cet  DL,  dl^  etc.,  sont 
proportionnels. 

(551)  Soo.  PROB.  D'après  ce  qui  précède,  il  est  clair  quo 
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si  l'on  (îomnndnit  i\  ^re  sur  une  ligne  donnée  ab  une 
figure  e  h  semblable  à  une  figure  reotiligne  donnée  El^  ; 

il  n'y  rturnit  qu'A  partager  la  tig.  donn6o  on  triangloa  ACB, 
A01\  etc.;  aura  6  faire  lo  triangle  ach  ("Miuianglo  A  AClî; 
snrar,  lo  triangle  ac(i  équiangle  i\  ACD;  et  proeCdor  de 
cette  nmni6re  jusqu'à  ce  que  lu  lig.  requiao  fflt  complète, 
c-i\-d.,  (207)  eor.ipo8('e  du  môme  nombre  de  triangloa  équi- 
anglos  (pie  celui  contenu  dana  lu  (ig.  ¥A\  servant  do  modèle, 
et  ayant  (îliaoun  de  oea  triangles  situo  d'une  manière  eorroa- 
pondante  i\  ceux  de  cette  ligure. 

PROP.    LIV.   THÉOR. 

(552)  Les  triangles  semblables  AIU),  ahe  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  ou  autres  lignes 
homologues  ;  c-à-d.,  ABC  :  a  b  c::  AB"  :  a  It^  ::  CB'^  :  c  l)^  :: 
C\y^:ciC^i:  etc. 

L'on  n  vu  (621)   quo 
dans  les  triangloa  acni- 
blablca,    lea    bju^ea   et 
hauteurs  sont  propor- 
tionnollea,    comme   lo 
sont  (520)  loa   côtfa  ; 
coquidonne  AB  :  ab:: 
CDicdon  (94)  alter- 
nando  AB  :  CD  ::a  b: 
c  d  ;  or  (344)  la  aurfaoo 
d'un  triang.  oatôgalo  an  jV-  B 

demi-produit  do  sa  baao  par  sa  hauteur,  et  (345)  loa  triangloa 
quclconquoa  aontontro  eux  commo  loa  produits  doloura  baaos 
et  hauteurs.  L'on  a  donc  Am):abc::Ai\,QY>  :ab,cd\ 
c-i\-d.,  la  suporiicio  du  triangle  ABC  est  j\  celle  du  trianglo 
abc  comme  le  produit  do  la  base  et  hauteur  du  promior  est 
i\  celui  do  lu  baao  et  hauteur  du  second.  Mais  il  est  A 
démontrer  que   AB.CD  :ab,cd::  AB*-^  :  a  b^  ;  or,  si   l'on 
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multiplie  les  termes  du  rapport  AB:  aô::  CD  »cc?  par  ceux 
du  rapport  identique  AB  :a6::  AB  :  «6,  les  produits  seront 
proportionnels  ;  puisque  (103)  les  produits  de  deux  séries  de 
quantités  proportionnelles  sont  proportionnels.  L'on  aura 
donc  ABxAB  :a6xa6::  ABxCD:a6xcc?;  c-à.d.,  AB^ 
:  a  6^  ::  AB.CD  lab.cd:  :  AB.CD  -.ab.cd::  ABC  :abe,   ou 

2  2 

ABC  :abc::  AB^:  ab^.  L'on  prouverait  de  même  ABC  à 
abc:  :CB  kcb  ou  comme  AC^à^c^.  Il  est  clair  aussi 
qu'en  multipliant  les  termes  du  rapport  AB:  ab::  CD  :  cd 
par  les  termes  correspondants  du  rapport  CD  :cd::  CD  :  e  d, 
l'on  obtient  AB.CD:  ab  .  cd::CJf  :  cd^  ou  ABOraôc:: 
OD^  :c(f  ;  donc,  etc. 

(553)  D'ailleurs,  puisque  (521)  AB  :  a  6  :  :  CD  :  Cûf;  il  est 
clair  que  AB  étant  un  multiple  ou  sous-multiple  quelconque 
de  a  b,  CD  sera  le  même  multiple  ou  sous-multiple  de  cd.  Si 
donc  AB  est  double,  triple,  etc.  de  ab,  CD  sera  double, 
triple,  etc.  de  c  d,  et  de  même  si  a  6  est  moitié,  tiers,  etc.  de 
AB,  c  d  sera  moitié,  tiers,  etc.  de  CD  ;  mais  (345)  les  sur- 
faces de  triangles  quelconques  sont  entre  elles  comme  les 
produits  des  bases  et  hauteurs,  et  ces  bases  et  hauteurs  sont 
(59)  entre  elles  comme  les  nombres  respectifs  d'unités  de 
mesure  (24)  qu'elles  contiennent,  ou,  ce  qui  (75  Ax.)  est 
clair,  comme  tous  autres  nombres  proportionnels  à  ces  bases 
et  hauteurs;  donc  aussi  (75),  d'après  l'hypothèse  qu'on 
vient  de  faire,  les  surfaces  des  triangles  ABC,  abc  sont 
entre  elles  comme  1x1:2x2:  3x3:  etc.,  ou  comme  1x1 
:  JX^f:  JXi:etc.,  c-à-dire,  comme  1^:2^:8^  ou  comme 
V^  :  {^f  :  {^f  :  etc.  ;  or  ces  rapports  sont  entre  eux  (215) 
comme  1:4:9:  etc.,  ou  comme  1  :  |:  i :  etc.  ;  c-à-d.,  comme 
les  carrés  des  nombres  entiers  1,  2,  3,  4,  5,  etc.,  ou  des  frac- 
tiouB  I,  i,  J,  1,  etc.  ;  c-à-d.,  enfin,  comme  les  carrés  des 
nombres  exprimant  les  rapports  entre  les  côtés  ou  autres 
lignes  homologues  des  figs.  dont  il  s'agit  ;  ou  ce  qui  (59) 
revient  au  même,  comme  les  carrés  de  ces  côtés  et  lignes 
homologues. 
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.BC  :abc  :: 


(554)  Cor.  1.  Les  figiires  reotilignes  semblables  quel- 
conques AD,  ad,  c-à-d.,  leurs  surfaces,  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  de  leurs  côtés  ou  autres  lignes  tio- 
mologues. 

Puisque  (548)  dans 
les   figs.   semblables, 
toutes   lignes   homo- 
logues  sont    piopor- 
tionaellcs;     quelque 
soit  le  !  apport  de  la 
base  6  e  et  de  la  hauteur  af  du  triangle  ab  e  k  celles  BE,  AF 
du  triangle  correspondant  ABE,  la  base  bd  et  hauteur  cgdQ 
toute  autre  partie  b  ed  de  la  première  fig.  auront  le  même 
rapport  aux  facteurs  de  la  partie  correspondante  BCD  de  la 
seconde.    Quelque  soit  donc  le  rapport  entre  les  surfaces  des 
triangles  abe,  ABE,  le  même  rapport  existera  entre  celles 
des  triangles  bcd,  BCD,  et  entre  celles  des  triangles  bde, 
BDE    et    l'on    aura    abe:  ABE:  :bde:BDE:  :bc  diBCD; 
mais  (102)  si  l'on  a  un  nombre  indéfini  de  quantités  pro- 
portionnelles,  l'un   quelconque   des  antécédents  est  à  sou 
conséquent  comme  la  somme  de  tous  les  antécédents  à  la 
somme  de  tous  les  conséquents;   donc,  a  6  e:  ABE::a6  e-f 
bde+bcd:  ABE-j-BDE+BCD;  c-à-d., a  6e:  ABE  :  :  ad:  AD; 
or,  l'on  vient  de  voir  (552)  que  ab  e:  ABE::  ab^  :AB^:: 
b  i"  :  BE'^  :  :  af  :  AF^  :  :  etc.,  et  (75  Ax.)  les  rapports  qui  sont 
égaux  à  un  même  rapport   sont    égaux  entre  eux  ;    donc 
enfin,    ad:  AX- ::a^^  :  A^^  ::bè^  :B'^  ::af  :  AE'^::  etc.; 
donc,  etc. 

(555)    Soo.   1.     Les  polygones  réguliers  quelconques 

(voyez  la  fig.  sur  la  page  suivante)  AEC,  aec  d'im  même 
nombre  de  côtés,  sont  des  figures  semblables. 

En  eflfet,  si  l'on  bissecte  les  angles  égaux  (175)  A,  B,  C, 
etc.,  du  pol.  AEC  ;  les  bissectrices  des  angles  A,  B  se  ren- 
contreront en  0  et  formeront  le  triangle  AOB  qui  sera 
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isocèle,  à  cause  des  angles  égaux  ABO,  BAO  qui  par 
constr.  sont  moitiés  des  angles  égaux  A,  B  du  pol.  La 
biescctrice  de  l'angle  C  ne  pouvant  tomber  ailleurs  qu'en  O, 
puisque  BO  est  déjà  donnée  en  longueur  et  en  position, 
formera  avec  BO  le  triangle  isocèle  BOC  en  tout  égal  à 
celui  AOB.  Il  est  clair  aussi  (238)  que  l'on  aura  de  même 
.COD==BOC=AOB=  etc.  ;  donc  tous  les  triangles  AOB, 
BOC,  etc.,  qui 

composent  le  <y^;<^''.'.'l',"'  kv 

pol.  AEC  sont 
égaux  et  par 
conséquent  «^  «AÎ 
(210)  sembla- 
bles. La  même 
constr.    ferait 

voir  que  tous  les  triangles  ao  b,  bo  c,  etc.,  qui  composent  le 
pol.  aec  sont  aussi  égaux  entre  enx  et  par  conséquent  sem- 
blables ;  or,  les  pois.  AEC,  aec  ont  chacun  un  même 
nombre  d'angles  égaux  A,  B,  C,  etc.,  a,  b,  c,  etc.,  et  chacun 
des  angles  a,  b,  c,  vaut  (264)  la  même  partie  de  deux  angles 
droits  que  les  angles  A,  B,  C  ;  donc,  l'angle  A=«,  B=6, 
C=c,  etc.,  et  par  conséquent  l'angle  ort  6,  moitié  de  r<=OAB, 
moitié  de  A— OBA,  moitié  de  B=o6a  moitié  de  b.  Donc, 
le  triangle  ao 6  est  équiangle  et  par  conséquent  semblable 
au  triangle  AOB  ;  donc  aussi,  tous  les  triangles  ao  b,  boe, 
etc.,  qui  sont  égaux  et  semblables  entre  eux,  sont  équian- 
gles  et  semblables  à  ceux  AOB,  BOC,  etc.  ;  donc,  les  pois. 
AEC,  aec  sont  semblables,  étant  composés  d'un  même 
nombre  de  triangles  semblables,  situés  d'une  manière  cor- 
respondante dans  chaque  fig.  ;  ce  qui  s'accorde  avec  la 
définition  que  nous  en  avons  donnée  au  par.  (207). 

2°  Puisque  la  constr.  qu'on  vient  de  faire,  donne  A0= 
BO=CO=  etc.  ;  il  est  clair  (185;  que  0  est  le  centre  (175) 
du  pol.  et  qu'un  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre,  avec 
un  rayon  AO  ou  BO,  etc.,  passera  par  tous  les  points  anga- 
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)  qui  par 
pol.  La 
3  qu'en  O, 
position, 
lut  égal  à 
,  de  même 
ries  AOB, 


-  B 


Dmposent  le 
éqiient  sem- 
1  un  même 
!.,  et  chacun 
deux  angles 
A=a,  B=6, 
de  rt=OAB, 
e  b.     Donc, 
t  semblable 
aob,    boc, 
!ont  équian- 
ûc,  les  pois, 
d'un  même 
nanière  cor- 
irde  avec  la 
7). 

ionne  A0= 
centre  (175) 
I  centre,  avec 
loints  angu- 


laires A,  B,  C,  etc„  du  pol.  et  sera  (195)  circonscrit  au  pol. 
Le  rayon  oblique  (175)  AO  ou  BO,  etc.,  du  polygone  est 
donc  en  même  temps  celui  du  cercle  circonscrit. 

3°  Puisque  les  triangles  AOB,  BOC,  etc.,  sont  égaux  en 
toutes  choses  et  par  conséquent  (210)  semblables,  et  que 
(521)  les  hauteurs  et  bases  des  triangles  semblables  sont 
proportionnelles  ;  il  est  clair  que  les  hauteurs  ou  (179)  les 
perpendiculaires  OG,  OH,  etc.  seront  aussi  égales  ;  donc, 
un  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  à  OG,  OH,  etc.  touchera  tous  les  côtés  du  pol.  et  sera 
(198)  inscrit  dans  le  pol.  ;  car,  (468)  une  ligne  droite  per- 
pendiculaire à  l'extrémité  d'un  rayon  est  tangonte  à  la  cir- 
conférence. Le  rayon  droit  (175)  OG,  OH,  etc.  du  poly- 
gone est  donc  en  même  temps  celui  du  cercle  inscrit. 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  ce  que  l'on  vient  de 
dire  (2°  et  3°)  du  pol.  AEC  s'applique  également  au  pol.  aec. 

4*^  Il  suit  évidemment  de  ce  que  l'on  a  dit  au  par.  (521) 
que  dans  les  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de 
côtés,  les  rayons  droits  et  obliques  sont  des  lignes  ho- 
mologues et  par  conséquent  proportionnelles  entre  elles 
et  aux  côtés  des  polygones;  de  sorte  que  l'on  aura  AB 
:  ab  ::  OB  :  o  6  ::  OG  :o  g  ::  etc. 

5"^  De  plus  (73.  Ax.)  les  doubles  ou  les  touts  sont  comme  les 
moitiés,  et  le  double  du  rayon  oblique  du  polygone  est 
égal  (188  et  189)  au  diamètre  du  cercle  circonscrit  ;  et  le 
double  du  rayon  droit  du  polygone  est  égal  au  diamètre 
du  cercle  inscrit  ;  donc  aussi,  dans  les  polygones  réguliers 
d'un  même  nombre  de  côtés,  les  côtés  sont  entre  eux 
comme  les  diamètres  des  cercles  inscrits  et  circonscrits, 
c'est-à-dire  proportionnels  à  ces  diamètres. 

(556)  Cor.  2.  Les  polygones  réguliers  d'un  même  nom- 
bre de  côtés,  c'est-à-dire  (555)  semblables,  sont  (554) 
entre  eux  comme  les  carrés  des  côtés,  des  rayons  droits 
et  obliques,  des  rayons  et  diamètres  des  cercles  inscrits 

ê 

et  circonscrits,  ou  de  toutes  autres  lignes  homologues 
que  l'on  pourrait  m.ener  duns  ces  figures  ;  c-à<d.,  les 
surfaces  des  polygones  AEC,  aec,  sont  entre  elles  comme 
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AB^:a6^:OG'*:o(7^:OB*:o6'^:EB'  (ou  JÙO+Oii-):  eb^ 
(ou  s  0+0  6^)  ::  NG^  (ou  NO+OG^)  :  n  /  (ou  nô+ô~g^)  ::  etc. 

(657)  Cor.  3.  Les  cercles  sont  évidemment  des  figures  sem- 
blables, pouvant  être  considérés  (430)  comme  des  polygones 
d'un  même  nombre  de  côtés  assez  petits  pour  qu'on  puisse 
les  regarder  comme  étant  sensiblement  des  lignes  droites  ; 
et  d'après  les  définitions  que  nous  en  avons  données,  les  sec- 
teurs et  segments  qui  sous-tendent  des  angles  égaux  au  centre 
des  cercles  dont  ils  font  partie,  sont  aussi  des  figures  sem- 
blables. L^on  désignerait  aussi,  zones  et  lunules  semblables, 
celles  dont  les  arcs  concaves  et  convexes  sous-tenderaient,  au 
centre  des  cercles  dont  ces  arcs  font  partie,  des  angles  égaux  ; 
or,  dans  tous  ces  cas,  les  circonférences  entières  ou  arcs  de 
cercle  pouvant  être  considérés  comme  composés  de  parties 
de  lignes  droites,  ces  figs.  peuvent  être  regardées  comme 
autant  de  polygones  rectilignes,  et  en  cela  sujettes  au  même 
raisonnement  que  celui  que  nous  venons  d'appliquer  aux 
figs.  rectilignes  ;  donc,  les  oeroles  et  les  secteurs,  seg- 
ments, zones  et  lunules  semblables,  sont  entre  eux 
comme  les  carrés  des  diamètres,  rayons,  cordes  ou  autres 
lignes  homologues  de  ces  figures. 

(558)  Cor.  4.  Donc  en  général,  les  figures  planes  sem- 
blables quelconques,  soit  rectilignes,  curvilignes  ou  mix- 
tilignes,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  lemrs  côtés 
cm  autres  lignes  homologues  ;  car,  toute  figure,  autre  que 
celles  déjà  énumerées  dans  les  défa.  pouvant  se  décomposer 
en  éléments  rectilignes  ou  curvilignes  de  la  nature  de  ceux 

dont  on  a  jusqu'ici  traité  en  détail,  serait  sujette  au  même 
raisonnement. 


(559)  Cor.  5.  II  est 
clair  aussi  que  les 
périmètres  de  toutes 
figures  planes  sem- 
blables quelconques, 
rectilignes,  curviU- 
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gnes  ou  mixtilignes,  sont  entre  eux  oomme  les  côtés  ou 
autres  lignes  homologues  de  ces  figures. 

Car,  dans  les  figs.  semblables,  les  côtés  homologues  sont 
proportionnels,  et  quelque  soit  le  rapport  entre  deux 
quelconques  des  côtés  homologues  ;  ce  mémo  rapport 
existera  entre  tous  les  autres  côtés  correspondants  ou  autres 
lignes  homologues  des  ces  figs.  Si  donc  le  côté  a  6,  par 
exemple,  eot  moitié,  tiers,  double,  triple  ou  tout  autre 
multiple  ou  sous-multiple  de  AB  ;  chaque  autre  côté  de  la 
première  iig.  sera  le  même  multiple  ou  sous-multiple  du 
côté  correspondant  de  la  seconde,  et  puisque  (102)  la  somme 
des  antécédents  est  à  la  somme  des  conséquents  comme  un 
antécédent  à  son  conséquent  ;  il  est  évident  qu'on  aura  le 
périmètre  abc  de  au  périmètre  ABCDE  comme  un  côté 
quelconque  a  6  ou  autre  ligne  homologue  du  premier  au 
côté  AB  ou  ligne  homologue  correspondante  du  second  ; 
donc,  etc. 

(560)  Cor.  6.  La  figure  plane,  quelconque,  décrite  sur 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ;  est  équivalente  à 
la  somme  des  figures,  semblables  entre  elles  et  à  la 
première,  déurites  sur  les  deux  autres  côtés  du  triangle. 

Car  (558)  les  trois  figures  sont  proportionnelles  aux  carrés 
de  leurs  côtés  homologues  ;  c-à-d.,  aux  carrés  mêmes  décrits 
sur  les  côtés  du  triangle,  qui,  d'après  l'hyp.,  servent  en  même 
temps  de  côtés  homologues  aux  figs.  semblables  dessus 
décrites  ;  or,  le  carré  de  l'hypoténuse  équivaut  à  la  somme 
des  carrés  décrits  sur  les  deux  autres  côtés  ;  donc,  etc. 

(561)  Cor.  7.  Si  quatre  lignes  droites  sont  proportion- 
nelles ;  les  figures  semblables  dessus  construites  seront 
proportionnelles  :  et  si  les  figures  décrites  sur  quatre 
lignes  sont  semblables  et  proportionnelles  ;  ces  lignes 
seront  proportionnelles  ;  car,  par  hyp.,  ces  lignes  serviront 
de  côtés  homologues  aux  figs.  dessus  construites,  et  les 
figures  semblables  sont  comme  les  carrés  de  leurs  côtés 
homologues  ;  mais  si  les  carrés  de  quatre  quantités  sont 
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proportionnels,  les  quantités  elles-mêmes  le  seront,  puisque 
si  A  :  B::  C  :  D,  l'on  aura  (104)  A^  :  B^  :  C^ :  D^  et  que  réci- 
proquement, si  A^  :  B^  ::  C"**  :  D'^,  l'on  aura  A  :  B  ::  C  :  D. 

(562)  En  second  lieu,  si  les  figures  sont  semblables  et 
proportionnelles,  elles  seront  entre  elles  comme  les  carrés 
des  lignes  sur  lesquelles  elles  sont  décrites.  Ces  carrés 
seront  donc  aussi  proportionnels  et  les  lignes  elles-mêmes 
le  seront,  puisque  si  A*  :  B'"^  ::  C^  :  D^,  l'on  a  (104)  A  :  B  ::  C 
:  D  ;  donc,  etc. 

Remarquons  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  les  quatre  figs. 
soient  semblables  entre  elles,  mais  seulement  que  chaque 
antécédent  soit  semblable  à  son  conséquent. 

(563)  Cor.  8.  Si  trois  lignes  droites  sont  proportion- 
nelles ;  la  première  est  à  la  troisième  comme  une  figure 
quelconque  décrite  sur  la  première  est  à  la  figure 
semblable  décrite  sur  la  seconde. 

Soient  A,  B,  C  les  trois  lignes,  telles  que  A  :  B  ::  B  :  C,  et 
soient  2, 4,  8  les  représentants  numériques  de  A,  B,  C  ;  Ton 
aura  Si  :  4  ::  4  :  8  ;  or,  les  figs,  semblables  sont  (558)  entre 
elles  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues  ;  ce  qui 
nous  permettra  de  représenter  par  A  et  B  les  figs.  décrites 
sur  les  lignes  A  et  B.  L'on  doit  donc  avoir  d'après  l'énoncé 
du  Cor.,  A  :  C  ::  A*^  :  B^  ou  2  :  8  ::  2^  :  4^  ;  mais  2'^=4  et  4^=16 
et  2 :  8  ::  4  :  16.  En  supposant  à  A,  B,  C  toutes  autres  valeurs 
numériques  proportionnelles  quelconques,  l'on  prouverait 
de  même  A  :  C  ::  A^  :  B^  ;  donc,  etc. 

(564)  Sco.  2.  Prob.  De  là,  pour  trouver  le  rapport  des 
carrés  ou  autres  figures  semblables  décrites  sur  deux 
lignes  données  A,  B  ;  il  n'y  a  qu'à  chercher  (517)  une  troi- 
sième proportionnelle  à  ces  deux  lignes,  telle  que  A  sont  à 
B  comme  B  est  à  X  ;  vous  aurez  alors  A.X=B^,  ou  en 
multipliant  de  part  et  d'autre  par  A,  A^.X=A.  B^  ;  d'où 
(88)  A^:B^::A:X. 

(565)  Sco.  3.  Prob.  Trouver  deux  lignes  ayant  entre 
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elles  le  même  rapport  que  celui  entre  deux  rectangles 
contenus  par  des  lignes  données. 

Soient  A,  B  et  C,  1)  les  côtés  des  rectangles  ;  ce  qui  donnera 
A.B  et  CD.  Aux  trois  lignes  B,  C,  D,  trouvez  (516)  une 
quatrième  proportionnelle  X,  et  le  rapport  de  la  ligne  A  à 
la  ligne  X  sera  le  même  que  celui  entre  les  rectangles 
donnés  ;  c-à-d.  que  l'on  aura  A  :  X  ::  A.B  :  CD  ;  car,  pu'.s- 
que  par  constr.  B  :  C  ::  D:  X,  il  suit  (86)  que  C.D=:B.X  ;  et 
(82.  Ax.)  les  quantités  égales  ont  à  la  môino  quantité  le 
même  rapport  ;  donc  A.B  :  CD  ::  A.B  :  B.X  ;  mais  (73.  Ax.) 
A.B  :  B.X  ::  A  :  X  ;  donc  aussi  (75.  Ax.)  A.B  :  CD  ::  A  :  X. 

(566)    Sco.    4.    Prob.    Si  >'^         — X_ 

l'on    avait   h    décrire    une 
figure    qui    fût    en    même 
temps   semblable   à  deux 
autres  figures  semblables  et  équivalente  à  leur  somme  ou 
différence  ;  il  n'y  aurait  qu'a  chercher  (306)  le  côté  X  d'un 
carré  équivalent  à  la  somme  ou  (309)  à  la  différence   des 
carrés  décrits  sur  deux  quelconques  A,  a  des  côtés  homo- 
logues des  figs.   données,   et   sur   ce   côté   décrire,   par   la 
méthode  du  par.  (551),  une  fig.  semblable  aux  figs.  données  ; 
car  les  figures  semblables  sont  comme  les  carrés  de  leurs 
côtés  homologues  ;  et  le  carré  de  X  étant  équivalent  à  la 
somme  ou  différence  des  carrés  décrits  sur  les  côtés  homo- 
logues A,  a;  il  s'en  suit  que  la  fig.  décrite  sur  X  sera  équi- 
valente  à   la  somme  ou   différence    des  figures   données 
décrites  sur  les  côtés  A,  a. 

(567)  Sco.  5.  Prob.  Si  l'on  demandait  à  décrire  une  figure 
B  semblable  à  une  figure  rectiligne  donnée  A  et  ayant  à 
cette  figure  un  rapport  donnée  M  :  N  ;  il  est  clair,  d'après 
ce  qui  précède,  qu'il  faudrait  trouver  le  côté  homologue  de 
B,  tel  que  le  carré  de  ce  côté  fût  à  celui  du  côté  correspon- 
dant de  la  fig.  donnée  comme  M  à  N  ;  ce  qui  se  ferait  par  la 
méthode  du  par.  (538).  L'on  décrirait  alors  par  le  méthode 
du  par.  (551),  sur  le  côté  ainsi  trouvé,  la  fig.  demandée  B 
Bemblable  à  la  fig.  donné  A. 
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(568)  Soo.  6.  Prob.  Décrire 
une  figiire  semblable  à  une 
figure  reotiligne  quelconque 
P  et  équivalente  à  une  fi- 
gure donnée  K.  A  cette  fin,  il  A.  B 
faut  d'abord  trouver  (376)  M  égale  au  côté  d'un  carré  équi- 
valent à  la  fig.  P,  et  N  égale  au  côté  d'un  carré  équivalent  A 
la  fig-  K,  et  faire  M  :  N::  AB  :  X  ;  c-à-d.,  trouver  (516)  une 
quatrième  proportionnelle  X  aux  trois  lignes  M,  N  et  AB. 
Décrivant  alors  sur  le  côté  X,  homologue  à  AB,  une  fig. 
semblable  à  P  ;  cette  fig.  sera  aussi  équivalente  à  la  fig.  R  ; 
car,  soit  Y  la  fig.  décrite  sur  le  côté  X,  l'on  aura  (558) 
P:Y::AB^:X^,  et  par  constr.  AB:X::M:N,  ou  (104) 
AB'*^  :  X^  ::  M^  :  N^  ;  donc  (75.  Ax.)  P  :  Y  ::  M^  :  N^.  Mais, 
par  constr.  l'on  a  aussi  M^=P  et  N^=R  ;  donc  P  :  Y  ::  P  :  R  ; 
donc  (72)  Y=R  ;  donc  la  flg.  Y  est  semblable  à  P  et  égale 
en  surface  à  R. 

(569)  Sco.  7.  Prob.  Parta- 
ger un  triangle  donné  ABC 
en  deux  parties  ADE,  DC, 
par  une  ligne  DE  parallèle  à 
l'un  BC  de  ses  côtés,  et  de 
manière  que  ces  parties 
soient  entre  elles  comme 
deux  lignes  données  !N,  R. 

Puisque  la  ligne  DE  doit  être  parallèle  à  BC,  les  triangles 
ADE,  ABC  seront  semblables  et  donneront  (552)  ADE  : 
ABC  :  AD^  :  AB^  ;  mais  il  faut  que  ADE  soit  à  DC  ::  N  :  R, 
ou,  ce  qui  (97.  Cor.  2.)  est  la  même  chose,  que  ADE  soit  a 
ADE+DC  ou  à  ABC  ::  N  :  N+R  ;  et  (75.  Ax.)  les  rapports 
qui  sont  égaux  à  un  même  rapport  sont  égaux  entre  eux  ; 
donc  il  est  nécessaire  que  l'on  ait  AD'^  :  AB^  ::  N  :  N+R  ;  or 
le  par.  (538)  oflfre  le  moyen  de  trouver  un  carré  AD^  qui 
soit  à  un  carré  donné  AB   comme  une  ligne  donnée  N  à 
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une  ligne  donné  N+R.  Faisant  alors  AD=  au  côté  du  carré 
AD'"^  et  menant  DE  parallèle  à  BC;  l'on  aura  ADE  :  DC  :: 
N:R. 

2^  Prob.  Diviser  un  triangle  donné  ABC  en  un[nombre 
quelconque  de  parties  a,  6,  c,  etc.  égales,  ou  ayant  entre 
eUes  des  rapports  donnés,  par  des  lignes  F  G,  DE,  HK, 
etc.  parallèles  entre  elles  et  à  l'un  BC,  des  côtés  du  trisui- 
gle,  n'offrirait  pas  plus  de  difficulté  que  la  division  en  deux 
parties.  En  effet,  soient  M,  N,  R  etc.  les  lignes  indiquant  les 
rapports  à  observer  entre  les  parties  «,  6,  c,  etc.  du  triangle 
donné  ;  il  nous  faut  avoir  AF^  à  AB"'^  ::  M  :(M+N+R+  etc.), 
ce  qui  se  fera,  comme  dans  le  dernier  cas,  par  la  méthode 
du  par.  (538).    Portant  alors  sur  AB,  une  longueur   AP 
égale  au  côté  de  AF^  et  menant  FQ  parallèle  à  BC,  on  aura 
la  partie  a  du  triangle  dans  le  rapport  voulu.     Maintenant, 
pour  obtenir  FD,   l'on  fera  (538)  (M+N+R+etc.)  :  AB^:: 
(M+N)  :  AD^  et  AD-AF=FD.     L'on  procédera  de  même 
à  trouver   DH   en   faisant   (538)   (M+N+R+etc):  AB'^  :: 
(M+N+R):AH2,  et  AH— AD  donnera  DH;et  ainsi  de 
suite,   quelque   soit  le   nombre   des   divisions   à  faire  ;    le 
premier  terme  (M+N-j-R+etc.)  restant  invariable  et  étant 
composé  comme  on  le  voit  de  la  somme  des  ligues  indi- 
quant les  rapports  voulus  entre  les  surfaces  a,  6,  c,  etc.  ;  tandis 
que  le  troisième  terme  varie  d'une  de  ces  lignes,  soit  en 
plus  ou  en  moins,  suivant  que  l'on  poursuit  l'opération  de 
gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche. 

(570)  Sco.  8.  Si  dans  le  problème  du  pai^agraphe  (566) 
on  connaissait  le  nombre  d'unités  de  mesure  dans  les 
côtés  homologues  A,  a,  il  est  clair  que  pour  trouver  le 
nombre  d'unités  de  mesure  dans  la  ligne  X,  il  n'y  aurait 
qu'à  extraire  la  racine  carrée  de  la  somme  ou  différence  des 
carrés  des  nombres  d'unités  contenues  dans  A  et  a  et 
procéder  ensuite  de  la  manière  indiquée. 

2°  Dans  le  problème  du  paragraphe  (567),  soient  6  et  a 
les  côtés  homologues.    Le  côté  cherché  b  devant  être  tel 


m 

■M 


*ù\ 


176 


GÉOMÉTRIE. 


'<ii''\ , 


m^. 


sa- 


li V 


qno  />*  floit  à  «9  ::  M  :  N  ;  il  est  clair  quo  l'on  tronvorait  arith- 
métlquement  6''^=a^ X  M  et  6=  v/ "5^  on   carrant  lo    norubro 

d'unités  do  mesure  dans  le  côté  d,  puis  multipliant  ce  carré 
par  lo  nombre  M  ou  par  le  nombre  d'unités  de  mesure  dans 
la  ligne  M,  divisant  lo  produit  par  N  et  extrayant  la  racine 
carrée  du  quotient. 

(571)  Soo.  9.  Dans  le  problème  du  paragraphe  (568) 
ropération  arithmétique  aurait  sur  l'opération  géomé- 
trique un  avantage  très  marqué  ;  car,  supposant  quo  R 
fût  semblable  à  P  et  quo  X  lut  son  côté  homologue  à  AB, 
l'on  aurait  P  :  \i  ::  AB'  :  X'"^  ;  puisque  les  figures  semblablca 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues  ; 

d'où  X^— RxAB^  et  X~\/X^;  e-à-d.  que  pour  trouver  lo 

P 
côté  homologue  X  de  la  iig.  cherchée,  il  faudrait  mul- 
tiplier le  nombre  d'unités  de  mesure  dans  la  surface  R  par 
le  carré  du  nombre  d'unités  dans  AB,  et  après  avoir  divisé 
ce  produit  par  le  nombre  d'unités  dans  la  surface  P,  extaire 
la  racine  carré  du  quotient;  tandis  que  par  construction,  il 
y  aurait  eu  réalité  cinq  problèmes  à  résoudre  ;  savoir  : 
trouver  un  carré  équivalent  à  la  surfarce  P,  opération  com- 
posée (37G)  do  deux  problèmes  secondaires  ;  puis,  trouver 
un  carré  équivalent  à  la  surhxce  R,  opération  encore  compo- 
sée de  deux  problèmes  secondaires  ;  enfin,  trouver  (516) 
une  quatrième  proportionnelle  à  trois  lignes. 

2°  Puisque  (552)  les  surfaces  des  triangles  semblables  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues,  ce 
qui  dans  le  problème  du  paragraphe  (569)  donne  ABC  : 
ADE::  AB^:  AD^  ;  il  est  clair  que  si  les  données  de  ce 
prob.  étant  numériques,  il  n'y  aurait  d'abord  qu'à  diviser 
le  nombre  d'unités  de  mesure,  dans  la  surface  du  triangle 
ABC  en  parties  ayant  l'une  à  l'autre  le  rapport  voulu. 
Faisant  alors  ABC  :  ADE  :  AB^  :  AD^  et  extrayaut  la  racine 
carrée  de  AB^,  on  obtiendrait  le  nombre  d'unités  de  mesure 
linéaires  dans  AD,  et  par  là  même  le  point  D,  par  le  quel 
menant  DE  parallèle  à  BC,  le  problème  serait  résolu. 
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re  ;  savoir 


Rem.  Dans  les  problèmes  précédents,  comme  dans  ceux 
qui  vont  suivre,  il  peut  arriver,  suivant  que  l'ont  veut  faire 
une  construction  purement  géométrique  ou  obtenir  une 
solution  numérique,  que  l'on  ait  à  traduire  les  données  pour 
les  rendre  propres  aux  opérations  auxquelles  on  désire  les 
soumettre. 

1°  Prob.   Les  termes  d'un  rapport  quelconque  M  :  N", 

par  exemple,  étant  numériques,  soit  3 :  5,  si  l'on  désirait 
remplacer  oes  nombres  par  des  lignes  ayant  entre  elles 
le  miême  rapport  ;  il  n'y  aurait  qu'à  prendre  sur  une  ligne 
droite  indéfinie,  des  longueurs  respectivement  égales  à  3,  6 
unités  de  mesure  linéaires  quelconques  ;  ce  qui  donnerait 
deux  lignes  dans  le  rapport  voulu. 

2°  Prob.  Mais  s'il  s'agissait  au  contraire  de  trouver  le 
rapport  numérique  existant  entre  deux  lignes  données  ; 
il  y  aurait  à  obtenir  d'abord  la  oommime  mesure  ou  le 
■ohxB  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  lignes  ;  ce  qui 
se  ferait  évidemment  d'une  manière  analogue  au  procédé 
arithmétique  ;  c-a-d.,  en  divisant  la  plus  grande  des  deux 
lignes  par  la  plus  petite,  et  si  cette  dernière  était  contenue 
un  nombre  exact  de  fois  dans  la  première,  on  aurait  de 
suite  le  rapport  voulu  de  1 : 2, 1 : 3, 1 :  4, 1 :  5, 1  :  etc.,  suivant 
le  cas.  Mais  si  la  première  division  laissait  un  reste,  il  y 
aurait  encore  à  diviser  par  ce  reste,  la  plus  petite  des  deux 
lignes  ;  et  si  cette  seconde  division  laissait  un  nouveau 
reste,  on  continuerait  l'opération,  en  divisant  toujours 
l'avant  dernier  par  le  dernier  reste  ;  jusqu'à  obtenir  enfin 
un  reste  qui  divisât  exactement  ou  qui  fût  contenu  uu  nom- 
bre exact  de  fois  dans  le  reste  précédent.  Ce  dernier  reste 
serait  le  commun  diviseur  cherché. 

Portant  alors  sur  chacune  des  deux  lignes  la  commune 
mesure  ainsi  trouvée,  le  rapport  entre  ces  lignes  serait  indiqué 
par  le  nombre  de  fois  que  chaque  ligne  contiendrait  cette 
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unili".    Par  exemple,  soient  AB,  a/>,  les  lignes  données. 
Supposons  que  </ 

AB    contienne  «I — ^ — ' — ^ — ^ — l^ 

2  foie  rt  6  avec  ^ 

un  reste  A  c,  et  A'  '  i  '  '  '  ^  !  '  '  '  ■  [B 
Boit  Ac  contenu  2  foi»  en  a/>  avec  un  second  reste  db;  Hoit 
enfin  db  contenu  un  nombre  exact  de  fois  on  Ac;  t/6  est  la 
commune  mesure  cherchée.  Portant  mointenant  sur  AU 
et  a  6  l'unité  de  mesure  <///,  l'on  trouvera  qu'elle  est  con- 
tenue 12  foib  dans  la  première  de  ces  lignes  et  5  fois  dans 
la  seconde  ;  ce  qui  d'ailleurs  se  voit  de  suite,  en  faisant  atten- 
tion au  nombre  de  divisions  qu'il  a  fallu  faire  pour  arriver 
au  résultat  désiré. 

8^  Si  les  lignes  données  étaient  incommensurables 
(50),  c-à-d.  telles  que  l'on  no  pût  jamais  arrivier  à  un  reste 
capable  de  diviser  exactement  le  reste  précédent  ;  Ton  se 
contenterait  nécessairement  d'un  rapport  apjjroximatif,  et 
ce  dernier  pourrait  toujours  être  trouvé  tel  qu'il  dillîfirAt  du 
rapport  exact  d'une  quantité  plus  petite  qu'aucune  quantité 
assignable  ;  car,  si  petite  que  fût  cette  dernière,  il  est  évident 
qu'en  continuant  toujours  à  diviser  par  le  dernier  reste,  le 
reste  précédent,  l'on  obtiendrait  enfin  une  unité  linéaire 
plus  petite  que  la  moindre  qu'il  soit  possible  do  concevoir. 

4^  Prob.  Si  l'on  avait  à  trouver  le  rapport  nimiérique 
entre  trois,  quatre,  cinq  ou  un  nombre  quelconque  de 
lignes  données  ;  l'on  procéderait  d'abord  à  trouver  la  com- 
mune mesure  des  deux  premières,  de  la  manière  que  l'on 
vient  d'indiquer;  puis  à  trouver  le  plus  grand  commun 
àlviseur  de  cette  commune  mesure  et  de  la  troisième  ligne 
donnée;  enfin  l'on  chercherait  l'unité  de  mesure  capable  de 
diviser  exactement  le  commun  diviseur  en  dernier  lieu  trouvé 
et  la  quatrième  ligne  ;  et  ainsi  de  suite,  prenant  successive- 
ment pour  diviseur  la  dernière  unité  ou  commune  mesure 
trouvée  et  pour  dividende  la  ligne  suivante. 

5°  Prob.  S'il  s'agissait  de  trouver  le  rapport  numérique 
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entre  deux  figures  rectilignes  quelconques  ;  il  est  clair 
(|ue  les  nombres  mômes  d'unités  de  mesure  égales  contenues 
dans  leurs  surfucos  respectives,  si  on  les  connaissait,  indi- 
queraient do  suite  leur  rapport  numérique.  Autrement,  il 
y  aurait  à  réduire  (291  et  292)  ces  figures  en  rectangles 
équivalents,  pour  trouver  ensuite,  par  la  méthode  du  par. 
(565),  deux  lignes  a^ant  entre  elles  le  rapport  de  ces 
rectangles;  et  onftn  (2®)  le  rapport  numérique  entre  ces 
lignes. 

6*^  Prob.  Trouver  trois  lignes  ayant  entre  elles  le 
même  rapport  que  celui  entre  trois  figures  reotilignes 
quelconques.  Il  y  aurait  d'abord  à  réduire  (293)  ces  iîgures 
en  autant  do  rectangles  équivalents,  puis  à  trouver  (565) 
doux  lignes  ayant  entre  elles  le  même  rapport  que  celui 
existant  entre  deux  des  rectangles  donnés.  8oit  a,h  le 
premier  rectangle— A,  ce/  le  second  rectangle  =»B,  e.f  le 
troisième  rectangle  =C.  L'on  aura  de  cotte  manière  a.6: 
c.d'.'.ai  X  ow  A  :  H  ::a:  a:.  Maintenant,  a,  x  étant  deux  lignes 
ayant  entre  elles  le  rapport  voulu  de  A  à  B,  il  est  clair  que 
pour  trouver  une  troisième  ligne  y  qui  soit  à  x  dans  le 
rapport  voulu  do  C  à  B,  il  faudrait  que  x  fût  un  des  côtés  du 
roctangle  B,  de  même  que  a  était  un  des  cotée  du  rectangle 
A;  or,  il  n'y  aura  pour  cola  qu'à  faire,  par  la  méthode  du 
par.  (300),  un  nouveau  roctangle  égal  en  surface  ou  équiva- 
lent ù  B,  et  ayant  un  coté  égal  à  la  ligue  x.  Soit  X  ce 
nouveau  roctangle  et  x,  5,  ses  côtés  ;  l'on  obtiendra  x.5  :  c/:: 
a::. y  ou  X:C::x:,y. 

7°  S'il  y  avait  plus  que  trois  figures  auxquelles  il 
fkllût  trouver  des  lignes  proportionnelles  ;  il  est  évident 
que  l'on  procéderait  d'une  manière  analogue,  après  les 
avoir  remplacées  par  des  rectangles  équivalents,  à  réduire  le 
roctangle  C  on  un  rectangle  équivalent  Y  ayant  un  de  ses 
côtés  égal  ù  la  ligne  y.  L'on  chercherait  alors  une  quatrième 
ligne  2,  pour  réduire  ensuite  le  roctangle  suivant  D  en  un 
rectangle  équivalent  Z,  ayant  un  côté  égal  à  la  ligne  z\  et 
ainsi  de  suite  juisqu'au  dernier. 
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8^  Rem.  Observons  de  combien  toutes  ces  opérations, 
auxquelles  la  rigueur  géométrique  nous  force  de  donner 
tant  d'extension,  seraient  simplifiées  par  l'usage  d'une 
échelle  divisée  en  un  nombre  suffisant  de  parties  égales  ; 
et  l'on  a  indiqué  au  par.  (513)  le  moyen  d'opérer  cette 
division  de  la  ligne  droite.  Soit  par  exemple  une  échelle 
de  pouces  subdivisés  en  lignes  et  fractions  de  lignes  ;  il  n'y 
aurait  qu'à  appliquer  cette  échelle  à  deux  ligues  droites 
données,  pour  déterminer  de  suite  le  nombre  de  pouces, 
lignes,  etc.  contenus  par  chacune  d'elles,  et  de  la  le  rapport 
existant  entre  leurs  longueurs  respectives  ;  c-à-d.,  le  rapport 
des  nombres  d'unités  de  mesure  contenues  par  ces  lignes. 

Si  les  lignes  données  étaient  incommensurables,  l'on 
obtiendrait  encore  (51)  toute  l'exactitude  voulue  par  une 
subdivision  continue  de  l'échelle  en  parties  de  plus  en  plus 
petites,  et  cela  de  manière  à  arriver  euiin  au  résultat  désiré 
à  un  centième,  millième,  dix-millième,  ou  à  toute  autre 
fraction  ou  décimale  près,  de  l'unité  prise  pour  mesure. 

9®  Prob.  Rien  de  plus  facile  aussi,  au  moyen  d'une 
échelle  de  cette  sorte,  que  de  trouver  le  rapport  entre  deux 
ou  plusieurs  figures  rectilignes  quelconques  ;  soit  en  les 
réduisant  d'abord  (292)  en  triangles  équivalents,  ou  (293) 
en  rectangles  équivalents  ;  ou  en  les  traitant  directement  de 
la  manière  indiquée  au  par.  (352)  ;  c-à-d*,  en  mesurant  leurs 
bases  et  hauteurs  respectives  avec  une  même  unité  de 
mesure,  pour  obtenir  (333)  leurs  surfaces  absolues  (334)  ou 
relatives  (336)  et  de  là  le  rapport  numérique  entre  elles. 

10°  Prob.  Enfin,  pour  ce  qui  est  des  cercles,  secteurs, 
segments,  zones,  luniiles  et  autres  figures  planes,  curvi- 
lignes ou  mixtilignes  ;  comme  toutes  ces  ligures  peuvent 
se  décomposer  en  triangles,  si  petits  qu'il  faille  prendre  ces 
triangles  pour  que  chaque  partie  de  la  courbe  devienne 
sensiblement  une  ligne  droite  ;  il  suffit  de  ce  que  l'on  a 
déjà  dit  (437)  pour  faire  comprendre  de  suite  la  manière  de 
traiter  ces  figures  afin  d'en  déduire  les  surfkoeo  relatives 
ou  absolues  et  de  là  le  rapport  entre  elles. 
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les  triangles  sont  donc 


(572)  Les  segments  de  deux  cordes  AB,  CD  qui  se 
coupent  dans  un  cercle,  sont  réciproquement  proportion- 
nels ;  c'est-à-dire  AO  :  DO  ::  CO  :  BO. 

Ayant  mené  CA,  BD  ;  dans  les 
triangles  AOC,  BOD  les  angles  en 
O  sont  égaux,  parce  qu'ils  sont  (137) 
opposés  au  sommet  ;  l'angle  A  est 
(449)  égal  à  l'angle  D,  parce  qu'ils 
sont  tous  deux  à  la  circonférence 
et  appuyés  sur  le  même  arc  BC  ; 
par  la  même  raison  l'angle  C=B 
équiangles  et  semblables,  et  les  côtés  homologues  donnent 
AO:DO::CO:BO. 

Cette  conclusion  est  la  même  que  celle  déjà  obtenue, 
d'une  manière  toute  différente,  au  par.  (502),  et  peut-être 
considérée  dans  ce  cas  comme  plus  légitime,  pour  ainsi  dire, 
que  dans  l'autre  cas  ;  puisqu'elle  dépend  de  la  propriété 
plus  générale  qu'ont  les  triangles  équiangles  d'avoir  leurs 
côtés  homologues  proportionnels. 

(573)  Cor.  Si  quatre  lignes  droites  AO,  DO,  CO,  BO 
sont  proportionnelles  ;  le  rectangle  des  extrêmes  est 
égal  à  celui  des  moyens  ;  car  si  AO  :  DO  ::  CO  :  BO,  l'on  a 
(86)  AO.BO=DO.CO  ;  et  si  le  rectangle  contenu  par 
deux  lignes  est  égal  au  rectangle  contenu  par  deux 
autres  lignes,  ces  lignes  seront  proportionnelles  ;  c-à-d., 
les  deux  côtés  d'un  des  rectangles  seront  les  extrêmes  d'une 
proportion  dont  les  deux  de  l'autre  seront  les  moyens  ; 
puisque  si  AO.BO=DQ.CO  l'on  aura  (88)  AO:DO::CO 
:B0. 
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(574)  Sco.  Prob.  Trouver  le 
rayon  OB  d'un  cercle  dont  fklt 
partie  une  zone  quelconque  AD, 
les  seules  données  étant  les 
deux  cordes  limitatives  AB,  CD  f! 
et  la  distance  AE  entre  ces 
cordes  ou  la  largueur  de  la 
zone. 

Les  cordes  AB,  CD  étant  (202)  parallèles,  si  l'on  suppose 
BE!  parallèle  à  AE,  l'on  aura  (parallèles  entre  parallèles) 
EK=AB  ;  et  parceque  (408)  GH  menée  par  le  centre  0  du 
cercle,  perpendiculaire  aux  cordes  AB,  CD,  bissecte  ces 
cordes,  l'on  aura  AG=GB  et  CH=HD  ;  de  plus,  GH,  AE, 
BK  étant  parallèles,  l'on  a  EH=AG=GB=HK;  d'où  il  suit 
que  CH— EH=HD— HK=KD=EC  ;  donc  EC  est  égale  à 
la  demi-différence  entre  les  cordes  parallèles  AB,  CD. 
Prolongeant  AE  jusqu'en  F,  AF  devient  une  corde  et  CD, 
AF  sont  deux  cordes  quelconques  qui  se  coupent  dans  un 
cercle.  Or,  par  cette  prop.  l'on  a  AE  :  ED  ::EC  :  EF;  d'où 
(90)  EF==EDxEC.      En    d'autres    termes,    EF    est    une 

AE 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  AE,  ED,  EC  et 

peut  se  trouver  géométriquement  par  la  méthode  du  par. 
(516).  Maintenant  parceque  (142)  l'angle  BAF  est  droit, 
la  ligne  FB  est  (444  2°)  un  diamètre  et  passe  par  le  centre 
O  du  cercle,  et  puisque  BAF  est  un  triangle  rectangle,  l'on 
a(805)FB^=AB^+AF^;  d'où  FB=i/ÂB2+ÂP,  et  OB  le 
rayon  cherché  =J  FB.  L'on  obtiendrait  (806)  FB,  par  cons- 
truction géométrique,  égale  au  côté  d'un  carré  équivalent  à 
la  somme  des  carrés  sur  AB  et  AF,  et  OB=FB. 

2 


m 


TTLOV.  LVI.  THÉOB. 

(575)  Si  d'un  même  point  0  Jiors  d'un  cercle,  l'on 
mène  deux    sécantes  OB,  OC,  à  la  circonférence  con- 


m. 
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oave  BC  ;  les  sécantes  entières  seront  réciproquement 
proportionnelles  à  leiirs  segments  extérieurs  OA»  OD  ; 
c-à-d.,  l'on  aura  OB  :  OC  ::  OD  :  OA. 

Menant  AC,  BD,  les  triangles 
ODB,  OAC  ont  l'angle  O  com- 
mun. Les  angles  B  et  C  appuyés 
sur  le  même  arc  AD  sont  (449) 
égaux  et  par  suite  (260)  les 
angles  restants  sont  aussi  égaux  ; 
donc,  ces  triangles  sont  sembla- 
bles et  l'on  a  (520)  OB:OC:: 
OD  :  OA. 

(576)  Cor.  1.  De  là>  le  rectangle 
OA.OB  est  égal  au    rectangle 
OD.OC  ;    conclusion  à  laquelle  on  est  déjà  arilvé  par  la 
méthode  du  par.  (503). 

(5T7)  Sco.  I.  Observons  l'analogie  entre  cette  prop.  et  la 
dernière  ;  la  seule  différence  étant  que  dans  ce  cas  les  deux 
cordes  AB,  AD  se  coupent  en  dehors  du  cercle  au  lieu  de  se 
couper  en  dedans.  L'on  peut  aussi  regarder  t,  prop.  sui- 
vante (579)  comme  un  cas  particulier  de  celle  que  l'on  vient 
de  démontrer. 

(578)  Cor.  2.  Soit  OEB 
un  triangle  quelconque  et 
EF  la  perpendiculaire  me- 
née du  sommet  E  du  plus 
grand  angle  à  la  base  OB  et 
partageant  cette  base  en 
deux  segments  OF,  BF.  Si 
au  point  E  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  plus  petit 
EB  des  deux  autres  côtés  OE,  EB  du  triangle,  l'on  décrit 
un  cercle  DCB,  et  si  l'on  prolonge  OE  puisqu'on  C,  l'on 
aura  OC=OE+EB,  à  cause  des  rayons  égaux  EC,  EB  ; 
c-à-d.,  OC  sera  égale  à  la  somme  des  côtés  OE,EB  et  OD 


'fi 


mr 

■■t 

i.'^ 

■t 

' 

'^. 

■  "iii! 

'f!'' 

i  '•* 

"■■■ 

-■j'i 

tM^ 


?" 

if 


li 


fe: 


nu 

M 


184 


GÉOMÉTRIE. 


sera  égale  à  la  différence  entre  ces  côtés,  à  cause  des  rayons 
égaux  ED,  EB.  Il  est  clair  aussi  que  OA  sera  égale  à  la 
différence  entre  les  segments  OF,  BF  de  la  base  OB,  à 
cause  de  AF=BF,  la  corde  AB  étant  (408)  bissectée  en  F 
par  la  perpendiculaire  EF  menée  du  centre.  Cela  posé,  et 
voyant  que  OB,  OC  sont  en  même  temps  deux  sécantes 
menées  à  un  cercle,  d'un  point  O  situé  hors  de  ce  cercle  ; 
on  aura,  par  la  prop.,  OB  :  OC  ::  OD  :  OA  ;  c-A-d.  :  dans 
un  triangle  quelconque  OEB,  le  plus  grand  côté  ou  base 
OB  est  à  la  somme  OE+EB  (ou  OC)  des  deux  autres 
côtés,  comme  la  diffërence  OE  — EB  (ou  OD)  entre  ces 
côtés  est  à  la  diôérence  OF— FB  (ou  OA)  des  segments 
de  la  base  formés  par  la  perpendiculaire  EF  abaissée  du 
sommet  de  l'angle  apposé  E  sur  cette  base. 

PROP.  LVII.  THÉOR. 

(579)  Si  du  même  point  O  endehors  d'un  cercle,  l'on 
mène  une  tangente  OA  et  une  sécante  OC  ;  la  tangente 
sera  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière 
OC  et  son  segment  extérieur  OD  ;  c-à-d.,  l'on  aura  OC  : 
OA::OA:OD. 

Car,  joignant  AD,  AC,  les  q 
triangles  CAD,  OAC  ont 
l'angle  O  commun.  L'angle 
OAD  formé  par  une  tan- 
gente OA  et  une  corde  AD 
a  pour  mesure  (486)  la  moi- 
tié de  l'arc  DA  sous-tendu 
par  la  corde,  et  l'angle  C  à  la 
circonférence  appuyé  sur  l'arc  DA  a  aussi  pour  mesure 
(442)  la  moitié  de  cet  arc  ;  d'où,  l'angle  OAD=C.  Les 
triangles  OAD,  OAC  sont  donc  (260)  équiangles  et  sembla- 
bles, et  donnent  OC  :  OA  ::  OA  :  OD  ;  d'où  (87)  OA^=OC. 
OD. 

(580)   Cor.  Si  trois  Ugnes  droites  OC,  OA,  OD  sont 
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proportionnelles,  le  rectangle  contenu  par  les  extrêmes 
est  égal  au  carré  du  moyen,  puisque  le  rapport  OC  :  OA  :: 
OA:OD  donne  (87)  OC.OD=OA^;  et  si  le  rectangle 
contenu  par  deux  lignes  est  égal  au  carré  d'une  autre 
ligne,  ces  trois  lignes  sont  proportionnelles  ;  car,  lorsque 
OC.OD=OA^  il  en  résulte  (89)  OC  :  OA  ::  OA  :  OD. 

(581)  Sco.  1.  Prob.  Puisque  la  tangente  OA  est  égale  au 
côté  d'un  carré  équivalent  au  rectangle  00. OD  ;  il  est  clair 
que  cette  prop.  fournit  un  nouveau  (488)  moyen  de  mener 
à  un  cercle  ime  tangente  OA  d'im  point  donné  0  hors 
du  cercle. 

A  cet  effet,  menez  du  point  donné  0  une  sécante  quelcon- 
que OC  ;  trouvez  (376)  O  A  égale  au  côté  d'un  carré  équivalent 
au  rectangle  OC.OD  et  du  point  O  comme  centre  avec  un 
rayon  OA,  coupez  le  cercl«  en  A  qui  sera  le  point  de  contact 
de  la  tangente  cherchée.  Joignez  alors  OA  et  vous  aurez 
la  tangente  requise. 

(582)  Sco.  2.  Prob. 
Diviser  une  ligne  don- 
née AB  en  deux  parties 
AF,  FB,  telles  que  la 
plus  grande  ÀF  soit 
moyenne  porportion- 
nelle    entre    la    ligne 

entière  AB  et  l'autre      "^  1  B 

partie  FB  :  c-à-d.,  de  manière  que  l'on  ait  AB  :  AF  ;:  AF  : 
FB. 

Au  point  B  menez  BC  perpendiculaire  et  égale  à  la 
moitié  de  AB  ;  du  point  C  comme  centre,  avec  le  rayon  BC 
décrivez  le  cercle  DBE  ;  joignez  AO,  coupant  la  circon- 
férence eu  D  et  faites  AF==AD;  la  ligne  AB  sera  alors 
divisée  au  point  F  de  la  manière  requise  ;  car,  AB  étant 
perpendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  BC  est  (468)  une 
tangente  et  AC  prolongée  jusqu'en  E  est  une  sécante  ;  ce 
qui,  par  la  prop.   donne  AE:AB;:AB:AD  et  (96)  par 
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division  AE-  -AB  :  AB  ::  AB — AD  :  AD.  Mais,  puisque  par 
constr.  le  rayon  CB  est  moitié  de  AB,  le  diamètre  DE  est 
égal  à  AB  et  en  conséquence  AE--AB=AE— DE=AD= 
AF  ;  et  puisque  AD= AF,  l'on  a  AB— AD=AB— AF=FB  ; 
de  là,  AF:AB::FB:AD  (ou  AF)  et  (93),  mettant  les 
extrêmes  à  la  place  des  moyens,  AB  :  AF  ::  AF  :  FB. 

(583)  Soo.  3.  Cette  espèce  de  division  de  la  ligne  AB  est 
appelée  division  en  moyenne  et  extrême  raison.  On  en 
verra  l'utilité  dans  la  suite  (640)  de  ce  traité.  L'on  peut 
aussi  remarquer  que  la  sécante  AE  est  divisée  en  moyenne 
et  extrême  raison  au  point  D  ;  car  AB  étant  =DE,  l'on  a 
AE: DE:: DE:  AD. 

2°  Puisque  par  la  prop.,  l'on  a  AB:  AF::  AF:FB  ou 
AB.FB=AF^  il  est  clair  que  le  dernier  problème  équivaut 
à  oelui  du  paragraphe  (381)  où  l'on  demandait  à  diviser 
ime  ligne  de  manière  que  le  rectangle  de  la  ligne  entière 
et  de  l'une  des  parties  fût  égal  au  carré  de  l'autre  partie. 

(584)  Soo.  4.  Prob.  Faire  im      ]) 
rectangle  équivalent  à  un  carré 
donné  C  et  ayant  la  différence 
entre  ses  côtés  a^acents  égale 
à  une  ligne  donnée  AB. 

Autour  de  AB  comme  diamè- 
tre, décrivez  le  cercle  AEF  et  (468) 
menez  AD  tangente  au  cerle  au 
point  A  et  égale  au  côté  du  carré 
donné  C  ;  par  le  point  D  et  le  centre  O,  menez  la  sécante 
DF  ;  vous  aurez  DE,  DF  respectivement  égaux  aux  côtés 
adjacents  du  rectangle  demandé  ;  car,  en  premier  lieu,  la 
différence  entre  ces  côtés  est  égale  au  diamètre  EF  ou  AB, 
et  en  second  lieu,  le  rectangle  DE.DF  est  égal  à  AD^  par  la 
prop.  (579);  de  là,  ce  rectangle  est  équivalent  au  carré 
donné  C. 

L'on  se  souviendra  que  ce  problème  est  déjà  résolu  d'une 
manière  toute  autre  au  par.  (375). 
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PROP.  LVIII.  THÉOR. 


résolu  d'une 


(585)  Les  parallélogrammes  é^uiangles  LB,  NF  ont 
l'un  à  l'autre  le  rapport  oornposé  des  rapports  de  leurs 
côtés,  ou  sont  l'im  à  l'autre  comme  les  produits  ou 
rectangles  de  ces  côtés;  c-à-d.,  L13  :  NF::  AB.CB  :EF. 
GF. 

Soient  CD,  GII  perpendicu- 
laire- sur  AB,  EF  ;  les  trian- 
gles CDB,  GHF  seront  sem- 
blables,  à    cause    do    l'angle 

droit  D=n  et  do  l'angle  B=F.      A  D  B     E    ïï~~î' 

Ces  de,  x  triangles  donnent  donc  CD  :  QH  ::  CB  :  GF,  et  si 
l'on  multiplie  les  termes  de  ce  rapport  par  ceux  du  rapport 
AB:EF::AB:EF,  l'on  aura  AB.CD  rEF.GH::  AB.CB: 
EF.GF;  car  (103)  les  produits  dos  termes  correspondants 
de  doux  séries  de  quantités  proportionnelles  sont  proportion- 
nels. Maintenant  (343)  les  parallélogrs.  quelconques  sont 
entre  eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  et  de  leurs 
hauteurs  ;  donc  LB  :  NF  ::  AB.CD  :  EF.GH  et  l'on  vient  de 
voirque  AB.CD :EF.GH::  AB.CB:  EF.GF;  or,  (75  Ax.) 
les  rapports  qui  sont  égaux  à  un  même  rapport  sont  égaux 
entre  eux  ;  donc,  LB  :  NF  ::  AB.CB  :  EF.GF. 

(586)  Cor.  Si  deux  quantités  LB,  NF  ont  l'une  à  l'autre 
un  rapport  donné,  les  multiples  ou  sous-multiples  égaux 
de  ces  quantités  auront  aussi  entre  eux  (73  Ax.)  le  même 
rapport  ;  or,  les  triangles  ABC,  EFG  étant  (281)  moitiés  de 
leurs  parallélogrs.  correspondants,  auront  entre  eux  le 
même  rapport  que  ces  parallélogrs;  c-à-d.  que  l'on  aura 
ABC  :  EFG  ::  AB.CB  :  EF.GF  ;  donc,  les  triangles  quel- 
conques, ayant  chacun  un  angle  égal,  sont  proportionnels 
aux  produits  des  côtés  qui  comprennent  les  angles 
égaux  ;  c-à-d.  que  leurs  surfaces  sont  entre  elles  comme  les 
rectangles  de  ces  côtés. 
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(587)  Les  parallélogrammes  GE,  EH  autour  du  diamè- 
tre AC  d'un  parallélogramme  DB,  sont  semblables  au 
parallélogramme  entier  DB  et  par  conséquent  (209) 
semblables  entre  eux. 

Parceque  FH,  FE  sont  res- 
pectivement parallèles  à  AB, 
BO,  les  triangles  partiels  FHO, 
AEF  sont  X148  ou  518) 
équiangles  au  triangle  entier 
ABC  et  par  conséquent  (209)  D" 
équiangles  entre  eux;  pour  la  même  raison  les  triangles 
FKO,  AGF  sont  équiangles  au  triangle  entier  ADC  et 
équiangles  entre  eux  ;  or  (205.  Déf.)  les  triangles  équiangles 
sont  semblables;  donc  les  parallélogrs.  GE, DB, KH  sont 
composés  de  triangles  semblables  ;  donc  (207.  Déf.)  ces 
parallélogrs.  sont  semblables. 

(588)  Cor.  Si  deux  parallélogrammes  semblables  GE, 
DB  ont  un  angle  A  commun,  et  sont  placés  symétrique- 
ment, ils  sont  autour  du  même  diamètre  AC. 

Car,  si  les  parallélogrs.  sont  semblables,  ils  sont  composés 
(207)  de  triangles  semblables  AEF,  ABC,  ayant  leurs  angles 
homologues  EAF,  BAC  égaux  l'un  à  l'autre  ;  et  toute 
direction  ou  inclinaison  de  diamètre  AF  autre  que  celle  du 
diamètre  AC  donnerait  évidemment  (1S3)  l'angle  EAF 
inégal  à  son  homologue  ou  correspondant  BAC  ;  ce  qui 
ferait  que  les  triangles  EAF,  BAC  ne  seraient  pas  sem- 
blables ;  or,  ces  triangles  sont  semblables,  puisque  par  hyp. 
les  parallélogrs.  dont  ils  font  partie  le  sont  ;  donc  AF,  AC 
sont  sur  une  seule  et  même  ligne  droite  ;  donc,  etc. 
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PBOP.   LX.   THÉOB. 

(589)  Chacun  des  compléments  FB,  FD  des  parallélo- 
grammes GË,  KH  autour  du  diamètre  AC  d'un  parallé- 
logramme DB  est  moyen  proportionnel  entre  ces 
parallélogrammes  ;  c-à-d.  le  parallélogr.  FB  ou  FD  est 
moyen  proportionnel  entre  ceux  GE,  KH,  ou  GE:  FB 
(ou  FD)  :  :  FB  (ou  FD)  ;  KH,  ou  GE  x  KH=FB^  ou  FD^. 

A  E  B 

Parceque  (342)  les  parallé- 

logrs.  de  même  hauteur  sont 

entre  eux  comme  leurs  bases, 

l'on    a  GE:FB::GF:FH; 

pour  la  même   raison,    DF  : 

KH::GF:FH;mais(75Ax.)     D  K  C 

les  rapports  égaux  à  un  même  rapport  sont  égaux  entre 

eux;  donc  GE:FB::DF:KH;  or  il  a  été  démontré  (297) 

que  DF=FB  ;  substituant  donc  FB  à  son  égal  DF  dans  la 

dernière  équation,  il   vient  GE:FB::FB:  KH,   et  à  FB 

substituant  son  égal  DF,  l'on  a  GE:  DF::DF  :KH;  donc 

etc. 

(590)  Soo.  I.  Quoiqu'il  ne  puisse  y  avoir  de  difficulté  à 
concevoir  qu'une  surface  FB  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  deux  autres  surfaces  GE,  KH  ;  cependant,  comme  le 
rapport  GE  :  FB  ::  FB  :  KH  donne  (87)  GE.KH=FB^  c-à-d., 
le  produit  des  surfaces  GE,  KH,  égal  au  carré  de  la  surface 
FB,  quantités  d'une  espèce  telle  qu'il  parait  d'abord  diffi- 
cile de  les  concevoir;  il  est  clair  que  ces  quantités  peuvent 
être  regardées  comme  numériques,  en  les  considérant  simple- 
ment comme  les  résultats  de  la  multiplication  des  nombres 
respectifs  d'unités  de  mesure  contenues  dans  lej  termes 
GE,  PB,  KH  du  rapport.  Autrement,  GE.KH  peut-être 
regardée  comme  une  surface  GE  prise  autant  de  fois  qu'il  y 
a  d'unités  de  mesure  dans  une  autre  surface  KH,  ou  une 
surface  KK  prise  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  GE, 
et  PB*,  comme  une  surface  PB  prise  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  de  mesure  dans  FB. 
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(591)  Soo.  2.  Prob.  Si 
l'on  demandait  à  par- 
tager un  triangle  quel- 
conque BLN  en  deux 
parties  égales  ou  pro- 
portionnelles ABC,  A 
CNL,  au  moyen  d'une 
ligne  droite  AC  passant  v 
par  lui  point  donné  F 
dans  l'intérieur  de  la 
figure,  on  y  parviendrait  J) 

en  faisant    application    du    raisonnement    suivi   dans   ce 
théorème  et  dans  les  props.  XXII.  et  XXIII. 

Si  l'on  suppose  que  AC  soit  la  ligne  demandée  et  que  par 
les  points  A,  C  et  F  on  mène  les  lignes  AD,  EK  HG  et 
CD  respectivement  parallèles  aux  côtés  BC,  BA  de  la  fig.  ; 
il  est  clair  que  BD  sera  un  parallélogr.  Les  figs.  EG,  HK 
seront  aussi  des  parallélogrs.  autour  du  diamètre  AC  du 
parallélogr.  BD  et  BF,  DF  seront  les  compléments  de  ces 
parallélogrs. 

Ayant  partagé  dans  le  rapport  voulu  le  nombre  total 
d'unités  de  mesure  contenues  (571.  Leni.  9°)  dans  la  fig. 
BLN  et  obtenu  de  cette  manière  la  surface  relative  de  la 
partie  ABC,  l'on  aurait  à  soustraire  de  ABC,  le  parallélogr. 
BEFÏÏ  pour  en  déduire  la  somme  dey  parties  inconnues 
AEF,  CFn.  Maintenant  le  parallélogr.  EG  étant  (281) 
double  du  triangle  AEF  et  celui  HK,  double  du  triangle 
CFH,  la  somme  de  EG  et  de  HK  sera  connue,  et  il  vient 
d'être  démontré  que  le  complément  BF  des  parallélogrs. 
EG,  HK  est  moyen  proportionnel  entre  ces  parallélogrs.  ; 
c-à-d.  que  EG  :  BF  ::  BF  :  HK  ou  que  EG.HK=BF^.  On  a 
donc  la  somme  EG+HK  des  quantités  inconnues  EG,  HK 
et  le  rectangle  au  produit  EG.HK  de  ces  quantités,  pour  eu 
déduire  les  quantités  elle-mêmes  ;  ce  qui  s'opérera  de  la 
manière  indiquée  au  par.  (373). 
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(592)  En  effet,  diviser  une  ligne  donnée  de  manière  que 
le  rectangle  de  ses  segments  soit  équivalent  à  un  carré 
donné,  n'est  autre  chose  que  diviser  un  nombre  donné 
de  manière  que  le  rectangle  ou  produit  de  ses  parties 
soit  égal  à  un  carré  donné,  puisque  à  la  ligue  donnée  l'on 
peut  subtituer  le  nombre  d'unités  de  mesure  de  cette  ligne 
et  opérer  sur  ce  nombre  comme  sur  toute  autre  (luuntité 
numérique.  Considérant  donc  comme  numéri(juo«  les 
quantités  EQ+KH  et  EG.HK,  l'on  obtiendra  séparéiuont 
EG  et  HK  en  prenant  leur  demi  somme,   c-a-d.   KG  +  IIK, 


M 


.«'  • . , 


;i   dans   ce 


carrant  cette  demi-somme,  ce  qui  donnera  (EG-f-HK)"  et  de 

ce  carré  soustrayant  le  rectangle  EG.HK,  pour  avoir  le 
carré  de  la  domi-dittérence.  La  racine  l'iinvo  dt-  i-e  d  rni.r 
résultat  sera  la  ditieroiice  ontro  les  surtiKîcs  KG  ft  II K  '^ 
comme  on  connaît  déjà  la  somme  de  vos  qiuinrités,  lOn 
obtiendra  EG,  la  plus  grande,  en  ajoutant  (368)  la  demi- 
ditférence  à  la  demi-somme,  et  HK,  la  plu*^;  petite,  en  sous- 
trayant cette  demi-différence  de  la  demi-somme  ou  eu 
soustrayant  EG  de  EG+HK. 

Enfin,  connaissant  EG  et  se  rappelant  que  (349)  la  surface 
d'un  parallélogr.  divisée  par  sa  hauteur  donne  sa  base,  l'on 
obtiendra  EA  en  divisant  EG  par  la  perpendiculaire  FM 
abaissée  du  point  donné  F  sur  le  côté  BL  de  la  fig.  et  l'on 
obtiendrait  de  même  HO  en  divisant  HK  par  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  même  point  F  sur  le  côté  BN;  et  la 
somme  de  AE  et  BE  donne  BA,  c-à-d.,  la  position  du  point 
A,  par  lequel  et  par  le  point  F,  menant  AFC,  cette  dernière 
sera  la  ligne  droite  voulue  et  la  surface  BLN  sera  partagée 
par  cette  ligne  de  la  manière  proposée. 

(593)  Sco.  3.  Pour  résoudre  ce  problème  entièrement 
par  construction  l'on  aurait  à  faire  (376)   un  carré  AC 
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équivalant  au  trUujfçlo  donné  BLN.  Parta- 
^oniit  îiloi'fl  (514)  AB,  côté  de  c»<  carré  en 
deux  parties  Al),  l)B  ayant  l'une  à  l'autre  le 
rapport  voulu  (571.  Lem.)  des  surfaces  ABC, 
ACNL  et  menant  Dh]  parallèle  àBCou  AF, 
on  aurait  le  rectangle  AE  au  rectangle  DC 
dans  le  ra[  port  désiré  ;  puisque  (330)  les 
rectangles  de  même  Lautcur  Bont  entre  eux  comme  leurs 
bases.  Le  rectangle  x\E  sera  doic  équivalent  en  surface  A 
la  fig.  ABC.  Ayant  ensuite  réduit  (376)  le  rectangle  AE 
en  un  carré  équivalent  et  le  parallélogr.  BP  aussi  en  uq 
carré  équivalent  et  trou-  -o 

vé  (309)  un  carré  équi- 
valent à  la  différence 
entre  ces  deux  carrés  ; 
c-à-d.  équivalent  à  la 
difl'éi'ence  entre  le  pa- 
rallélogr. BF  et  le  trian- 
gle ABC;  ce  dernier 
carré  sera  égal  à  la 
somme  des  parties  in- 
connues AEF,  CFH,  et 
la  somme  de  ces  parties 
inconnues  est  (281)  la  demi-somme  des  parallélogrs.  EG  et 
HK  auxquels  le  complément  BF  est  moyen  proportionnel.  Il 
faut  donc  obtenir  (806)  un  carré  équivalent  à  la  somme  des 
parallélogrs.  EG  et  HK,  c-à-d.  équivalent  à  deux  fois  le 
carré  ci-dessus  mentionné. 

(594)  Maintenant,  après  avoir  obtenu  une  quantité  géo- 
métrique équivalente  à  la  somme  des  parties  inconnues 
EG,  HK,  si  l'on  pouvait  en  obtenir  une  de  même  espèce 
équivalente  au  rectangle  de  ces  mêmes  parties  ;  l'on  procé- 
derait immédiatement  à  term'ner  la  résolution  du  problème 
par  la  méthode  du  par.  (878)  ;  mais  ne  oonnalssant  aucune 
quantité  géométrique  de  l'espèce  EG.HK  ou  BF^,  c-à-d. 
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qui  puisse  représenter  le  rectangle  ou  produit  de  deux 
surfkoes  ou  le  carré  d'une  surfkce,  (les  seules  quantités 
géométriques  que  l'on  puisse  concevoir  étant,  à  part  des 
points,  les  quantités  linéaires,  superficielles,  solides  et 
angulaires)  il  fkut  d'abord  remplacer  ces  quantités  par 
d'autres  auxquelles  l'on  puisse  adapter  le  raisonnement 
géométrique  ;  c-à-d.,  par  des  lignes. 

(595)  Or,  on  a  vu  (638)  la  méthode  de  trouver  un  carré 
qui  soit  à  un  carré  donné  comme  une  ligne  donnée  à  une 
ligne  donnée,  et  il  est  clair  qu'il  n'y  aurait  pas  plus  de 
(liificulté  à  opérer  l'inverse  de  ce  problème,  c-à-d.,  trouver 
ime  ligne  qui  soit  à  une  ligne  donnée  comme  un  carré 
donné  à  un  carré  donné.  Ou  ce  qui  revient  au  même, 
trouver  doux  lignes  ayant  entre  elles  le  rapport  voulu. 

En  eiFet,  ayant  disposé  à 
angle  droit  deux  lignes 
indéfinies  CE,  CP  et  porté 
sur  CCS  lignes  des  longueurs 
CA,  CB  égales  aux  côtés 
des  carrés  équivalents  à  la 
somme  des  parallélogrs. 
EQ  et  HK  et  au  complément  BF  de  ces  parallélogrs.  ;  il  n'y 
aurait  plus  qu'à  joindre  les  points  A,  B  par  une  droite  et 
du  sommet  C  abaisser  sur  AB  la  perpendiculaire  CD  qui 
couperait  AB  en  D  dans  le  rapport  voulu  de  AC'  à  BC*, 
puisque  (537)  AC^  :  BC'*  ::  AD  :  BD. 

(596)  Appelant  P  et  Q  les  lignes  AD,  BD  ainsi  trouvées 
proportionnelles  à  EG+HK  et  àBF,  l'on  aura  EG+HK  : 
BF  ::  P  :  Q.  Donc  P  représente  la  somme  des  parties  incon. 
nues  EG,  HK  et  Q'*,  c-à-d.  le  carré  fait  sur  la  ligne  Q,  le 
rectangle  de  ces  parties;  or,  l'on  trouvera  par  la  méthode 
du  par.  (373)  un  rectangle  équivalent  au  carré  Q*  et  ayant 
la  somme  de  ses  côtés  adjacents  égale  à  la  ligne  P  ;  ou  en 
d'autres  termes,  on  divisera  la  ligne  donnée  P  de  manière 
que  le  rectangle  de  ses  parties  soit  équivalent  au  carrA  Q'  ; 
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et  puisque  la  ligne  P  représente  la  somme  des  quantités 
inconnues  EG,  HE  ;  il  est  clair  que  les  segments  ou  parties 
de  la  ligne  P  trouvées  comme  susdit  représenteront  le  rapport 
entre  ces  quantités. 

(597)  Avec  la  somme  EG+HK  des  parties  inoomiues 
et  le  rapport  entre  ces  parties,  il  sera  facile  de  touver 
ces  parties  EG  ec  HK  séparément.  Si  l'on  représente  par 
B,  S  les  parties  ou  segments  de  la  ligne  P  trouvés  comme 
ci-dessus,  l'on  aura  R:S::EG:HK  et  (95)  componendo 
R+S:S::EG+HK:HK  et  S+R:  R::HK+EG:  EG;  ce 
qui,  réduit  à  une  opération  géométrique,  veut  dire  qu'il  faut 
prendre  sur  une  ligne  droite  indéfinie  AB,  une  partie 
AD=R+S=P  et  une  partie  DB=R;  sur  cette  ligne,  comme 
diamètre,  décrire  un  demi-cercle  BCA  ;  au  point  D  de  jonc- 
tion des  parties  AD,  DB,  ou 
R+S  et  R,  élever  la  perpendi- 
culaire DC  ;  joindre  CA,  CB 
et  s'il  le  faut  les  prolonger 
indéfiniment  ;  sur  CA  ou  CA 
prolongée,  prendre  CE  égale 
au  côté  du  carré  équivalent  à  la  somme  de  EG  et  HK,  et 
par  le  point  E,  mener  EF  parallèle  à  AB,  coupant  CB  ou 
CB  prolongée  en  F  ;  ce  qui  donnera  (538)  CF  égale  au  côté 
d'un  carré  équivalent  au  parallélogr.  EG.  En  faisaut 
DB»S  au  lieu  de  R,  l'on  aurait  CF  égale  au  côté  d'un  carré 
équivalent  à  HK. 

(598)  Enfin,  ayant 
fait  (903)  sur  EP  un 
parallélogr.  EG,  équiva- 
lent au  carré  en  dernier 
lieu  trouvé,  et  ayant  un 
angle  AEF=à  l'angle 
donné  B  (puisque  par 
constr.  EF  est  parallèle 
à  BC  et  que  BA  est  une 
ligne  droite)  ;  l'on  aura 
AE+EB»AB  égale  à  || 
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l'un  des  côtés  du  triangle  demandé  ABC,  et  par  les  points  A 
et  F,  menant  la  droite  AFC,  la  partie  ABC  de  la  fig. 
entière  BLN  sera  à  la  partie  ACNL  dans  le  rapport  voulu. 

(599)  Soo.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer  combien 
1a  résolution  arithmétique  ou  numérique  de  oe  problômCi 
telle  que  donnée  aux  pars.  (591  et  592)  est  plus  simple  et 
concise  que  la  construction  géométrique  qui  comprend 
la  solution  de  pas  moins  de  dix  problèmes  secondaires, 
comme  ou  peut  le  voir  par  le  résumé  suivant,  qui  aura  aussi 
l'avantage  de  mieux  faire  saisir,  d'un  seul  coup  d'oeil,  à 
l'aide  de  la  figure  de  ce  paragraphe,  l'ensemble  des  opéra- 
tions plus  amplement  détaillées  dans  les  paragraphes 
précédents;  savoir: 
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1®  Réduire  (876)  le  triangle  donné  BLN  en  un  carré 
équivalent. 

2°  Partager  (593)  ce  carré  en  deux  rectangles  ayant  l'an 
à  l'autre  le  rapport  des  surfaces  ABO,  ACNL. 

8**  Réduire  (876)  en  un  carré  équivalent  le  rectangle 
équivalent  à  ABC. 
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*.  4®  Réduire  (379)  le  parallélogr.  BF  en  un  arré  équiva- 
lent a  A;.         - 

5^  Faire  (309)  un  carré  équivalent  à  la  difiérence  des 
carrés  équivalents  à  ABC  et  à  BF. 

6®  Faire  (306)  un  carré  cg  équivalent  au  double  du 
dernier  ;  c-à-d.  équivalent  à  la  somme  des  parallélogrs.  EG 
et  HK. 

7**  Trouver  (565  ou  595)  deux  lignes  ad.bd  (P  et  Q) 
ayant  entre  elles  le  rapport  des  surfaces  EG+HK  et  BF  ; 
c-à-d.,  proportionnelles  aux  carrés  c^  et  6A;  équivalents  à  ces 
surfaces. 

'  8**  Diviser  (373)  la  ligne  a  d  (P)  en  n  en  deux  segments 
a  n,  rf  w  (R  et  S)  tels  que  le  rectangle  a  w .  rf  n  de  ces  segments 
soit  équivalent  au  carré  Q^  de  la  ligne  '>  /  (Q)  ;  c-à-d.  (596) 
en  parties  propctionuelles  aux  surfaces  des  parallélogrs. 
EG,  HK. 

9*^'  Partager  (593)  le  carré  c^  en  deux  rectangles  m^,  c^ 
respectivement  équivalents  à  EG  et  à  HK  ;  c-à-d.,  propor- 
tionnels à  a  n  et  à  dn. 

lO**  Enfin,  sur  la  ligne  EF  de  la  fig.  donnée  BLN,  faire 
(303)  un  parallélogr.  EG  équivalent  au  rectangle  tw^  et 
ayant  un  angle  AEF  égal  à  l'angle  B. 

Sco.  1.  L'on  remarquera  que  le  point  n  de  seotion  de  la 
ligne  ad  s'obtient  (373  ou  374)  en  portant  sur  s  v,  côté  du 
carré  (J  P)",  c-à-d  du  carré  de  la  moitié  de  la  ligne  a  rf,  une 
longueur  si  égale  au  côté  6c^  ou  rfo  du  carré  Q^  ou  du 
rectangle  bo.  Du  point  i  comme  centre,  avec  un  rayon  <n= 
as  ou  V s  qui  intersectera  la  ligne  ac?  en  n,  l'on  aura  (309) 
ns  égale  au  côté  d'un  carré  équivalent  à  la  différence  entre 
les  carrés  Q^  et  (JP)^;  c-à-d.  (374)  que  ns  sera  égale  à  la 
demi-dif[érence  des  segments  ou  parties  an^dn  (R,S)  de  la 
ligne  ad  (P)  ;  et  cette  demi-différence  ns  ajoutée  kaSj 
moitié  de  la  ligne  ad^  donne  (367)  an  le  plus  grand  segment 
et  par  conséquent  dn\Q  plus  p  :!tit. 
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Soo.  2.  Observons  aussi  que  la  méthode  Indiquée  (9'') 
par  la  figure  de  oe  paragraphe,  de  partager  le  carré  cg 
en  deux  rectangles  mg^ch  équivalents  aux  parallélo- 
grammes EG,  HK,  diffère  de  celle  dont  on  a  fkit  usage 
au  paragraphe  (597)  dans  un  but  analogue,  celui  de  trouver 
deux  carrés  qui  fussent  entre  eux  comme  ces  mêmes  parul- 
lélogrs  ;  et  il  est  indiftérent  que  l'on  se  serve  de  l'une  ou  de 
l'autre  méthode  pour  arriver  aux  surfaces  requises  EG  et 
HK;  puisque  la  dernière  opération  (10°),  celle  de  décrire  sur 
la  ligue  donnée  EF  de  la  tig.  BLN  un  paruilélogr.  KG 
d'une  surface  donnée  et  aj-^nt  un  angle  égal  à  un  angle 
donnée  B,  ne  difière  en  rien  de  celle  indiquée  au  par.  (598)  ; 
car  la  surface  donnée  et  à  la  quelle  le  paraliélogr.  EG  doit 
être  équivalent,  «o  prêtera  à  la- construction  requise,  tout 
aussi  bien  jous  la  forme  d'un  rectangle  mg  que  sous  celle 
d'un  carré  équivalent  à  ce  rectangle  ou  (303)  de  toute  autre 
figure  rectiljgne  équivalente. 

Soo.  3.  La  zné;  ^^ode  ici  indiquée  d'opérer  la  division  du 
carré  cg  en  deux  rectangles  mg,c  h  respectivement  pro- 
portionnels à  an  et  à  dn  est  la  même  que  celle  déjà 
employée  au  par.  (593)  et  nécessité  seulement  de  mener  Itf 
Wgiw  n  m  parallèle  k  cd.  Cette  ligne  iutersectera  le  côté  CA 
du  carré  donné  c^r  en  m,  à  où,  menant  m  h  parallèle  à  a  g, 
l'on  aura  (330)  mg:  c hiiam:  cmiianidrif  à  cause  (618) 
des  triangled  semblables  anm^adc.  ■    ' 

Sco.  4.  Résumons  aussi  les  quelques  procédés  de  la 
solution  numérique  ;  ce  qui  fera  voir  que  ce  problème 
est  après  tovit  assez  simple  à  résoudre. 

Ayant  trouvé  (571.  Lem.  9°)  B 

le  nombre  d'unités  de  surface 
quelconques  dans  BLIsT,  et  divi- 
sé ce  nombre  en   deux  autres 

nombres    ayant    entre    eux    le  ^  '^ -V^-r^v 

rapport  voulu  des  surfaces  ABO 
à  ACNL,  eu  faisant  la  somme 
des  termes  du  rapport  (:)  au 
terme  qui  représente  ABC  (  ::  ) 
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comme  la  surface  entière  BLN"  (:)  à  la  surface  relative  de 
ABC  ;  l'on  procédera  ensuite  à  trouver  la  surface  relative 
(le  BF  que  l'on  retranchera  de  ABC  pour  avoir  la  somme 
AEF+CFH  des  parties  inconnues.  L'on  prendra  ensuite 
EFH  (moitié  du  parullélogr.  BF)  qui  sera  (589)  moyen 
proportionnel  entre  AEF  et  CFH  (moitiés  des  parai lélogrs. 
EQ  et  HK)  puisque  (73.  Ax.)  les  moitiés  sont  comme  les 
tonts.  Oii  aura  alors  la  somme  AEF+CFH  et  le  rectangle 
AEF.CFH  (ou  ËFH  )  des  parties  inconnues,  pour  trouver 
ces  parties  séparément;  ce  qui  se  fera  (374)  en  prenant  le 
carré  (AEF+CFH;^  de  la  demi-somme  des  parties,  de  ce 

carré  soustrayant  le  rectangle  AEF.CFH  de  ces  mêmes 
parties,  c-à-d.  (EFH)^,  pour  avoir  le  carré  de  la  demi- 
différence  entre  elles.  Cette  demi-différence  qui  s'obtiendra 
en  extrayant  la  racine  carrée  du  carré  en  dernier  lieu  trouvé, 
étant  ajoutée  à  la  demi-somme,  donnera  (368)  la  plus  grande 
des  deux  parties  inconnues,  et  retranchée,  donnera  la  plus 
petite.  Enfin,  la  surface  AEF  divisée  par  la  demi-perpendi- 
culaire ou  hauteur  FM,  donnera  (349)  la  base  AE  et  par 
suite  le  point  A  qui,  avec  le  point  donné  F,  fixera  la  position 
de  la  ligne  demandée  AC. 

Soo.  5.  Si  l'on  divisait  la  même  surface  AEF  par  la  demi- 
perpendiculaire  tombant  du  point  F  sur  l'autre  côté  BN  de 
la  figure  ;  il  est  clair  que  l'on  obtiendrait  une  nouvelle  base 
Hcetpar  suite,  une  nouvelle  position  ac  de  la  ligne  de 
division  requise  ;  et  si  la  division  donnait  une  base  EA  ou 
H  c  plus  grande  que  EL  ou  HN",  il  est  évident  que  la  ligne  de 
division  au  lieu  de  tomber  entre  BL  et  BN,  devrait  changer 
tout  à  fait  de  direction  et  tomber  soit  entre  BL  et  LN  ou 
entre  BN  et  LN  ;  ce  dont  on  s'assurerait  aisément  d'avance 
par  un  calcul  ou  une  construction  approximative,  afin  d'opérer 
de  suite  sur  l'angle  B  ou  L  ou  N  de  la  fig.  de  manière  à 
n'avoir  pas  à  recommencer. 
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(600)  SI  l'un  quelconque  A  des  anglea  d'un  triangle 
ABC  est  bisseoté  par  voie  ligne  AD  qui  coupe  aussi  le 
côté  opposé  BO  ;  le  rectangle  des  côtés  BA,  AC  qui 
comprennent  l'angle  bissecté  est  équivalent  au  rectan- 
gle des  segments  BD,  DC  du  o^té  ainsi  coupé,  pl\is  le 
carré  de  la  bissectrice  AD;  c-à-d.  BA.AC=BD.DC+ 
AD^. 

Inscrivez  (420)  le  triangle  ABC 
dans  un  cercle  ;  prolongez  la  bissec- 
trice AD  pour  rencontrer  la  circon- 
férence en  E  et  joignez  CE.  Vous 
aurez  alors  le  triangle  BAD  semblable 
au  triangle  EAC  ;  car,  par  hyp. 
l'angle  BAD=EAC  ;  et  l'angle  B=E, 
puisqu'ils  ont  chacun  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  AC.  Or,  les  triangles 
équiangles,  ou  semblables  ont  leurs,  côtés  homologues  pro- 
portionnels ;  donc  BA  :  AE  ::  AD  :  AC  ;  donc  BA.AC==AE. 
AD=(357)  AD.DE+AD^.  Mais  (502)  AD.DE=BD.DC  ; 
donc  BAAC=BD.DC+AD2. 

PROP.  LXn.  THÉOR. 

(601)  Dans  tout  triangle  ABC,  le  rectangle  de  deux 
côtés  BA,  AC  est  équivalent  au  rectangle  contenu  par 
le  diamètre  CE  du  cercle  circonscrit  et  la  perpendicu- 
laire AD  menée  de  l'angle  opposé  A  au  troisième  côté  ; 
c-à-d.  BA.AC=AD.CE. 

Parceque  AD  est  perpendiculaire 
à  BC,  ADB  est  un  triangle  rectangle, 
etjoignantAE,  le  triangle  EAC  sera 
aussi  rectangle  en  A,  à  cause  de 
l'angle  A  appuyé  sur  le  diamètre 
£C.  De  plus,  les  deux  triangles  rec- 
tangles ADB,  EAC  ont  l'angle  B=E, 
parceque  ces  angles  sont  mesurés 
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par  nu  même  arc  AC  ;  ces  deux  triangles  «ont  donc  sembla- 
bles et  donnent  AB:  CE;:  AD:  AO  ;  d'où  (86)  AB.AC=CE. 
AD. 

(602)  Cor.  Si  Ton  multiplie  ces  quantités  égales  AB.AC, 
CE. AD  par  une  môme  quantité  BC,  il  en  résultera  (78.  Ax.) 
AB  A(Oro=CË:AÎ)3U;  mais  (344)  AD.BC  est  double  de  la 
surface  du  triangle  ABC  ;  donc  le  produit  continu  (41) 
des  trois  côtés  d'un  triangle  est  égal  au  double  de  sa 
sur&oe  multipliée  par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit, 
ou  ce  qui  est  lu  même  chose,  à  sa  surface  par  deux  fois  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit. 

(603)  Sco.  Remarquons  aussi, 
que  la  surfkce  d'un  triangle 
ABC  est  égale  à  son  périmètre 
multiplié  par  le  demi-rayon 
du  cercle  inscrit  ;  car  les  trian- 
gles AOB,  BOC,  AOC  qui  ont 
un  sommet  commun  en  O,  ont  -^ 
pour  hauteur  commune  le  rayon  du  cercle  inscrit;  delà, 
la  somme  de  ces  triangles  est  égale  à  la  somme  des  bases 
AB,  BC,  AC  multipliée  par  la  moitié  du  rayon  OD  ;  donc 
etc. 

FROP.  LXin.  THÉOB. 

(604)  Dans  tout  quadrilatère  ABCD  inscrit  dans  im 
cercle,  le  rectangle  des  deux  diagonales  AC,  BD  est 
équivalent  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés  opposés 
AB,  DC  et  AD,  BC  ;  cà-d.  AC.BD=AB.DC+AD.BC. 

Faisant  l'arc  CO=AD  et  menant 
BO  qui  rencontrera  AC  en  I,  on 
aura  l'angle  CBO  ou  CBI=ABD, 
parceque  (449)  les  angles  à  la  cir- 
conférence appuyés  sur  des  arcs 
égaux  sont  égaux  ;  l'angle  ADB= 
ICB  ou  ACB  appuyé  sur  le  même 
arc  AB  ;  donc  le  triangle  ABD  est 
équiaugle  et  semblable  au  triangle 
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IBC  et  on  a  le  rapport  AD  :  CI  ::  BD  :  BO  ;  de  W,  AD.BC- 
CI.BD.  De  plus,  le  triangle  ABI  est  semblable  au  triangle 
DBC  ;  car,  l'arc  AD  étant  =C0,  si  à  chacun  de  ces  arcs  on 
ajoute  l'arc  OD,  on  aura  l'arc  AO=DC  ;  de  là,  l'angle  ABI 
est  égal  à  DBC  ;  et  l'angle  BAI  ou  BAC=BDC,  parce  qu'ils 
sont  appuyés  sur  le  même  arc  BC  ;  donc  les  triangles  ABI, 
DBC  sont  semblables,  et  les  côtés  homologues  donnent  le 
rapport  AB  :  BD  ::  AI  :  CD;  donc  AB.CD=AI.BD.  Ajoutant 
les  deux  résultats  obtenus,  et  remarquant  que  AI.BD-f- 
CLBD=(AT+CI).  BD=AC.BD  (353),  l'on  aura  AD.BO+ 
AB.DC=AC.BD. 

FBOP.  LXIV.  THÉOB. 
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(605)  Si  du  point  C  de  bisseotion  et  des  extrémités  A,  B 
d'un  arc  de  cercle  ACB,  l'on  mène  des  lignes  CD,  AD,  BD 
à  un  point  quelconque  D  sur  la  circonférence  ;  le  rap- 
port entre  la  somme  des  deux  lignes  AD,  BD  menées 
des  extrémités  de  l'arc,  et  celle  CD  menée  du  centre  de 
l'arc,  sera  le  même  que  celui  entre  la  corde  AB  de  l'aro 
entier  ACB  et  la  corde  AC  ou  BC  de  la  moitié  de  cet  arc  j 
c-à-d.,  AD+DB  :  CD  ::  AB  :  AC  ou  BC. 

Puisque  ADBC  est  un  quadrila- 
tère inscrit  dans  un  cercle,  et  dont  les 
diagonales  sont  AB  et  CD  ;  l'on  aura 
parla  dernière  prop.  AD.BC+AC.BD 
=AB.CD;  mais  AD.BC+AC.BD= 
AD.AC+BD.AC,  puisque  AC==BO  ; 
donc  (68.  Ax.)  AD.AC+BD.AC= 
AB.CD  ;  c-à-d.  (353)  AD-f-BD.AC= 
AB.CD.  Et  parceque  (545)  les  côtés  de  rectangles  (171) 
égaux  sont  réciproquement  proportionnels,  l'on  a  AD+BD  : 
CD::AB:AC. 

D'ailleurs  (88)  si  le  rectangle  ou  produit  de  deux  quantités 
est  égal  au  rectangle  ou  produit  de  deux  autres  quantités, 
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deux  de  ces  quantités  sont  les  extrêmes  d'une  proportion 
dont  les  deux  autres  sont  les  moyens  ;  donc,  encore  do 
cette  manière,  l'on  obtient,  en  raison  inverse,  AD+BD  ;  00:: 
Aa;AB,  ou  en  raison  directe,  AD+BD:  CD::  AB:AC  ; 
donC|  etc. 

PBOP.  LXV.  THÉOB. 

(606)  Si,  aur  le  diamètre  AC  proiongé  d'un  oerole  ABC, 
l'on  prend  deux  points  E,  F,  tels  que  le  rectangle  contenu 
par  les  segments  ED,  FD  interceptés  entre  ces  points  et 
le  centre  du  cercle,  soit  équivalent  au  carré  du  rayon 
AD  ;  et  si  de  ces  points  l'on  mène  deux  lignes  droites 
EB,  FB  à  un  point  quelconque  B  de  la  circonférence  ; 
le  rapport  entre  ces  lignes  sera  le  même  que  celui  entre 
les  segments  AE,  AF  compris  entre  les  points  en  premier 
Heu  mentionnés  et  la  circonférence  du  cercle  ;  c-à-d., 
si  ED.DF=AD^  l'on  aura  FB  :  BE  ::  FA  :  AE. 

Joignez  BD,  et  par- 
cequeED.DF  est  égal 
au  carré  de  AD,  c-à-d. 
au    carré     de     BD        _  ,,   .    .      .  ^     _ 

c 


(rayons  d'un  même  |i 
cercle),  FD:BD::BD: 
ED  (89  ou  580).  Dana 
les  deux  triangles 
FDB,  BDE,  les  côtés  qui  comprennent  l'angle  commun  D 
sont  donc  proportionnels  ;  ces  deux  triangles  sont  donc 
(5S53)  équiangles,  l'angle  DEB  étant  égal  à  l'angle  DBF  et 
DEE  à  DFB.  Maintenant,  puisque  (520)  les  côtés  qui 
comprennent  ces  angles  égaux  sont  aussi  proportionnels, 
FB  :  BD  ::  BE  :  ED,  et  alternativement  (94)  FB  :  BE  ::  BD  : 
ED,  ou  FB  :  BE  :  :  AD  :  ED.  Mais,  parceque  FD  :  AD  :  :  AD 
;  ED,  l'on  a  par  divison  (96)  FD— AD  :  AD  ::  AD— ED  :  ED, 
ou  FA  :  AD  :  :  AE  :  ED,  et  alternando,  FA  :  AE  :  :  AD  :  ED  ; 
or,  il  a  été  démontré  que  FB  ;  BE  ;:  AD  :  ED  ;  donc,  (75.  Ax.) 
FB:BE::FA:AE. 
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(607)  Cor.  1.  Si  l'on  mène  AB  ;  parceque  FB  :  BE  ::  FA  : 
AE,  l'angle  FBE  est  bissecté  (642)  par  AB.  De  plus,  puis- 
que FD  :  DC  ::  DC  :  ED,  DC  étant  =AD,  rayons  d'un  même 
cercle,  l'on  a  par  composition  (96)  FC  :DO::EO  :ED  et 
alternando,  FC  :  EC  ::  DC  :  ED.  Il  a  été  démontré  aussi  que 
FA  :  AD  ou  DC  ::  AE  :  ED  et  alternando,  FA  :  AE  ::  DC  :  ED  ; 
donc  (76.  Ax.)  FA  :  AE  ::  FC  :  EC  ;  mais  FB  :  BE  ::  FA:  AE  ; 
donc(75.  Ax.)FB:BE::FC:EC;  c-àd.  que  si  l'on  pro- 
longe FB  jusqu'en  G  et  si  l'on  mène  BC,  cette  dernière 
bissectera  (644)  l'angle  extérieur  EBG. 

(608)  Cor.  2.  Puisque  par  hyp.  ED.FD=AD8,  ou  que  (89) 
FD  :  AD  ::  AD  :  ED,  l'on  aura,  convertendo  (98)  FD  :  FD— 
AD  :  :  AD  :  AD— ED,  c-à-d.  FD  :  F  A  :  :  AD  :  AE.  Maintenant 
convertendo  et  alternando  (93  et  94)  FA:  AE::FD:  AD  et 
dividendo  (96)  F  A— AE  :  AE  :  :  FD— AD  :  AD  ou  (83.  Ax.) 
FA— AE:AE::FA:AD,  puisque  FD— AD=FA  ;  d'où  il 
suit  que  AD  est  une  quatrième  proportionnellfj  à  FA — AB, 
AE  et  FA  ;  c-à-d.,  le  rayon  AD  du  cercle  ABC  dont  le 
centre  D  serait  situé  sur  le  prolongement  de  la  base  FE 
d'un  triangle  quelconque  FBE,  et  dont  la  oirconférenod, 
passant  par  le  sommet  du  triangle,  couperait  la  base  E? 
en  parties  FA,  AE  ayant  entre  elles  le  même  rapport 
que  celui  entre  les  côtés  FB,  BE  du  triangle  ;  est  une 
quatrième  proportionnelle  entre  la  difiërenoe  FA-~AE 
des  segments  de  la  base,  le  plus  petit  segment  AE  et  le 
plus  grand  segment  FA. 

(609)  Soo.  1.  Prob.  Il  suit  directement  du  dernier  corol- 
laire que  dans  \m  triangle  quelconque  FBE,  étant  donné 
la  surfkce,  l'un  FE  des  côtés  et  le  rapport  M  à  K  entre 
les  deux  autres  côtés  FB,  BE,  pour  construire  le  triangle  ] 

il  n'y  a  qu'à  partager  (614)  le  côté  donné  en  A  de  manière 
que  les  segments  FA,  AE  de  ce  côté  soient  entre  eux  dans 
le  rapport  voulu  ;  puis  trouver  (616)  AD,  en  faisant  FA— 
AE  :  AE  ::  FA  :  AD.  Du  point  D,  avec  le  rayon  AD,  décri- 
vant alors  le  cercle  ABC,  et  prenant  sur  la  oircontôrence  de 
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ce  cercle,  un  point  B  tel  que  la  hauteur  BH  du  triangle  soit 
égale  à  sa  surface  divisée  par  sa  demi-base  ;  les  ligues  menées 
des  extrémités  F,  E  du  côté  donné  au  point  B  seront  les 
côtés  inconnus  du  triangle  et  BFE  sera  le  triangle  voulu. 

(610)  Soo.  2.  Si  la  surface  du  triangle  FBE  était  donnée 
sous  forme  d'un  carré  ou  de  toute  autre  figure  équivalente  ; 
il  est  clair  que  pour  trouver  par  oonstruotion  BH  la  hau- 
teur du  triangle  voulu,  il  y  aurait  à  faire  (304)  sur  la  ligne 
donnée  FE  un  rectangle  égale  en  surface  au  carré  ou  autre 
fig.  donnée,  et  à  prendre  BH  égale  au  double  du  côté 
inconnu  de  ce  rectangle.  Menant  alors  à  FE  une  parallèle 
à  une  distance  de  FE  égale  à  la  hauteur  BH  ainsi  trouvée, 
cette  parallèle  iutersecterait  le  cercle  en  B,  sommet  voulu  du 
triangle. 

PBOB.   LXVI.  THÉOR. 
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(611)  Dans  un  cercle,  une  ligne  DF  qui,  étant  perpendi- 
culaire au  diamètre,  rencontre  une  corde  AB  menée  de 
l'une  A  de  ses  extrémités  ;  coupe  ce  diamètre  et  cette 
corde  ou  ces  deux  lignes  prolongées,  de  manière  à  ce 
qu'elles  soient  réciproquement  proportionnelles  aux  par- 
ties AD,  AF  comprises  entre  la  ligne  de  section  et 
l'extrémité  du  diamètre  ;  c-à-d.  que  si  DF  est  perpendi- 
culaire à  AO  ou  à  AC  prolongée,  l'on  aura  AC  :  AB  ::  AF  : 
AD  ou  (86  et  573)  AC.AD=AB.AF. 

Ayant  mené  BO,  l'on  voit 
de  suite  que  les  triangles 
ABC,  ADF  sont  semblables, 
ayant  chacun  un  angle  A 
en  commun,  et  l'angle  B, 
appuyé  sur  le  diamètre  AC, 
droit  (444)  et  par  conséquent 
égal  à  l'angle  D,  droit  par  hypothèse.  Or,  les  triangles  sem- 
blables ABC,  ADF  donnent  AC  :  AB  ::  AF  :  AD  ;  donc,  etc. 
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(612)  Les  perpendioulaires  AG,  BD,  CE  menées  des 
trois  angles  d'un  triangle  quelconque  aux  côtés  opposés, 
s'intersectent  en  un  même  point  F. 

Soient  d'abord  AG,  BD  respec- 
tivement perpendiculaires  à  BC, 
AC  ;  le  demi-cercle  ADGB  passe- 
ra par  les  points  D,  G,  puisque 
(444)  tous  les  angles  ADB,  AGB 
dans  un  demi-cercle  sont  droits. 
Ayant  mené  la  droite  CFE,  le 
cercle  CDFG  décrit  sur  CF,  com- 
me diamètre,  passera  aussi,  pour 

la  même  raison,  par  les  points  D    A  B  >B 

et  G.  Maintenant  l'angle  FGD  appuyé  sur  l'arc  DF  est 
égal  à  l'angle  FCD  appuyé  sur  le  même  arc  ;  et  l'angle  FGD 
ou  son  égal  AGD,  appuyé  eur  l'arc  AD,  est  égal  à  l'angle 
ABD  appuyé  sur  le  même  arc  ;  donc  (68.  Ax.)  l'angle  ABD 
=ACE.  Les  triangles  AEC,  ADB  ont  donc  les  angles  en  0 
et  B  égaux  et  l'angle  en  A  commun  ;  d'où  il  suit  que  l'angle 
CEA=BDA,  et  puisque  BDA  est  droit  par  byp.,  CEB  est 
aussi  droit  et  CE  est  perpendiculaire  sur  AB  ;  donc,  etc. 

(613)  Cor.  Le  triangle  CDG  est  semblable  au  triangle 
entier  ABC  ;  car  les  triangles  CDB,  CGA  sont  semblables, 
ayant  l'angle  en  C  commun  et  les  angles  en  D  et  G  droits 
par  hyp.  ;  ce  qui  donne  CG:  CD  ::  CA  :  CB  ;  or  (523)  deux 
triangles  qui  ont  deux  côtés  de  l'un  proportionnels  à  deux 
côtés  de  l'autre,  et  l'angle  compris  par  les  cotée  proportion- 
nels, égal  dans  chaque  triangle,  sont  semblables  ;  donc,  etc. 

PBOP.  LXVIII.  THÉOB. 
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(614)  Si  de  l'un  quelconque  A  des  angles  d'un  triangle 
ABC,  l'on  mène  une  perpendiculaire  AD  au  côté  opposé 
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BC,  ou  à  oe  côté  prolongé  s'il  le  fkut  ;  le  rectangle  de  la 
somme  et  difiTéronoe  des  deux  autres  oôtés  AB,  AC  est 
équivalent  au  rectangle  de  la  somme  et  diâTérenoe  des 
segments  DB,  DC  de  la  base,  fkits  par  la  perpendiculaire. 
C-à-d.,  ACTABxÂC=OT=DC+DBxDC^DB. 

Du  point  A  comme  centre,  avec 
le  rayon  AC,  le  plus  grand  des 
deux  côtés,  décrivez  lo  cercle 
CFG;  prolo!igez  AB  jusqu'à  sa 
rencontre  avec  la  circonférence  en 
E  et  F,  et  CB  jusqu'en  G.  Muiu- 
tenant,  parceque  AF=AC,  rayons 
d'un  même  cercle,  BF=AB-f  AC 
=  la  somme  dos  deux  côtés,  et  BE=AE — AB=AC — AB  est 
égale  à  la  différence  entre  ces  côtés. 

Il  est  clair  aussi  que  BC— DB+DC  est  égale  à  la  somme 
des  segments  de  la  base,  et  BG  à  la  différence  do  ces  mémos 
segments,  lorscpio  la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  du 
triangle;  et  que  BG=DC+DB  est  égale  à  la  somme  des 
segments  do  la  base,  et  BC,  à  la  différence  entre  ces  segments, 
lorsque  la  perpendiculai'o  tombe  on  dehors  de  la  base.  Or, 
dï»n8  chacun  do  ces  deux  cas,  CG  et  EF  étant  deux  lignes 
qui  se  coupent  dans  un  cercle,  donnent  (572)  EB.BF=='GB. 
BC  ;  c-à-d.  (AC+AB)  (AC-AB}=(CD-|-DB)  (CD~DB). 
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(615)  L'on  peut  inscrire  dans  un  cercle  et  circonscrire 
à  un  cercle  un  polygone  régulier  quelconque  ;  et  réci- 
proquement, l'on  peut  inscrire  un  cercle  et  oiroonsorire 
un  cercle  à  un  polygone  régulier  quelconque. 
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La  vérité  do  cet  énoncé 
pourrait  de  suite  se  tirer  des 
conclusions  déjà  établies  (2° 
et  3°)  au  par.  (655). 

D'alUeurs,  soit  ECB  un 
cercle  dans  lequel  toutes  les 
cordes  AB,  BC,  etc.  sont 
égales;  la  fig.  ABCDE  sera 
(175  Dét'.)  uu  polygone  régu- 
lier. 

En  eftet,  parcequo  par  hyp.  la  corde  AB— BC— CD=otc. 
et  que  (403)  dans  un  môme  cercle,  les  cordes  égales  sous- 
tcndcnt  des  arcs  égaux  ;  on  a  l'arc  AB=  l'arc  BC— CD— etc.  ; 
c-à-d.  (69.  Ax.)  l'arc  ABC--  l'arc  BCD,  et  la  corde  AC= 
colle  BD,  puisque  (403)  les  arcs  égaux  d'uis  un  môme  cercle 
sont  sous-tendus  par  des  cordes  égales.  Les  triangles  ACB, 
DBC  ont  donc  leurs  côtés  correspondants  égaux,  et  par  suite 
(230)  leurs  angles  sont  égaux.  Donc  l'angle  B  du  pol.  est 
égal  }\  l'angle  C,  et  l'on  prouverait  do  même  C=D,  D--E  et 
ainsi  des  autres;  donc  le  polygone  ABCDE  a  tous  ses  angles 
égaux  ;  et  ses  côtés  sont  égaux  par  liyp.,  étant  formés  dos 
cordes  égales  du  cercle  ECB;  donc  il  est  régulier;  et  il  est 
composé  d'un  nombre  quelconque  do  cordes  ou  de  côtés  ; 
donc  un  polygone  régulier  quelconque  peut  être  inscrit  dans 
uu  cercle. 

(616)  En  second  lieu,  parceque  les  cordes  égales  AE,  ED, 
etc.  sont  (461)  également  éloignées  du  centre  O  du  cercle  ; 
les  porpendiculairos  OF,  OG,  etc.  qui  mesurent  ces  distances 
(200)  sont  égales,  et  un  cercle  décrit  du  centre  0  avec  uu 
rny^n  OF,  toucherait  le  côté  AE  et  tous  les  autres  côtés  du 
pol.  aux  points  F,  G,  etc.,  milieux  do  ces  côtés  ;  car  (407) 
la  perpendiculaire  menée  du  contre  sur  une  corde,  bisscte  la 
corde,  et  (468)  Ii^  point  do  contact  du  cercle  est  situé  à  la 
roncontro  do  la  tangente  et  do  la  ligne  menée  du  contre 
perpendiculairement  à  cette  tangente.    Le  cercle  GHF  est 
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donc  inscrit  dans  le  pol.  et  ce  polygone  est  un  pol.  d'un 
nombre  quelconque  de  côtés,  (le  nombre  des  cordes  égales, 
AB,  BC,  etc.  étant  par  hyp.  indéfini)  ;  donc  un  cercle  peut- 
être  inscrit  dans  un  polygone  régulier  quelconque. 

(617)  En  troisième  lieu,  le  pol.  ABCDE  est  circonscrit 
au  cercle  GHF,  puisque  (616)  ce  cercle  lui  est  inscrit  ;  donc 
un  polygone  régulier  quelconque  peut-être  circonscrit  à  un 
cercle. 

(618)  En  dernier  lieu,  le  pol.  ABCDE  étant  inscrit  dans 
le  cercle  ECB,  ce  même  cercle  est  par  conséquent  circonscrit 
au  pol;  donc  aussi,  l'on  peut  circonscrire  un  cercle  à  un 
polygone  régulier  quelconque. 

(619)  Cor.  1.  De  ces  conclusions  il  résulte  que  si  d'un 
centre  commun  l'on  peut  inscrire  un  cercle  dans  un 
polygone  et  lui  circonscrire  vm  cercle,  ce  polygone  est 
régulier.  Car,  si  l'on  suppose  que  ces  cercles  soient  décrits, 
le  cercle  intérieur  touchera  tous  les  côtés  du  pol.  ;  ces  côtés 
sont  donc  (461)  également  éloignés  du  centre,  et  étant  en 
même  temps  des  cordes  du  cercle  circonscrit,  elles  sont 
égales  et  contiennent  des  angles  égaux,  comme  il  est  démon- 
tré (615)  par  la  prop.  ;  donc  le  polygone  est  en  même  temps 
équilatéral  et  équiangle,  c-à-d.  (175)  régulier. 

(620)  Sco.  1.  Le  point  0,  centre  commun  des  cercles 
inscrit  et  circonscrit  (555, 2°  et  3*^)  peut  aussi  être  regar- 
dé comme  centre  (175)  du  polygone  ;  et  pour  cette  raison, 
l'angle  AOB  est  appelé  angle  au  centre,  étant  formé  par 
deux  rayons  menés  aux  extrémités  d'un  même  côté  AB. 
Toutes  les  cordes  étant  égales,  tous  les  angles  au  centre 
du  polygone  régulier  sont  aussi  égaux  (404)  et  l'on  trou- 
vera en  conséquence  la  valeur  d'un  de  ces  angles  en 
divisant  (24)  quatre  angles  droits  par  le  nonxbre  des 
côtés  du  polygone. 

(621)  Sco.  2.  Prob.  Four  inscrire  un  polygone  régulier 
quelconque  dans  im  cercle  ;  il  n'y  a  qu'à  diviser  la  circon- 
férence en  autant  de  parties  égales  que  le  polygone  a  de 
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côtés;  car,  les  arcs  étant  égaux,  les  cordes  seront  anss 
égales  (403)  et  le  pol.  sera  (615)  régulier  par  la  prop. 

(622)  Cor.  2.  Les   cordes 
AE,  DE,  etc.  étant  égales  et 
les  rayons  OA,  OE,  OD,  etc. 
égaux,  les  triangles  AOE, 
DOE,  etc.  qui  oomposentle 
polygone  régulier  ABCDE, 
sont  isocèles  et  égaux  en 
toutes  choses  (239)  ;    donc 
angle   AEO  =  angle   DEC  ; 
donc  le  rayon  OE  mené  du 
centre  à  l'angle  E  du  pol.  bissecte  cet  angle  ;  et  l'on  prou- 
verait de  même  que  le  rayon  OA  bissecte  l'angle  A  et  ainsi 
des  autres  ;  donc  les  lignes  niené<ds  du  centre  aux  angles 
d'un  polygone  régulier  bissectent  ces  a^'ies  j  et  récipro- 
quement les  bissectrices  des  angles  d'ui.  polygone  régulier 
se  rencontrent  en  un  même  point  qui  est  le  centre  du 
polygone  ;  car,  les  angles  A,  B,  C  etc.  étant  égaux,  leurs 
moitiés  sont  aussi  égales  (69.  Ax.)  et  les  triangles  AOE, 
DOE,  etc.  ayant  tout  leurs  angles  et  un  côt6  égaux,  sont 
égaux  en  toutes  choses  (238)  ;  donc,  l'on  a  OA=OE=OD= 
etc  ;  d'oii,  0  est  évidemment  le  centre  (7.75)  du  polygone. 

(623)  Sco.  3.  Prob.  Il  suit  que  pour  oiroonsorire  un 
cercle  à  un  polygone  régulier  quelconque  ;  il  n'y  a  qu'à 
bissecter  deux  des  angles  du  pol.,  et  au  point  de  rencontre 
des  bissectrices,  avec  un  rayon  égal  à  l'une  d'elles,  décrire 
le  cercle  voulu. 

(624)  Sco.  4.  Prob.  Il  suit  aussi  que  pour  inscrire  un 
cercle  dans  im  polygone  régulier  quelconque  ;  après  avoir 
trouvé  le  centre  du  cercle,  situé,  comme  il  a  été  dit,  à  la 
rencontre  des  bissectrices  de  deux  angles  du  pol.,  il  n'y  a 
qu'à  abaisser  de  ce  point  une  perpendiculaire  OF  sur  l'un 
des  côtés  et  prendre  cette  perpendiculaire  pour  rayon  du 
cercle  voulu. 
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(825)  Soo.  \  Prob.  Les  triangles  AOE,  DOE,  etc.  étant 
(622)  égaux  et  isocèles,  les  angles  au  sommet  O  sont  bis- 
sectés  par  les  perpendiculaires  OF,  OG,  etc.  (235  et  5236). 
Mais  les  angles  au  centre  EOA,  EOD,  etc.  sont  égaux  (620) 
et  leurs  moitiés  sont  aussi  égales  (69.  Ax.)  ;  donc  l'angle 
GOF=EOA  ou  EOD=FOK=  etc.  ;  car  ces  angles  sont  com- 
posés des  moitiés  égales  KOA,  FOA,  FOE,  etc.  Or,  les 
angles  égaux  au  centre  sous-tendent  (399)  des  arcs  égaux  ; 
donc,  pour  oiroonsorire  un  polygone  régulier  quelconque 
à  un  oerole  donné|  il  n'y  a  qu'à  diviser  la  circonférence  en 
autant  de  parties  égales  GF,  FK,  etc.  que  le  pol.  a  de  côtés, 
mener  ensuite  les  rayons  OG,  OF,  etc.  aux  points  de  division 
G,  F,  etc.  et  aux  extrémités  de  ces  rayons,  mener  les  per- 
pendiculaires DE,  EA,  A6,  etc.  qui  seront  les  côtés  du  pol. 
requis. 

En  efiet,  soient  E,  A,  etc.  les  points  où  ces  côtés  se  ren- 
contrent ;  joignez  OE,  OA.  Les  angles  GOF,  FOK  sont 
égaux,  puisque  les  arcs  GF,  FK,  etc.  sont  égaux  par  coustr. 
Les  tangentes  EG,  EF  sont  égales  (493)  ainsi  que  celles 
AF,  AK,  et  les  lignes  OE,  OA  menées  du  centre  à  la 
rencontre  E,  A,  de  ces  tangentes,  bissectent  (494)  les  angles 
formés  par  ces  tangentes.  Les  deux  triangles  GOE,  FOE 
sont  donc  égaux  en  toutes  choses  ;  donc  angle  EOG= 
angle   EOF=GOF,  et  FOA=KOA=KOP;  mais   GOF= 

2  3 

KOF  par  constr  ;  donc  aussi  FOE=FOA,  et  les  .ingles  en 
F  étant  droite  et  le  côté  OF  commun,  la  base  FE=  celle 
FA  ;  d'où  il  suit  que  EA=2EF=2EG=ED= AB=etc.  ;  donc 
le  polygone  est  équilatéral  ;  et  il  est  aussi  équiangle,  car 
dans  chacun  des  quadrilatères  FOGE,  FOKA  dont  la  somme 
des  angles  intérieurs  vaut  (255)  quatre  angles  droits,  il  y  a 
deux  angles  droits  en  G  et  F  et  en  K  et  F,  et  des  quatre 
autres  angles,  les  deux  en  O  sont  égaux  par  constr.  ;  d'où,  il 
est  clair  que  les  angles  en  E,  A,  sont  aussi  égaux. 

On  prouverait  de  même  l'égalité  des  angles  B,  C,  etc.  ; 
donc  le  polygone  est  équiangle,  et  il  a  été  prouvé  équilatère  ; 
donc  il  est  régulier  (175)  et  le  problème  est  résolu. 
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(626)  Soo.  6.  Il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède,  que 
l'on  pourra  toi\jours  insorire  dans  un  oerole  ou  lui  oir- 
oonscrire  un  polygone  régulier  d'un  nombre  quelconque 
de  côtés,  pourvu  que  l'on  puisse  diviser  la  ciroonfêmoe 
du  cercle  en  le  même  nombre  de  parties  égales  que  le 
polygone  doit  avoir  de  côtés. 

(627)  Sco.  7.  Frob.  Inscrire 
im  triangle  équiîatéral  dans 
un  cercle. 

Par  un  point  quelconque  A 
sur  la  circonférence,  ayant  mené 
(488)  une  tangente  DE,  faites 
chacun  des  angles  EAC,  DAB 
égal  au  tiers  de  deux  angles 
droits  (263),  c-à-d.  égal  à  l'angle 
d'un  triangle  équiîatéral,  et  joignez  BO;  ABO  sera  le 
triangle  demandé,  chacun  des  angles  B,  G  dans  les  segments 
alternes  ACB,  ABC  étant  égal,  respectivement  (487)  aux 
angles  DAB,  EAC  formés  par  la  tangente  DE  et  les  cordes 
AC,  AB. 

(628)  Sco.  8.  Prob.  Il  suit  du  dernier  paragraphe  que 
pour  insorire  dans  lui  cercle  un  triangle  quelconque 
équiangle  à  im  tiiangle  donné  ;  l'on  n'aurait  qu'à  faire  les 
angles  en  EAC,  DAB  respectivement  égaux  à  deux  des 
angles  du  triangle  donné,  et  joindre  BC  pour  compléter  la 
construction. 

Rem.  On  se  rappellera  que  la  méthode  de  circonscrire 
un  cercle  à  un  triangle  donné  a  déjà  été  démontrée  au  par. 
(420). 

(629)  Sco.  9.  Prob.  Pour  inscrire 
un  cercle  dans  im  triangle  équi- 
îatéral, ou  suivrait  la  méthode 
générale  du  par.  (624),  le  triangle 
équiîatéral  n'éta^it  autre  chose 
qu'un  polygone  régulier  de  trois 
côtés. 

(630)  Sco.  10.  Prob.  On  procé- 
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derait  tout  de  même  à  inscrire  un  cercle  dans  un  triangle 
donné  quelconque,  puisque  (494)  les  bissectrices  AD,  BD, 
CD  passent  toutes  par  le  centre  du  cercle  auquel  les  côtés 
AB,  BO,  CA  doivent  être  tangents. 

(631)  Sco".  U.  Prob.  Puisque  dans  tout  quadrilatère 
AEDG)  la  somme  des  angles  intérieurs  vaut  (25u)  quatre 
angles  droits  et  que  les  deux  angles  AED,  AGD  formés  par 
les  rayons  DE,  DG  menés  aux  points  de  contact  E,  G  des 
tangentes  AB,  AC,  sont  droits  (466)  ;  il  s'en  suit  que  la 
somme  des  angles  A  et  D  du  quadrilatère  vaut  aussi  deux 
angles  droits  ;  ces  angles  sont  donc  suppléments  (130  Déf.) 
l'un  de  l'autre.  Donc,  pour  circonscrire  à  un  cercle  donné 
un  triangle  équilatéral  ou  polygone  régulier  de  trois 
côtés  î  il  n'y  a  qu'à  mener  les  trois  rayons  DE,  DF,  DG 
formant  l'un  avec  l'autre  des  angles  EDG,  EDF,  GDF 
respectivement  égaux  aux  suppléments  des  angles  du  trian- 
gle demandé,  c-à-d,,  dans  ce  cas  ci,  égaux  entre  eux  et 
chacun  aux  deux  tiers  de  deux  angles  droits,  ou  au  double 
d'un  des  angles  du  triangle  équilatéral,  et  par  les  extrémités 
E,  F,  G  de  ces  rayons,  mener  les  perpendiculaires  AB,  BC, 
AC  qui  détermineront  le  triangle  requis. 

(63^)  Sco.  12.  Prob.  Si  l'on  avait 
à  circonscrire  au  cercle  un  tri- 
angle quelconque  équiangle  à  un 
triangle  donné;  il  est  clair  qu'il 
n'y  aurait  qu'à  faire  les  angles 
EDG,  EDF,  GDF  respectivement 
égaux  aux  suppléments  des  angles 
du  triangle  donné,  et  procéder  en- 
suite comme  ci-dessus  pour  résou- 
dre le  problème. 

(633)  Sco.  13.  Prob.  Inscrire  et  circonscrire  un  cercle 
à  un  carré,  et  un  carré  à  un  cercle. 

En  premier  lieu,  soit  HF  le  carré  donné  pour  y  inscrire 
un  cercle  ABCD.     Il  est  démontré  (624)  que  pour  inscrire 
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un  cercle  dans  un  pol.  régulier  quelconque,  il  n'y  a 
qu'à  bissecter  deux  des  angles  du  pol.  et  avec  un  rayon  égal 
à  la  perpendiculaire  menée  de  la  rencontre  des  bissectrices 
au  côté  du  pol.,  décrire  le  cercle  requis.  Or,  un  carré  est  un 
pol.  rég.  do  quatre  côtés  (165  Déf  )  et  la  règle  donnée  s'ap- 
plique au  carré  comme  à  tout  autre  pol.  ;  faisant  attention 
seulement,  comme  il  faut  le  faire,  dans  tout  pol.  ayant  un 
nombre  pair  de  côtés  ou  d'angles,  que  les  deux  angles 
bissectés  ne  soient  pas  opposés  l'un  à  l'autre,  puisque  dans 
ce  cas,  les  bissectrices  ne  s'intersecteraient  pas  et  ne  forme- 
raient qu'une  seule  et  même  ligne  droite,  comme  cela  est 
évident  pour  le  carré,  où  les  deux  bissectrices  opposées  HE, 
FE  forment  chacune  partie  de  la  diagonale  HF. 

(634)  Sco.  14.  Prob.  Il  est  clair  que  dans  le  carré,  comme 
dans  tout  autre  polygone  ayant  un  nombre  pair  de  côtés, 
le  centre  du  polygone  ainsi  que  celui  des  cercles  inscrit 
et  circonscrit,  est  situé  au  milieu  d'une  des  diagonales 
menées  entre  deux  de  ses  angles  opposes,  et  peut 
s'obtenir  en  menant  et  bissectant  dette  diagonale. 

(635)  En  second  heu,  soit  ABCD       G          A  F 
le  carré  auquel  il  faut  circonscrire  un 
cercle.     On  voit  de  suite  que  l'inter- 
section E  des  deux  diagonales  donne    -g]^ ^^^ ^d 

le  centre  du  cercle  voulu. 
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(636)  En  troisième  lieu,  si  ABCD 
est  le  cercle  auquel  il  faut  inscrire  un 
carré,  il  est  évident  qu'on  partagera  la  circonférence  du 
cercle  en  quatre  parties  égales,  en  menant  dans  le  cercle 
deux  diamètres  AC,  BD  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 
Joignant  ensuite  les  points  A,  B,  C,  D,  on  aura  (621)  le 
carré  requis, 

(637)  En  dernier  lieu,  si  ABCD  est  le  cercle  auquel  il 
faut  circonscrire  un  carré  ;  ayant  procédé  comme  ci-dessus, 
l'on  mènera  aux  extrémités  A,  C,  B  et  D  des  diamètres  AC, 
BD,  les  perpendiculaires  QF,  HK,  GH  et  FK,  qui  formeront 
(625)  le  carré  GHKF  demandé. 
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(638)  Sco.  15.  Puisque  le  triangle  AED  est  isocèle  et 
rectangle,  à  cause  des  rayons  égaax  EA,  ED  qui  se  rencon- 
trent à  angle  droit,  l'on  a  (305)  AD^=AE^+DE^  et  si  le 
rayon  AE=1,  AD  sera  =|/â  ;  donc  le  oôté  du  carré  inscrit 
est  au  rayon  comme  la  racine  carrée  de  2  est  à  l'unité, 
ou  AD:AE::i/2:l. 

PROP.  LXX.  THÉOR. 

(639)  L'angle  C  au  centre  d'un  décagone  régulier 
AGL  est  moitié  de  l'angle  BAC  ou  ABC  compris  entre  le 
rayon  oblique  CA  ou  CP  et  le  côté  AB  du  décagone. 

En  effet,  l'angle  C  au  cc\ 
tre  du  décagone  vaut  Ui. 
dixième  de  quatre  angles 
droits,  puisque  tous  les  angles 
que  l'on  peut  faire  autour 
d'un  point  C  ne  valent  en- 
senable  (140)  que  quatre  an- 
gles droits,  et  que  (620)  tous 
les  angles  au  centre  d'un 
polygone  régulier  quelconque 
sont  égaux,  étant  appuyés 
sur  les  côtés  égaux  du  pol.  qui  sont  en  même  temps  des 
cordes  égales  du  cercle  circonscrit  et  sous-tendent  des  arcs 
égaux,  mesures  (425)  de  ces  angles. 

Mais  (255)  la  somme  de  tous  les  angles  intérieurs  d'un 
polygone  quelconque  vaut  autant  do  fois  deux  angles  droits 
que  la  fig.  a  de  côtés  moins  deux,  c-à-d.  autant  de  fois  deux 
angles  droits  que  la  fig.  a  de  côtés  moins  quatre  angles 
droits  ;  donc  l'angle  A  ou  B  du  décagone,  c-à-d.  l'angle 
OAB  ou  EBA  formé  par  deux  côtés  adjacents  du  décagone 
vaut  un  dixième  de  cette  somme.  Or,  dix  fois  deux  angles 
droits,  moins  quatre  angles  droits,  font  seize  angles  droits  ; 
donc  l'angle  A  du  décagone  vaut  un  dixième  de  sieze  angles 
droits,  et  l'on  vient  de  voir  que  l'angle  C  au  centre  vaut  un 
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dixième  de  quatre  angles  droits  ;  donc  l'angle  C  est  le 
quart  de  l'angle  A,  c-A-dire  la  moitié  de  l'angle  CAB,  puis- 
que (023.)  la  ligne  CA  menée  du  centre  à  l'angle  A  du 
pol.  bissecte  cet  angle. 

(640)  Soo.  1.  Prob.  L'angle  C  au  centre  du  décagone 
régulier  étant,  comme  on  vient  de  le  démontrer,  moitié  de 
l'angle  CAB  ou  CBA,  ou  quart  de  l'angle  A  à  la  base  ;  il 
est  clair  que  si  l'on  peut  faire  un  triangle  isocèle  ACB,  dont 
l'angle  C  au  sommet  soit  moitié  de  l'angle  à  la  base,  CAB 
ou  CBA,  cette  base  AB  sera  le  côté  d'un  décagone  régulier 
inscrit  dans  un  cercle  ayant  pour  rayon  le  côté  AC  ou  BC 
du  triangle  isocèle. 

Or,  l'on  parvient  à  ce  résultat  en  faisant  (381  ou  582) 
AB=CD  telle  que  AB^  ou  CD^  soit  égal  au  rectangle  AC. 
AD.  Boit  donc  à  inscrire  un  décagone  régiilier  ABEFG 
etc.  dans  un  cercle  OFL.  Ayant  mené  en  un  point  quel- 
conque A  de  la  circonférence  un  rayon  CA  et  partagé  ce 
rayon  en  D  de  manière  que  CD  =CA.AD,  l'on  portera 
(225)  sur  la  circonférence  une  longueur  AB=CD  qui  sera 
un  des  côtés  du  décagone  voulu. 

En  effet,  ayant  joint  BD  et  inscrit  (420  ou  628)  le  trian- 
gle DBC  dans  un  cercle  CDE,  l'on  voit  que  AB  est  tangente 
à  ce  cercle  au  point  B,  puisque  (507)  si  le  carré  d'une  ligne 
AB  menée  à  un  cercle,  d'un  point  quelconque  A  hors  de  ce 
cercle,  est  égal  au  rectangle  d'une  sécante  AC  menée  du 
même  point  et  de  la  partie  AD  de  cette  sécante  hors  du 
cercle,  cette  ligne  AB  est  tangente  à  ce  cercle. 

Mainteu  ,jt,  parceque  l'angle  ABD  formé  par  une  tan- 
gente AB  et  une  corde  ED  est  égal  (487)  à  l'angle  C  dans 
le  segment  alterne  du  cercle,  le  triangle  ABD  est  équiangle 
à  ACB  et  par  conséquent  isocèle,  à  cause  des  rayons  CA, 
CB,  car  l'angle  ABD=C  et  l'angle  A  est  commun  à  chacun 
des  triangles  ;  donc  l'angle  ADB=ABC  (260).  Le  triangle 
ABD  étant  isocèle  donne  BD=BA=DC  ;  donc  le  triangle 
BDC  est  aussi  isocèle,  et  l'angle   DBC=C  ;  mais  l'angle 
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extérieur  ADB  -C+DBC=2C  ;  donc  aussi,  l'angle  CAB  ou 
CBA=2C;  donc  le  triangle  ACB  est  tel  que  chacun  des 
angles  à  la  base  est  double  de  l'angle  au  sommet;  donc,  etc. 
Portant  enfin  sur  la  circonférence  dix  fois  la  corde  AB,  on 
aura  le  décagone  régulier  demandé  par  le  problème. 

(641)  Soo.  2.  Prob.  S'il  s'agissait  d'un  pentagone  régu- 
lier BFHLO  à  inscrire  dans  un  cercle  j  on  voit  de 
suite  qu'il  n'y  aurait  qu'à  porter  sur  la  circonférence  cinq 
longueurs  BF  chacune  égale  à  la  corde  d'une  arc  BEF 
double  de  l'arc  BA  du  dv'iugoue. 

(642)  Soo.  3.  Probs.  Ayant  démontré  la  manière  de  divi- 
ser une  circonférence  de  cercle,  soit  en  dix  ou  en  cinq 
parties  égales  ;  il  est  clair  que  pour  circonscrire  à  un  cercle 
un  décagone  ou  pentagone  régulier,  il  n'y  a  qu'à  suivre  la 
méthode  générale  indiquée  au  par.  (625)  ;  les  paragraphes 
(623)  et  (624)  indiquant  le  moyen  de  circonscrire  et  ins- 
crire un  cercle  à  ces  mêmes  polygones. 
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(643)  Le  côté  d'un  hexagone  régulier  inscrit  dans  un 
cercle  est  égal  au  rayon  du  cercle. 

Il  a  été  démontré  (620)  que 
tous  les  angles  au  centre  d'un 
polygone  régulier  quelconque  sont 
égaux  ;  or,  l'hexagone  ayant  six 
côtés  et  par  conséquent  six  angles 
au  centre,  chacun  de  ces  angles 
AGB,  BGC,  etc.  vaut  un  sixième 
de  quatre  angles  droits  ou  un  tiers 
de  deux  angles  droits  ;  mais  le  triangle  AGB  est  isocèle,  à 
cause  des  rayons  égaux  AG,  BG,  et  les  angles  A,  B,  à  la 
base  du  triangle  sont  donc  aussi  égaux  (5229)  l'un  à  l'autre, 
et  valent  ensemble  les  deux  tiers  de  deux  angles  droits  ; 
d'où  il  suit  que  chacun  de  ces  angles  pris  séparément  vaut 
le  tiers  de  deux  angles  droits.  Le  triangle  AQB  est  donc 
équilatéral  et  le  côté  AB=AG"='BG  ;  donc,  etc. 
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(644)  Soo.  1.  Prob.  Donc,  pour  inscrire  un  hexagone 
régulier  dans  un  cercle,  il  n'y  a  qu'à  porter  (226)  le  rayon 
six  fois  sur  la  circonférence. 

(645)  Sco.  2.  Prob.  II  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler 
que  pour  circonscrire  un  hexagone  régulier  à  un  cercle  ; 

il  n'y  aurait  qu'à  diviser  la  circonférence  en  six  parties 
égales,  de  la  manière  indiquée  par  la  prop.,  puis  mener  des 
royons  GA,  GB,  etc.  aux  points  de  division,  et  à  l'extrémité 
do  ces  rayons,  mener  des  lignes  perpendiculaires  qui,  aux 
endroits  do  leurs  intersections,  détermineraient  les  angles  du 
pol.,  le  tout  tel  que  démontré  au  par.  (623). 

(646)  Soo.  3.  Probs.  Pour  Inscrire  ou  circonscrire  un 
cercle  à  un  hexagone  régulier,  l'on  procéderait  de  la 
manière  déjà  indiquée  aux  pars.  (624)  et  (625). 

(647)  Sco.  4.  Prob.  En  joignant  les  points  alternes  A,  C,  E 
de  l'hexagone  régulier,  il  est  évident  que  l'on  a  un  autre 
(627)  moyen  d'inscrire  un  triangle  équilatéral  dans  un 
cercle. 

(648)  Sco.  5.  Puisque  AB=BC=CG=AG,  la  fig.  ABCG 
est  un  rhombe  (168  Déf.)  ;  donc  (394)  AC^+BG^=4AB^  ;  et 
parceque  BG=AB,  AC'-^^SAB^  ;  d'où,  AC^  :  AB'* ::  8 : 1  ou 
AC:  AB::i/3  1;  de  là,  le  côté  du  triangle  équilatéral 
inscrit  est  au  rayon  comme  la  racine  carrée  de  8  est  à 
l'unité. 

(649)  Sco.  6.  Prob.  La  combinaison  des  méthodes  indi- 
quées aux  pars.  (640)  et  (644)  fournit  le  moyen  de  diviser 
la  circonférence  du  cercle  en  qidnze  parties  égales  et 
par  conséquent  d'inscrire  im  pentédécagone  régulier  dans 
un  cercle. 

En  eifet,  après  avoir  trouvé  (643)  la  sixième  partie  de  la 
circonférence,  égale  à  l'arc  sous-tendu  par  le  rayon,  si  l'on 
en  trouve  ensuite  (640)  la  dixième  partie,  il  est  clair  que 
la  différence  entre  ces  arcs  sera  égale  à  la  quinzième  partie 
de  cette  même  circonférence,  puisque  g— ïô=ï5- 
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(660)  D'ailleurs,  l'on  ver- 
ra peut-être  d'uue  manière 
plus  évidente  que  si  ABC  est 
un  triangle  équilatéral  inscrit,  (j^ 
et  ADEFG  un  pentagone  ré- 
gulier inscrit,  l'arc  AQC  qui  \i\ 
est  le  tiers  et  celui  AG  lo 
cinquième  de  la  circonféren- 
ce, contiendront  respective- 
ment, le  premier,  cinq,  le 
second,  trois  des  parties  égales  dont  la  circonférence  entière 
contiendra  quinze.  Par  suite,  retranchant  l'arc  AG  de 
l'arc  AGC,  il  reste  l'arc  QC  égal  aux  deux  quinzièmes  de  la 
circonférence,  lequel  étant  bissecté  (415)  en  il,  donnera 
enfin  l'arc  GH  ou  CH  égal  à  un  quinzième  do  la  circonfé- 
rence. Menant  GH  et  HC  et  portant  autour  du  cercle 
(fl25)  des  lignes  CF,  etc.  chacune  égale  à  GH  ou  HC,  on 
aura  le  quindécagone  voulu. 

(661)  Soo.  1.  Probs.  Ayant  inscrit  dans  un  cercle  un  poly- 
gone régulier  quelconque;  si  l'on  bissccte  (415)  les  arcs 
sous-tendus  par  ses  côtés,  les  cordes  de  ces  demi-arcs  for- 
meront un  nouveau  pol.  régulier  d'un  nombre  double  de 
côtés.  C'est  ainsi  qu'en  ayant  un  carré  inscrit,  l'on  peut 
successivement  inscrire  des  polygones  de  8, 16,32,64,  etc. 
côtés.  Avec  l'hexagone  on  peut  former  des  polygones 
de  12,  24,  48,  96,  etc.  côtés.  A  l'aide  du  décagone,  on 
aura  des  polygones  de  20,  40,  80,  etc.  côtés  ;  et  au 
moyen  du  pentédécagone,  l'on  peut  inscrire  des  polygo- 
nes de  80,  60, 120,  etc.  côtés. 

(652)  Il  est  évident  que  l'on  pourrait  inscrire  dans  un 
cercle  un  polygone  régulier  quelconque,  pourvu  que  l'on 
pût  diviser  sa  circonférence  en  un  nombre  quelconque  de 
parties  égales;  mais  cette  division  de  la  circonférence, 
comme  la  trisection  d'un  angle,  qui  en  dépend,  est  un 
problème  qui  n'a  pas  encore  été  résolu.    Il  n'y  aucun 
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moyen  d'inscrire  dans  vin  oerole  un  heptagone  régulier, 

ou,  co  qui  revient  au  inônio,  la  circonforonco  ne  peut-ôtro 
divisée  eu  sept  imrties  égulos  par  aucun  moyen  jusqu'à 
prébont  connu. 

(653)  On  avait  longtoraps  Hupposé,  qu'à  part  les  polygones 
déjà  enumérôs,  l'on  no  pouvait  en  inscrire  aucun  autre  par 
les  opérations  de  la  géométrie  élémentaire,  ou  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  résolution  d'équations  du  premier  et  du 
second  dégrés;  mais  M.  Qauss  prouva  enfin,  dans  sva 
"  Disquisitioncs  arithmoticœ,"  que  la  oiroonférenoe  d'un 
cercle  peut  se  diviser  en  un  nombre  quelconque  de 
pa}*tles  égales  capable  de  s'xprimier  par  la  formule  2"*+!, 
poiurvu  que  ce  soit  un  nombre  premier,  c<à<d.  ne  pouvant 
se  résoudre  on  facteurs. 

Lo  nombre  3  est  le  plus  simple  de  cette  catégorie,  étant 
la  valeur  de  la  formule  lorsque  n=*l.  Le  nombre  premier 
suivant  est  5,  contenu  aussi  dans  la  formule  lorsque  71=^2. 
Mais  les  polygones  de  3  et  6  côtés  ont  déjà  été  inscrits. 
Le  nombre  premier  suivant  exprimé  par  la  formule  est  17  ; 
de  sor^o  qu'il  est  possible  d'inscrire  dans  un  cercle  un 
polygone  régulier  de  17  côtés,  puis  de  257  côtés,  puis  de 
6537  côtés,  et  ainsi  de  suite,  suivant  la  série  2^+1,  2^+1, 
2*+l,  2^+1,  2^^-f  1,  2"*°- 4-1,  doublant  aucceasivomont  l'expo- 
aant. 

(654)  n  est  évident  qu'un  polygone  inscrit  quelconque 
est  moindre  que  le  polygone  inscrit  ayant  im  nombre 
double  de  côtés,  puisque  (84  Cor.)  une  partie  est  moindre 
que  le  tout. 
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(655)  On  peut  circonscrire  à  un  cercle  un  polygone 
régulier  quelconque  capable  de  lui  être  inscrit  j  et  réci- 
proquement, l'on  peut  inscrire  à  im  cercle  un  polygone 
régulier  quelconque  capable  de  lui  être  circonscrit. 
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La  vérité  ce  cet  énoncé 
découle  assez  directement 
du  raisonnement  suivi  au 
par.  (555). 

D'ailleurs,  soit  ACE  un 
pol.  régulier  d'un  nombre 
quelconque  de  côtés  inscrit 
dans  un  cercle  ;  prolongeant 

indéfiniment  les  rayons  OA,  X  L 

OB,  etc.  et  par  les  points  T,  N,  etc.,  milieux  des  arcs  AB, 
BO,  menant  aux  rayons  OT,  ON,  etc.,  les  perpendiculaires 
GH,  HI,  etc.  à  la  rencontre  des  rayons  prolongés  on  G,  H, 
I,  etc.,  la  fig.  GIL  sera  un  pol.  circonscrit  semblable  au  pol. 
ACE. 

En  eflet,  les  rayons  OT,  ON"  menés  du  centre  aux  points 
milieux  des  arcs  AB,  BC  sont  (407)  perpendiculaires  aux 
cordes  AB,  BC,  et  bissectent  ces  cordes  et  les  angles  au 
centre  sous-tendus  par  ces  cordes.  Maintenant  G  H,  III 
sont  perpendiculaires  par  constr.  aux  mêmes  rayons  OT,ON  ; 
d'où  (150)  GH  est  parallèle  à  AB  et  HI  à  BC  ;  les  triangles 
GOH,  HOI  sont  donc  équiangles  et  semblables  aux  triangles 
AOB,  BOC  ;  mais  OA=OB==etc.  ;  donc  OG=OH=:OI--etc. 
et  un  cercle  décrit  du  centre  O  avec  un  rayon  OG  passerait 
par  les  points  G,  H,  I,  etc.  Les  côtés  GH,  HI,  etc.  sont  donc 
des  cordes  du  cercle  circonscrit  au  pol.  GIL,  et  étant  sous- 
tendue  par  des  angles  égaux  au  ceutre  GOH,  HOI,  sont 
égaux  entre  eux. 

De  plus,  les  anojles  G,  II,  I,  etc.  du  pol.  circonscrit  sont 
égaux  à  ceux  A,  B,  C,  etc.  du  pol.  inscrit,  à  cause  dos 
parallèles  AB,  GH  et  BC,  III  ;  donc  le  pol.  circonscrit  a 
tous  ses  angles  égaux  et  tous  ses  côtés  égaux  ;  donc  il  est 
régulier;  et  il  est  semblable  au  pol.  inscrit  ACE,  étant  com- 
posé d'un  même  nombre  de  triangles  somblablcs  GOH,  AOB 
et  HOI,  BOC,  etc.,  situés  d'une  manière  correspoudanto 
dans  chaque  figure  (207). 
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(656)  En  second  lieu,  si  GIL  est  un  pol.  rôguUor  circons- 
crit au  cercle,  il  est  clair,  d'après  le  raisonnement  qu'on  vient 
de  faire,  qu'en  menant  les  rayons  OG,  OH,  etc.  aux  angles 
du  pol.,  et  joignant  ensuite  les  points  A,  B,  C,  où  ces  rayons 
rencontrent  le  cercle,  ou  aura  un  pol.  inscrit  ACE  sembla- 
ble au  pol.  circonscrit  au  cercle. 

(657)  Sco.  1.  Probs.  Ce  que  l'on  vient  do  dire  indiquera 
de  suite  la  méthode  à  suivre  pour  inscrire  dans  un  cercle 
un  polygone  régulier  quelconque  semblable  au  polygone 
circonscrit  à  ce  cercle,  ou  pour  circonscrire  à  un  cercle 
un  polygone  régulier  semblable  au  polygone  inscrit 
dans  ce  cercle. 

(658)  Sco.  2.  Il  est  clair,  puisque  OT  et  ON  bissectent 
respectivement  (655)  les  côtés  égaux  GII,  HI,  du  pol.,  que 
IIN-hHT-nT+TG=HG,  l'un  des  côtés  du  polygone. 

D'ailleurs,  HN",  HT  sont  deux  tangentes  menées  d'un 
poitit  à  un  cercle;  ce  qui  (493  ou  506)  les  rend  égales;  or 
HT    TG  ;  donc  HG=2nT=HT+HN",  comme  auparavant. 
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(659)  Etant  donné  un  polygone  régulier  quelconque 
AKC  circonscrit  à  un  cercle,  on  demande  à  circonscrire 
à  ce  cercle  un  polygone  régulier  abcde  etc.  ayant  un 
nombre  de  côtés  double  du  premier. 

Nous  avons  démontré  (625)  que  pour  circonscrire  un  pol. 
rég.  quelconque  à  un  cercle,  il  suffit  do  diviser  la  circon- 
férence en  autant  do  parties  égales  que  le  pol.  a  de  côtés, 
mener  ensuite  des  rayons  aux  points  de  division,  ut  .:irx 
extrémités  de  ces  rayons,  mener  des  perpendiculaires  ou 
tangentes  pour  déterminer  le  pol.  voulu. 
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Or,  le  cercle  GKN"  est  déjà 
divisé  en  parties  égales  aux 
points  G,  H,  K,  etc.  puisfiuo 
les  angles  GOH,  HOK,  etc. 
sont  (625)  égaux.  Bissectant 
ces  angles  égaux  en  r,  5,  etc. 
ce  qui  bissectera  en  même 
temps  (405)  les  arcs  GH,  HK, 
etc.  et  menant  aux  extrémités 
r,  5,  etc.  des  rayons  Or,  Cs,  etc.  les  tangentes  oa,  bc,  de,  etc., 
on  aura  le  pol.  rég.  demandé  aô  cof  e  etc  ayant  un  nombre 
de  côtés  double  de  celui  du  pol.  donné  ABCDE. 

(660)  Sco.  1.  Il  est  clair  que  le  pol.  AEC  est  plus  grand  en 
surface  que  le  pol.  a  6  c  c^  etc,  puisque  les  triangles  A  o  a, 
Bcb,  etc.  compris  dans  le  premier  sont  en  dehors  du  second  ; 
et  si  l'on  circonscrit  au  cercle  un  pol.  d'un  nombre  de 
côtés  double  de  celui  du  pol.  a  hcd,  l'on  voit  de  même  que 
Ba  surface  sera  plus  petite  que  celle  du  pol.  abcd;  donc,  en 
général,  tout  polygone  régulier  circonscrit  est  plus  grand 
qu'un  polygone  régulier  circonscrit  ayant  un  nombre 
double  de  côtés. 

(661)  Sco.  2.  Il  est  clair  aussi  que  le  pol.  AEC  est  plus 
grand  en  périmètre  que  le  pol.  abcd,  puisque  le  côté  ao  du 
dernier  est  plus  petit  que  la  somme  des  parties  correspon- 
dantes Aa,  Ao,  du  premier,  la  somme  de  deux  côtés  quel- 
conques d'un  triangle  étant  (161)  plus  grande  que  le  troisèrae 
côté. 

Si  l'on  circonscrivait  au  cercle  un  troisème  pol.  ayant  un 
nombre  de  côtés  double  de  celui  du  pol.  abcdy  i'on  prouve- 
rait de  même  que  le  périmètre  de  ce  dernier  est  plus  petit 
que  celui  du  second,  et  ainsi  de  suite  ;  donc,  on  général, 
tout  polygone  régulier  circonscrit  est  plus  grand  on 
périmètre  qu'un  polygone  circonscrit  ayant  un  nombre 
double  de  côtés. 

(662)  Sco.  3.  Il  n'est  pas  moins  évident  que  tout  poly- 
gone régulier  inscrit  est  plus  petit  en  périmètre  qu'un 
polygone  inscrit  ayant  un  nombre  double  de  côtés. 
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(663)  Soo.  4.  On  a  vu  (603)  que  la  surface  d'uu  triangle 
est  égale  à  son  périmètre  multiplié  par  le  demi-rayon  du 
cercle  inscrit,  et  l'on  voit  de  même  que  la  surface  d'un 
polygone  régulier  quelconque  AEC  est  égale  à  son  péri- 
mètre multiplié  par  le  demi-rayon  du  cercle  inscrit, 
o'est-à-di  r3  par  le  demi-rayon  droit  (175  Déf.  c*  555  3°) 
du  polygone;  car,  tous  les  triangles  AOB,  BOO,  etc.  sont 
égaux,  puisqu'ils  ont  des  bases  égales  AB,  BC,  etc.  et 
des  hauteurs  égales  OG,  OP,  etc.  Mais  la  surface  du  trian- 
gle AOB=ABX|OG  (348)  et  celle  du  triangle  BOC-^BCx 
^OP  ou  ^OG  ;  donc  la  surface  des  deux  triangles  pris 
ensemble,  est  égale  à  (AB+BC)x|OG;  et  en  continuant 
ainsi  la  même  opération  pour  les  autres  triangles  COD,  etc., 
on  trouve  enfin  la  surface  entière  du  polygone  égale  à 
(AB+BC+OD+etc.)x-^OG  ;  donc,  etc. 

PROP.  LXXIV.  THÉOR. 


(664)  L'on  peut  toiy'ours  faire  deux  polygones  réguliers 
ABCD  etc.  abcd  etc.  d'un  même  nombre  de  côtés,  l'un 
inscrit  et  l'autre  circonscrit  à  un  cercle,  dijQférant  l'un 
de  l'autre  d'une  quantité  moindre  qu'aucune  surface 
assignable. 

Soit  Q  le  côté  d'un  carré 
égal  ù  la  surface  donnée.  Bis- 
sectez  AC,  quart  do  la  circon- 
férence, et  procédez  ainsi, 
bissectant  toujours  l'un  des 
arcs  formés  par  la  dernière 
bissection,  jusqu'à  ce  que 
vous  obteniez  un  arc  dont  la 
corde  AB  soit  moindre  que 
Q.  Comme  cet  arc  sera  une 
partie  exacte  de  la  circonférence,  si  l'on  applique  des  cordes 
AB,  BC,  etc.  chacune  égale  à  AB,  la  dernière  terminera  en 
A,  et  l'on  aura  un  polygone  régulier  ABCD  etc.  inscrit  dans 
le  cercle. 
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Décrivant  maintenant  (657)  autour  du  cercle  un  f  ol.  abcd 
etc.  semblable  au  pr«.-i;iicr,  la  difîcrence  entre  cea  doux 
polygones  ?p''u  ^noindre  (jue  le  cp-rré  de  Q.  Eu  eliet,  des  points 
a  et  h  ipc-uoz  les  lignes  a  0,  6  O,  au  centre  O  ;  elles  pa.sHoront 
(e61>'  par  les  pointa  A  et  B.  Menez  aussi  OK  au  point  de 
contact  K  ;  elle  bissectera  (407)  AB  en  I,  ':>t  lui  sera  perpen- 
diculaire, puisque  (466)  elle  est  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente ab  qui  est  parallèle  à  AB.  Prolongez  AO  jusqu'en 
E  et  menez  BR.  Soit  P  le  polygone  circonscrit  et  p  le 
pol.  inscrit  ;  alors,  parceque  les  triangles  a  0  6,  AOB  sont 
des  parties  correspondantes  do  P  et  ;?,  l'on  aura  (73.  Ax.) 
rt  O  6  :  AOB::P  : /)  ;  mais  les  triangles  étant  semblables 
donnent  (552)  aO  ^  :  AOB  ::  O  a^:  OA^  (ou  OK^)  ;  d'où  il 
suit  (75.  Ax.)  que  P:  p::  0  rt'"^:  OA'"^  (ou  OK''^).  De  plus, 
puisque  les  triangles  OaK,  EAB  sent  semblables,  leurs 
côtés  KO,  BE  étant  respectivement  parallèles,  à  cause  des 
angles  droits  AIO,  ABE,  (444)  l'on  a  0  d^  :  OK^::AE^: 
EB'-^  ;  d'où,  P  :  p  ::  AE''^  :  EB^  ou  par  conversion  (98)  P  :  P 
—p  ::  AE^ .  AE'-^  -EB'-^  ou  :  AB^^. 

Mais  P  est  moindre  (660) 
qne  le  carré  décrit  sur  le 
diamètre  AE  ;  donc  '.^ — p 
est  moindre  que  le  ;arré 
décrit  sur  AB,  c-à-d.  moin- 
dre que  le  carré  donné  sur 
laligneQ;  de  là,  la  différen- 
ce entre  les  polygones  cir- 
conscrit et  inscrit  peut  tou- 
jours être  faite  moindre 
qu'une  surface  donnée,  si  petite  quelle  soit. 

(665)  Sco.  1.  TTn  polygone  régulier  circonscrit  ayant  un 
nombre  donné  de  côtés,  est  plus  grand  que  le  cercle,  parce- 
que le  cercle  ne  forme  qu'une  partie  du  polygone  ;  et  pour 
une  rri-on  semblable,  le  polygone  inscrit  est  moindre  que 
le  cercle.     Mais  en  augmentant  le  nombre  de  côtés  du  pol. 
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circoTiscvit,  ^1  [)GÎyg(ino  diminuo  en  surface  (660)  et  par 
couséquent  sa  surface  se  rapproche  do  celle  du  cercle  ;  et 
en  augmentant  le  nombre  de  côtea  du  polygone  inscrit, 
le  polygone  augmente  (654)  et  se  rapproche  aussi  du  cercle. 

Maintenant,  si  l'on  augmente  indéfiniment  le  nombre 
de  côtés  des  polygones  circonscrit  et  inscrit,  la  longueur 
de  chaque  côté  deviendra  indéfiniment  petite,  et  les 
polygones  deviendront  enfin  égaux  l'un  à  l'autre  et  en 
conséquence  égaux  au  cercle. 

Car,  81  les  polygones  no  deviennent  pas  enfin  égaux,  soit 
D  leur  plus  petite  différence  ;  or,  on  vient  de  démontrer 
(664)  que  la  différence  entre  les  polygones  inscrit  et  circon- 
scrit peut-être  faite  moindre  qu'aucune  quantité  assignable, 
c-à-d.,  moindre  que  D  ;  de  là,  la  différence  entre  les  poly- 
gones serait  en  même  temps  égale  à  D  et  moindre  que  D, 
ce  qui  est  absurde  ;  donc  les  polygones  deviennent  enfin 
égaux.  Mais  lorsqu'ils  sont  égaux,  l'un  à  l'autre,  chacun 
d'eux  doit  être  égal  au  cercle,  puisque  le  polygone  circonscrit 
ne  peut  entrer  dans  le  cercle  et  que  celui  qui  lui  est  inscrit 
ne  peut  en  sortir. 

(666)  Sco.  2.  Puisque  le  polygone  ^'irconscrit  a  le  même 
nombre  de  cotés  que  le  polygone  correspondant  inscrit,  et 

ue  les  deux  polygones  sout  réguliers,  ils  sont  (555)  sem- 
blables (207  Déf.)  et  en  conséquence,  quand  ilfa  deviendront 
égaux,  ils  coïncideront  exactement  et  auront  un  périmètre 
comnmn.  Mais  comme  les  côtés  du  polygone  circonscrit 
ne  peuvent  tomber  en  d^.Jans  du  cercle,  et  que  ceux  du 
polygone  inscrit  ne  peuvent  tomber  en  dehors,  il  suit  que 
les  périmètres  des  polygones  se  réuniront  sur  la  oiroon- 
férence  du  cercle  et  lui  deviendront  égaux  en  longueur. 

(667)  Sco.  3.  Lorsque  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
inscrit  est  indéfiniment  augmenté,  et  que  le  polygone 
coïncide  avec  ie  cercle,  la  ligne  01  menée  du  centre  O 
perpendiculaire  au  côté  du  polygone,  deviendra  un  rayon 
du  cercle,  et  une  partie  quelconque  ABCD  du  polygona 
deviendra  le  secteur  OAKBC,  et  la  pai'tie  AB-fEC  du 
périmètre  deviendra  l'arc  AKBC. 


m 
.  if 


1'' 

K'  '■ 

it   ■ 

h-,'  ■. 

'*:•; 


1 

■p'^'.; 

lf9 

IB^K'î ''* 

B*a 

^^^9r    '  0  V 

'Il 

E;-/ 

p'  '  r 

yii?sl.  ■ 

226 


oéométsiï:. 


(668)  Soo.  4.  Le  problème  de  la  quadrature  du  cercle 
consiste  à  trouver  un  carré  égal  en  surface  à  celle  d'un 
cercle  dont  on  connaît  le  rayon.  Or,  il  a  été  démontré  (431) 
que  le  cercle  est  équivalent  en  surfaco  à  un  triangle  ayant 
pour  hauteur  le  rayon  et  pour  base  une  ligne  égale  en 
longueur  à  la  circonférence  du  cercle  ;  et  ce  triangle  pout- 
étre  réduit  (291)  en  un  rectangle  équivalent,  puis  (376  ou 
535  2°)  en  un  carré. 

Carrer  le  cercle  n'est  donc  autre  chose  que  trouver  la 
oiroonfêrenoe  quand  on  oonnait  le  rayon  ;  et  pour  ce 
fkixe,  il  suffit  de  connaître  le  rapport  de  la  circonférence 
à  son  rayon  ou  à  son  diamètre 

Jusqu'à  présent,  le  rapport  en  question  n'a  jamais  été 
déterminé  qu'approximativement  ;  mais  l'approximation  a 
été  portée  si  loin,  qu'une  connaissance  du  rapport  exact 
m'offrirait  aucun  avantage  réel  sur  celui  du  rapport  ap- 
proximatif. Eu  conséquence,  ce  problème  qui  occupa  si 
profondément  les  géomètres,  lorsque  leurs  moyens  de  rap- 
prochement étaient  moins  parfaite;  est  maintenant  réduit  à 
ces  questions  oiseuses  dont  personne  ne  s'occupera,  pourvu 
qu'il  possède  la  moiudre  teinlure  de  science  géométrique. 

Arohimède  montra  que  le  rapport  dii  diamètre  à  la  cir- 
c:>ûférenoe  est  compris  entre  34Î5  et  34Î  ;  de  là,  3^  ou  V  offre 
de  suite  une  approximation  asse^^  correcte  du  rapport  voulu  ; 
et  la  simplicité  de  ce  premier  rapprochement  a  fait  que 
l'tîsage  en  est  devenu  très  général.  Métius,  pour  le  même 
rapport  trouva  la  valeur  f ff  qui  est  beaucoup  plus  exacte 
que  la  dernière.  Enfi?i  d'autres  calculateurs  trouvèrent 
cette  même  valeur,  développée  jusqu'à  un  certain  ordre  de 
décimales,  de  3.141,592,t"53,689,793,2  etc. 

En  1690,  Ceuien  <'[^v-  vhf.it  du  temps  de  Métius  étendit 
le  calcul  jusqu'à  86  chiffrp  ;  que  l'on  fit  graver  sur  sa  tombe. 
Il  parvint  à  ce  résultat  en  ca'oulant  les  cordes  d'arcs  succes- 
sifs, dont  chacun  était  liioitié  du  précédent,  le  dernier  arc 
dans  ce  cas  étanr.  le  côté  d'un  polygone  de  36,893,488,147, 
419,103,232,  côtés. 
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La  méthode  de  calculer  fut  ensuite  de  beaucoup  simplifiée 
par  Snell  qui  porta  l'approximation  jusqu'à  66  chiffres,  à 
l'aide  d'un  polygone  n'ayant  que  5,242,880  côtés. 

Par  d'autres  mathématiciens  le  culcul  fut  continué. 
atteignant  successivement,  pendant  le  dernier  siècle^  76, 
100,  128  et  140  décimales. 

Bien  que  Lambert  en  1761,  et  plus  tard  Legendre,  dans 
ses  éléments "fle  géométrie,  aient  prouvé  que  le  rapport  du 
diamètre  à  la  circonférence  ne  peut  être  exprimé  en  nom- 
bres  ;  le  désir  de  satisfaire  ceux  qui  cherchaient  encore  à 
obtenir  l'expression  exacte  de  ce  rapport,  engagea  d'autres 
mathématiciens  à  continuer  d'ajouter  à  ces  chiffres.  En 
1846  l'on  obtint  correctement  200  décimales  et  l'année  sui- 
vante 250.  En  1851,  le  nombre  fut  porté  à  316,  puis  à  860# 
M.  Shanks  porta  bientôt  ce  nombre  a  527  décimales  et  en 
1853,  à  607  décimales. 

Lorsqu'il  devint  évident  que  l'expression  arithmétique  était 
impossible,  plusieurs  espérèrent  encore  obtenir  le  rapport 
par  construction  géométrique  ;  mais  l'on  admet  générale- 
ment aujourd'hui  que  ce  dernier  moyen  est  impraticable,  et 
il  faut  avouer  qu'il  n'a  résulté  que  peu  d'avantage  du  temps 
et  du  travail  énormes  dévoués  à  ce  fameux  problème. 

L'Académie  des  sciences  en  1775  et  bientôt  après,  la 
Société  Royale  de  Londres,  pour  décourager  cette  recherche 
et  d'autres  aussi  futiles,  refusa  d'examiner  par  la  suite  tout 
travail  ayant  trait  à  la  quadrature  du  cercle,  la  trisection 
d'un  angle,  la  duplication  du  cube  et  le  mouvement  per- 
pétuel. 

Une  approximation  de  600  chiffres  décimaux  et  même  de 
moins  équivaut  à  une  exactitude  parfaite,  puisque  comme 
on  la  déjà  dit  (53),  il  suffit  d'en  faire  entrer  17  en  compte 
pour  éviter  une  erreur  de  la  millième  partie  d'un  pouce  sur 
les  200  millions  de  lieues  qui  forment  la  longueur  de  la  cir- 
conférence de  d'orbite  de  la  terre  autour  du  soleil;  et  dans 
aucun  cas  on  ne  connait  d'une  manière  plus  exacte  la  racine 
d'une  puissance  imparfaite. 
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Le  problème  suivant  indiquera  une  des  méthodes  élémen- 
taires les  plus  simples  d'obtenir  ces  rapprochements. 

FBOP.  LXXV.  FROB. 

(669)  Etant  données  la  surfkoe  d'un  polygone  régulier 
inscrit,  et  celle  d'vn  polygone  semblable  ciroonsorit  ; 
trouver  les  surfkces  des  polygones  réguliers  inscrit  et 
circonscrit  ayant  un  nombre  double  de  côtés. 

Soit  AB  un  côté  du  pol.  ins-      E         P       M        Q  F 

crit  donné,  EP  parallèle  à  AB, 
un  côté  du  pol.  correspondant 
circonscrit,  C  le  centre  du 
cercle.  Si  on  mène  la  corde 
AM  et  les  tangentes  AP,  BQ, 
AM  sera  (659)  un  côté  du  pol. 
inscrit  ayant  un  nombre  dou- 
ble de  côtés,  et  (658)  AP+ 
PM=2PM  (ou  PQ)  sera  un 
côté  du  pol.  semblable  circonscrit.  Maintenant,  comme  la 
même  construction  aura  lieu  à  chacun  des  angles  égal  à 
ACM,  il  suffira  de  considérer  ACM  par  lui  même  ;  les 
triangles  ACD,  ACM  étant  évidemment  l'un  à  l'autre 
comme  les  polygones  entiers  dont  ils  font  partie  (622  et  102). 
Soit  donc  A  la  surface  du  pol.  inscrit  dont  le  côté  est  AB, 
B  celle  du  pol.  semblable  circonscrit.  A'  la  surface  du  pol. 
dont  le  côté  est  AM,  et  B' celle  du  pol.  semblable  circonscrit. 
A  et  B  sont  donnés  pour  trouver  A'  et  B'. 

En  premier  lieu,  les  triangles  ACD,  ACM  ayant  le  som- 
met commun  A,  sont  l'un  a  l'autre  (344)  comme  leurs  bases 
CD,  CM  ;  ils  sont  aussi  entre  eux  comme  les  polygones 
A  et  A  dont  ils  font  partie;  d'où  (75  Ax.)  A  :  A'::  CD  : 
CM.  Fuis,  les  triangles  CAM,  CME,  ajaut  le  sommet 
commun  M  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  CA,  CE  ;  ils 
sont  aussi  entre  eux  comme  les  polygones  A'  et  B  dont  ils 
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font  partie;  donc  A':B;:CA:CE.  Maia  puisque  AD  et 
ME  sont  parallèles,  l'on  a  CD  :  CM::  CA:  CE  ;  de  là,  (75 
Ax.)  A  :  A'  ::  A'  :  B  ;  d'où,  le  polygone  .\f,  l'un  do  ceux  qu'on 
demande,  est  moyen  proportionnel  entre  les  deux  polygones 
A  et  B,   et  en  conséquence  A==i/AxB. 

En  second  lieu,  la  hauteur  CM  étant  commune,  le  triangle 
CPM  est  au  triangle  CPE  comme  PM  est  à  PE  ;  mais 
puisque  CP  bissecte  (622)  l'angle  MCE,  l'on  a  (541)  PM  : 
PE  ::  CM  :  CE  ::  CD  :  CA  ::  A  :  A'  ;  de  là,  CPM  :  CPE  ::  A  :  A 
et  en  conséquence  (95)  CPM  :  CPM+CPE  (ou  CME)  ::  A: 
A+A.  Mais  CMPA  ou  2CPM  et  CME  sont  l'un  à  l'autre 
comme  les  polygones  B  et  B',  dont  ils  font  partie  ;  donc 
B':B::2A:  A+A.  Or,  A  a  déjà  été  déterminé;  cette 
nouvelle  proportion  servira  donc  à  déterminer  B'  et  donnera 
B'=2A.B  ;  et  de  cette  manière,  au  moyen  des  polygones 

Â+Â' 
A  et  B  il  est  facile  de  trouver  les  polygones  A'  et  B'  ayant 

un  nombre  double  de  côtés. 

PPOP.  LXXVI.  PROB. 
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(670)  Trouver  le  rapport  approximatif  de  la  oirconfé- 
rence  au  diamètre. 

Soit  le  rayon  du  cercle  =1;  le  côté  du  carré  inscrit  sera 
=l/2  (638)  et  celui  du  carré  circonscrit  sera  égal  au  diamètre 
2;  de  là,  la  surface  du  carré  inscrit  tat  2  et  celle  du  carré 
circonscrit  est  4.  Mettant  alors  A=2  et  B=4,  on  trouvera, 
par  la  dernière  proposition,  l'octogone  inscrit  A'=|/8=2. 
8284271,     et  l'octogone   circonscrit   B'=_16   =3.3137085. 

Ayant  de  cette  manière  déterminé  les  octogones  inscrit  et 
circonscrit,  on  déterminera  facilement  à  l'aide  de  ces  derniers, 
les  polygones  ayant  un  nombre  double  de  côtés.  On  n'a 
dans  ce  cas  qu'à    poser  A=2.8284271,  B=3.3137085;    on 

trouvera    A'=i/ArB=3.0614674,    et    B'=2AB=3. 1825979. 
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Ces  polygones  de  16  côtés  fourniront  à  leur  tour  le  moyen 
de  trouver  les  polygones  de  32  côtés  ;  et  l'on  peut  pour- 
suivre l'opération  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  de  dillôrence 
entre  les  polygones  inscrit  et  circonscrit,  ou  au  moins 
jusqu'au  nombre  de  décimuies  où  se  termine  le  calcul,  c-à-d. 
jusqu'à  la  septième  décimale  dans  cet  exemple.  Arrivés  à  ce 
point,  on  en  couclucra  que  le  dernier  résultat  exprime  la 
surface  du  cercle,  lequel,  puisqu'il  doit  toujours  se  trouver 
entre  les  polygones  inscrit  et  circonscrit  et  parceque  ces  poly- 
gones s'accordent  jusqu'à  un  certain  ordre  de  décimales,  doit 
nécessairement  s'accorder  avec  chacun  d'eux  jusqu'à  ce 
même  nombre  de  décimales. 

Nous  donnons  ici  le  calcul  de  ces  polygones  continué 
jusqu'à  ce  qu'ils  aient  sept  décimales  communes. 
Nombre  de  côtés.    Polygone  inscrit.     Polygone  circonscrit. 

4  2.0000000  4.0000000 

8  2.8284271  3.3137085 

16 3.0614674  3.1825979 

32  3.1214451  3.1517249 

64  3.1365485  3.1441184 

128 3.1403311 3.1422236 

256  3.1412772  3.1417504 

612  3.1415138  3.1416321 

1024  3.1415729  3.1416025 

2048  3.1415877  3,1415951 

4o96  3.1415914  3.1415933 

8192  3.1415923  3.1415928 

16384  3.1415925  3.1415927 

32768  3.1415926  3.1415926 

D'où  l'on  conclut  que  la  surface  du  cercle  est  égale  à  3. 
1415926  quand  le  rayon  est  1. 

Comme  il  pourrait  exister  un  doute  sur  l'exactitude  du 
dernier  chiffre  décimal,  par  suite  d'erreurs  provenant  des 
parties  omises,  l'on  fera  remarquer  que  le  calcul  a  été  con- 
tinué avec  une  décimale  de  plus  pour  que  le  dernier  résultat 
ici  donné  fût  absolument  correct  jusqu'à  la  septième  déci- 
male près. 


^f 


PROPOSITIONS,   ETC. 


231 


is  continué 


(671)  Cor.  Puisque  la  surface  du  cercle  est  égale  (431)  à 
la  demi-circonférence  multipliée  par  le  rayon,  la  demi-circon- 
férence doit  être  3.1415926  quand  le  rayon  est  1  ;  ou  la 
circonférence  entière  doit  être  3.1415926  quand  le  diamètre 
est  1  ;  do  là,  le  rapport  do  la  circonférence  au  diamètre  que 
l'on  désignera  par  f  est  égale  h  3.1415926.  Le  nombre 
3.1416  est  celui  qu'on  employé  généralement. 

(612)  Soo.  On  a  déjà  eu  occasion  do  parler  (53)  de  l'in- 
oo'vni>jonsurabiUté  du  diamètre  et  de  la  ciroonférenoe  du 
oerole,  et  l'on  voit  évidemment  qu'en  continuant  à  doubler 
le  nombre  dos  côtés  des  polygones,  on  ne  fait  qu'approcher 
de  plus  en  plus  du  rapport  réel,  sans  pouvoir  jamais  l'attein- 
dre ;  car,  quelque  soit  lo  degré  de  rapprochement  auquel 
l'on  parvienne,  il  sera  toujours  possible  (659)  do  continuer  à 
doubler  le  nombre  des  côtés  du  polygone  sans  jamais  en  finir, 
et  sans  autre  résultat  que  celui  d'ajouter  continuellement 
aux  600  chifires  décimaux  déjà  trouvés  sans  arriver  jamais 
à  une  limite  ;  de  même  que  pour  le  cOté  et  la  diagonale 
d'un  carré  (398j  l'on  trouve  après  chaque  subdivision  un 
nouveau  reste,  sans  pouvoir  jamais  arriver  au  rapport  exact 
entre  les  quantités  données. 
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DE  QUELQUES  PROBLÈMES.      . 


(673)    Prob.    Inscrire  (184  Déf.)  un  parallélogramme 
ABCD  dans  un  quadrilatère  quelconque  EFGH. 

A  cet  effet,  joignez  les  points 
milieux  A,  B,  C,  D  des  côtés  du 
quadrilatère  donné,  et  le  problè- 
me sera  résolu. 

Car,  la  construction  donne 
(519)  BC  et  AD  respectivement    '^L 

parallèles  à  la  diagonale  EG,  base  J5 — ■ -^g- 

commune  des  triangles  EFG,  EHG;  et  on  a,  de  même, 
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û^l- 
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on  a,  de  même, 


AB,  DC  parallèles  à  la  diagonale  HF,  base  commune  des 
triangles  HEF,  HGF. 

(674)  Prob.  Etant  donnés  la  surfkoe  et  les  angles  d'un 
triangle  quelconque  ;  trouver  les  côtés  ? 

Soient  A,  B,  0  les  angles  q 

donnés,    et    S    la  surface,  /\ 

sous  forme  d'un  carré  équi- 
valent au  triangle.  Sup- 
posons à  l'un  quelconque 
AB  des  côtés  cherchés,  une 
longueur  arbitraire  a  6,  et 
avec  cette  longueur  et  les 
angles  donnés,  construisons 
(266)  un  triangle  ahc.  Ce  dernier  sera  évidemment  équi- 
angle  et  par  conséquent  semblable  à  ABC.  Hédaisons 
maintenant  (376)  ce  second  triangle  en  un  carré  équivalent 
5,  et  on  aura  (552)  «  :  S  :  a  6^  :  AB^,  ou  (104)  VTxVWw  a  h  : 
AB  ;  c-à-d.  (40)  le  côté  c/e  du  carré  s  (:)  est  au  côté  DE  du 
carré  S  (  ::  )  comme  le  côté  supposé  ah  (:)  est  au  côté  requis 
AB.  Donc  AB  est  quatrième  proportionnelle  à  «ie,  DE  et 
a  J,  et  se  trouvera  par  la  méthode  du  pagraphe  (516). 

(675)  Sco.  1.  Si,  dans  le  dernier  problème,  on  ooniULis- 
sait  le  nombre  d'unités  de  surfkoe  (24)  du  triangle  ABO 
et  la  racine  ou  côté  (40  et  334)  d'une  de  ces  imités  ;  on 

procéderait,  tout  de  même,  à  poser  la  ligne  a  h  composée  d'un 
nombre  arbitraire  d'unités  linéaires,  chacune  égale  à  cette 
racine,  et  à  faire  sur  a  6  un  triangle  équiangle  à  ABC.  On 
aurait  ensuite  à  touver  (571  Lem.  9°,  et  344)  la  surface 
relative  de  a  ô c  et  à  faire  surf.  ahc.  surf.  ABC ::ab^:  AB^, 
Extrayant  alors  la  racine  carrée  de  AB^  on  obtiendrait  AB, 
longueur  d'un  des  côtés  du  triangle,  et  par  suite  (266)  les 
autres  côtés  voulus. 

(676)  Sco.  2.  Si  la  nature,  c-à-d.  la  grandeur  de  l'unité 
de  surfkoe  était  inconnue  ;  on  prendrait  a  b  égale  en  lon- 
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gueur  à  un  nombre  arbitraire  d'unités  quelconques  de  mesure 
linéaire  ;  et  sur  a  b,  faisant  comme  auparavant,  un  triangle 
équiangle  à  ABC,  on  mesurerait  la  hauteur  de  ce  triangle, 
au  moyen  de  la  môme  échelle  qui  aurait  servi  à  déterminer 
sa  base.  Il  y  aurait  ensuite  à  trouver  (344)  la  surface  de  ce 
triangle  et  à  poser  abc:  ABC  ::ab^:  AB^ ;  c-à-d.,  le  nombre 
calculé  d'unités  de  surface  dans  abc{:)  au  nombre  donné 
d'unités  de  surface  dans  ABC  (::)  comme  le  carré  du  nom- 
bre d'unités  linéaires  dans  a  b  (:)  au  carré  du  nombre  d'uni- 
tés linéaires  dans  AB.  La  racine  carrée  du  résultat  serait 
évidemment  la  longueur  de  AB  en  unités  linéaires  de  dimen- 
sions égales  à  la  racine  ou  côté  d'une  des  unités  de  surface 
données. 

(677)  Sco.  3.  Il  est  clair  aussi  qu'on  obtiendrait  une  solu- 
tion numérique  du  prob.  (674)  en  mesurant  (571,  Lem  9°) 
les  côtés  de  et  DE  des  carrés  s  et  S,  au  moyen  d'une  même 
unité  de  mesure,  de  longueur  arbitraire,  pour  faire  ensuite 
edi'EJ)  ::ab:  AB  ;  car  (552)  e  d^  ou  surf,  abc:  ED^  ou  surf. 
ABC  ::ab^:  AB^  ;  ce  qui  donne  (104)  ed:EI)::ab:  AB. 

(678)  PROB.  Etant  donnés  la  surface  d'im  triangle 
quelconque  ABC  et  le  rapport  entre  ses  côtés  ;  trouver 
ces  côtés. 

Soient  M  :  N  ;  R  les  lignes 
ou  nombres  exprimant  les  ter- 
mes du  rapport.  Il  suffira  de 
se  servir  de  ces  termes  mêmes 
(571  Lem.)  ou  de  toutes  au- 
tres longueurs  ayant  entre 
elles  le  rapport  donné, pour  construire  un  triangle  abc, dont 
les  angles  seront  par  là  même  (522)  respectivement  égaux 
à  ceux  du  triangle  ABC  ;  ce  qui  réduit  le  prob.  à  celui  du 
par.  (674). 

(679)  PROB.  Si  on  avait  à  trouver  le  côté  d'un  poly- 
gone régulier  quelconque  lorsqu'on  en  connaît  la  surface  ; 
il  est  évident  que  le  prob.  se  réduirait  à  celui  du  par.  (674) 
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puisque  (622)  tout  pol.  rég.  est  composé  de 
triangles  isocèles  égaux  en  toutes  choses  ; 
et  ou  obtiendrait  la  surface  d'un  de  ces 
triangles  en  divisant  la  surface  entière  du 
pol.  par  le  nombre  de  côtés. 

(680)  PROB.  S'il  s'agissait  d'un  polygone  irrégulier 
quelconque  AD,  dont  on  eut  la  surfkce,  et  les  angles 
formés,  tant  par  les  côtés  eux  mêmes,  que  par  les  côtés  et 
diagonales  du  pol.,  c-à-d.  les  angles  des  triangles  compo- 
sants, ABE,  EBC,  etc., 
(car,  il  ne  suffit  pas 
comme  on  l'a  vu  (526) 
de  connaître  les  angles 
formés  par  les  côtés  du 

pol.  irrégulier  pour  en     â  i/  E  3) 

déterminer  la  forme  ou  le  rapport  entre  les  côtés)  pour  en 
obtenir  les  côtés  ;  l'on  procéderait  encore  à  supposer  à  l'un 
quelconque  ED  des  côtés  du  pol.  une  longueur  arbitraire  eà 
sur  laquelle,  comme  base,  on  construirait  par  la  méthode  du 
par.  (551)  un  pol.  a  d  équiangle  et  par  conséquent  semblable 
à  AD.  Ayant  ensuite  calculé  (571  Lem.  9*^)  la  surface  de 
ad,  on  ferait  surf,  ad:  surf.  ADiied^  : ED^  dont  on  extrairait 
la  racine  carrée  pour  avoir  ED. 

(681)  PROB.  Il  serait  aussi  aisé  d'obtenir  les  côtés  d'un 
polygone  irrégulier  que 'conque,  av.  moyen  de  sasurfkce  et 
du  rapport  entre  les  côtés  de  ses  triangles  composants  ; 

puisqu'il  suffirait  (678)  de  se  servir  des  termes  mômes  du 
rapport,  ou  de  longueurs  proportionnelles  à  ces  termes,  afin 
de  déterminer  les  angles  du  pol.  et  par  suite  (680)  les  dimen- 
sions de  ses  côtés. 

(682)  Rem.  Dans  ces  problèmes,  pour  éviter  les  répéti- 
tions, et  la  nécessité  d'indiquer,  dans  chaque  cas,  la  diffé- 
rence entre  les  procédés  à  suivre  afin  d'obtenir  une  con- 
struction purement  géométrique  ou  une  solution  numérique  ; 
il  suffira  de  se  rappeler  ce  qui  a  été  dit  au  par.  (671  Lem.) 
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8ur  la  manière  de  traduire  les  données,  pour  les  rendre 
propres  aux  opérations  requises. 

(688)  PROB.  Soit  à  déterminer  dans  un  quadrilatère 
quelconque  AD  trois  de  ses  côtés,  lorsqu'on  n'a  pour 
données  que  le  quatrième  côté  AB  et  les  angles  en  C  et 
D  opposés  à  ce  côté,  formés  par  les  trois  côtéa  inconnus 
et  les  deux  diagonales. 

Il  s'agit  encore  ici  d'une  ^i 
hypothèse  à  faire,  et  comme 
on  voit,  c'est  évidemment 
sur  1«  c6té  qui  est  adjacent 
aux  angles  donnéa  qu'il  faut 
opérer,  pour  obtenir  un  ré-  C  H 

Bultat  quelconque.  Or  ce  côté  est  CD  ;  et  il  est  clair  que  si 
on  lui  assigne  une  valeur  quelconque  cd,  et  que  sur  cd^ 
comme  base,  on  forme  les  triangles  cdm^cdb  équiangles  à 
CDA,  CDB,  pour  mener  ersuite  a  6,  on  aura  un  quadrilatère 
ac2  en  tout  semblable  à  AD.  Mesurant  alors  a  6,  on  fera 
(548)  aè  :  AB  ::  crf  :  CD  ::  6  d:  BD  ::  a  c  :  AC. 

^684)  PROB.  Etant  donnée  la  surfkce  d'im  cercle  ; 
trouver  son  diamètre. 

On  se  rappellera  (671)  que  quand  le  diamètre  d'un  cercle 
est  1,  sa  circonférence  est  3.14159  etc.,  et  sa  surface  est 
égale  à  la  circonférence  multipliée  par  la  moitié  du  rayon 
ou  le  quart  du  diamètre;  or  3.1416 Xi=.T854;  c-à-d.  que  la 
décimale  .7854  représente  la  surface  d'un  cercle  dont  le 
diamètre  est  égal  à  l'unité.  Mais  les  cercles  sont  (557)  des 
figures  semblables,  et  leur  surfaces  sont  entre  elles  comme 
les  carrés  de  leurs  diamètres  ou  autres  lignes  homologues. 
Soit  S  le  cercle  donné  et  5 
celui  dont  le  diamètre  a  h 
=1  etlasurface=.7854.  On 
fera  surface  s  :  surface  S:: 
a6^:AB2,ou.7854:S::l^: 
AB  ;  mais  1^=1  et  on  ne  change  en  rien  une  quantité 
donnée  en  la  multipliant  par  1  ;  donc  AB^=S-^.7854  ou  S  ; 

.7854 
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c-à-cl.  que  le  diamètre  d'un  cercle  quelconque  s'obtient  eu 
divisant  sa  surface  par  .7854  et  en  prenant  la  racine  carrée 
du  quotient. 

(685)  REM.  Cette  manièie  de  trouver  le  diamètre  d'un 
cercle  dont  on  connaît  la  surface,  n'est  autre  que  celle  de 
trouver  les  côtés  d'un  triangle  dont  on  connaît  les  angles  et 
la  surface  ;  car  il  est  clair  qu'on  pourrait  supposer  à  a  6  une 
longueur  quelconque,  calculer  ensuite  la  surface  s  et  faire, 
comme  auparavant,  s  :  S  ::  a  6  :  AB  . 

(686)  PROB.  Il  est  à  peine  nécessaire  e 
de  dire,  puisque  (671)  le  rapport  du  dia- 
mètre à  la  circonférence  est  1 :  3.141G,  que 
pour  trouver  la  circonférence  d'un  cercle 
dont  on  connaît  le  diamètre,  il  n'y  a 
qu'à  poser  1 :  3.1416 ::ab:adbe.  On  ob- 
tiendrait encore  le  résultat  désiré,  mais 
avec  moins  d'exactitude,  en  se  servant  du  rapport  7 :  22  qu'on 
doit  à  Archimède  (668)  ou  de  celui  de  Métius,  110  :  355  ; 
mais  on  ne  manquera  pas  d'observer  en  même  temps  que  le 
premier  rapport  est  celui  qui  exige  le  moins  de  travail,  puis- 
qu'un de  ses  termes  est  l'unité  ;  ce  qui,  dans  le  cas  actuel, 
exempte  la  division  et  réduit  l'opération  à  une  simple  mul- 
tiplication ;   car,    3.1416Xa  b  =  3.1416  X  a  b=a  dbe,  tandis- 

1 
que  l'emploi   des   autres    rapports   exige  qu'on   multiplie 
d'abord  par  22,  pour  diviser  ensuite  par  7  ou  qu'on  multi- 
plie d'abord  par  355  pour  diviser  ensuite  par  113. 

(687)  PROB.  On  conçoit  aussi  que  s'il  s'agit  de  trouver 
le  diamètre  a  b  d'un  cercle  dont  on  connaît  la  circonfé- 
rence ;  on  a  seulement  à  renverser  (93)  les  termes  du 
rapport  pour  avoir  3.1416  :l::abde:ab. 

(688)  PROB.  On  a  les  angles  d'un  triangle  quelconque 
pour  en  déduire  le  rapport  entre  les  côtés.  A  cet  effet, 
il  suflât  de  supposer  (17)  à  l'un  des  côtés  une  valeur  quel- 
conque, afin  d'en  obtenir  par  construction  la  valeur  corres- 
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pondante  des  autres  côtés,  et  de  là  le  rapport  entre  eux 
(525). 

(689)  PROB.  Trouver  le  rapport  entre  les  côtés  d'une 
figure  reotiligne  quelconque,  quand  on  ne  connaît  que 
les  angles  des  triangles  composants,  n'est  autre  chose 
que  répéter,  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  triangles,  ropération 
indiquée  au  dernier  par.  On  supposera  donc  à  l'un  quel- 
conque des  côtés  de  la  fig.  donnée,  une  longueur  arbitraire,  et 
sur  ce  côté,  comme  base,  on  construira  (551)  avec  les  angles 
donnés,  une  fig.  qui  lui  sera  équiangle  et  semblable,  et  dont 
les  côtés  seront  (548)  entre  eux  dans  le  rapport  voulu.  Mesu- 
rant ensuite  chacun  des  côtés  ainsi  obtenus,  au  moyen  d'une 
échelle  (571  Lem.  B*^)  de  parties  égales,  on  obtiendrait  une 
expression  numérique  pour  la  longueur  relative  de  chaque 
côté  de  la  fig.,  c-à-d.  pour  chacun  des  termes  du  rapport 
cherché. 

(690)  PROB.  Etant  donnés  la  surface  et  deux  côtés 
d'un  triangle  quelconque  ;  trouver  le  troisième  côté. 


r- 


c"  c 


'oient  AB,  CB  les  côtés  donnés  ; 
Ci;  ?s  imposons  (17)  que  ABC  soit  le 
tiisingle  voulu.  On  obtiendra  CD, 
hauteur  du  triangle,  en  divisant 
(349)  sa  surface  par  sa  demi-base. 
Dans  le  triangle  BDC,  on  aura 
alors  en  D  un  angle  droit,  et  deux  côtés  CD,  CB,  pour 
trouver  (321)  l'angle  ABC,  et  par  suite  (243)  le  côté  AC. 
Observons  que  le  triangle  ABC  répond  aussi  (286  et  320) 
au  problème,  CC  étant  parallèle  à  AB  et  l'angle  ABC 
supplément  de  ABC  ;  et  il  y  a  toujours  de  mêiae  deux  ré- 
ponses, si  ce  n'est  dans  le  cas  où  la  surface  divisée  par  l'un 
des  côtés  donne  une  longueur  égale  à  l'autre  côté.  Dans  ce 
dernier  cas,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  triangle  ABC" 
qui  réponde  au  prob.  et  que  ce  triangle  est  rectangle. 

(691)  PROB.  Dans  \m  rectangle  quelconque  AC,  on  a 
la  surface  et  la  diagonale  DB  pour  trouver  les  côtés. 
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t  entre  eux 


La  perpendiculuiro  AE  est  égale  (349) 
à  la  demi-surface  (270)  ADB  du  rectangle, 
divisée  par  la  demi-base  ou  diagonale  DB. 
On  a  vu  (283)  que  les  diagonales  d'un 
parallélogr.  se  bissectent  mutuellement; 
et  ces  diagonales  sont  évidemment  égales 
dans  le  rectangle  ;  donc  la  demi-diagonale  AF=DF  et  le 
triangle  DFA  est  isocèle.  Dans  le  triangle  rectangle  AEF, 
on  a  donc  AE,  AF  pour  trouver  (321)  l'angle  AFD,  et  par 
suite,  AD  et  AB. 

(692)  PROB.  Trouver  le  côté  d'un  carré  AC,  quand 
on  ne  connaît  que  la  difierenoe  DE  entre  le  côté  et  la 
diagonale. 

Puisque  DE=DB-BC,  on  a  BE=BC. 
Le  triangle  EBC  est  donc  isocèle; 
l'angle  EBC  étant  égal  à  la  moitié  d'un 
angle  droit,  et  chacun  des  angles  à  la 
base,  à  la  demi-somme  do  deux  angles 
droits  moins  l'angle  EBC.  Ayant  mené 
EF  parallèle  à  BC  et  par  conséquent  per- 
pendiculaire à  DC,  on  à  EF=DF=l/|DE'^  (310)  c-à-d.  égale 
au  côté  d'un  carré  dont  DE  serait  la  diagonale.  Dans  le 
triangle  rectangle  EFC,  on  a  donc  un  côté  EF  et  l'angle 
FEC  égal  à  son  alterne  ECB,  pour  trouver  FC.  Enfin 
DF4-FC=DC  le  côté  voulu. 

(693)  REM.  On  ne  doit  pas  s'attendre  à  trouver  dans  les 
démonstrations  et  explications,  ici  données,  des  indications 
complètes  de  tous  les  détails  de  la  méthode  à  suivre  dans 
chaque  cas,  soit  pour  obtenir  une  solution  numérique,  ou 
pour  résoudre  un  problème  par  construction.  Les  dimen- 
sions de  ce  traité  ne  le  permettent  pas;  et  d'ailleurs  il  est 
bon  que  l'étudiant  a',t  à  se  reposer  un  peu  sur  ses  propres 
ressources,  pour  s'habituer  de  bonne  heure  à  faire  lui-même, 
l'application  des  propositions  précédentes,  à  la  solution  des 
problèmes  qu'on  pourrait  lui  soumettre,  ou  de  ceux  qu'il 
pourrait  lui-même  imaginer. 


A 

B 

5c 

D  ï! 

U 

Mjt 


I 

i 
.■'1 


WJ" 


240 


OÉOMËTBIE. 


M'. 


^^V' 


.^'1 


WJ. 


A.    &        7/1              B 

d 

n 

*     i    :    : 
"■•"^""tsT")" 

1     !    !     : 

D 


C 


L'étudiant  fbra  bien  aussi  de  tenter  lui-même  la  solu- 
tion de  chacun  des  problèmes  ici  donnés  ;  s'aidniit,  au 
besoin,  soit  d'une  siuiplo  inspection  do  la  fig.  ou,  si  cola  no 
Buflit  pas,  do  la  lecture  d'une  partie  seuloniont  du  texte. 

(694)  PROB.  Etant  donnés  la  surfkce  d'un   rectangle 
quelconque   AC   et  le   rapport  m  :  n,  entre  ses  côtés  ; 
trouver  ces  côtés. 

Si  les  termes  du  rapport  contenaient 
des  fractions,  ou  les  réduirait  d'abord 
en  unités  égales  do  la  plus  petite  es- 
pèce, pour  faire  disparaître  les  déno- 
minateurs; c'est  ainsi  quolJ:3J  don- 
nerait }!}  :2h  ou  10  :  25,  et  f  à  1^  don- 

nerait  ?  à  5  ou  3 :  6.     Cela  posé,  il  y  aurait  à  faire  le  produit 

4       4 

mxn  des  termes  du  rapport  et  à  diviser  par  co  produit  la 
surface  donnée  S,  pour  avoir  la  surface  s  d'une  unité  du 
rapport.  Cette  dernière  est  un  carré  Ac,  à  cause  do  Ab=Ad 
et  pourrait  être  soit  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  unité 
de  la  surface  S  ;  mais,  dans  l'un  ou  l'autre  cas,  il  est  clair 
que  la  racine  carrée  du  nombre  d'unités  de  surface  contenues 
dans  s  donnerait  la  longueur  du  côté  du  carré  Ac  eu  unités 
linéaires  do  l'espèce  voulue  ;  et  ce  dernier  nombre  multi- 
plié respectivement  par  m  et  n  donnerait  AB  et  AD,  côtés 
du  rectangle. 

Tout  ce  que'on  vient  de  dire  se  résume  comme  suit,  savoir  : 
trouver  s=    S    ;  puis,  faire  AB=i/Jxw  et  AD=i/Jxw. 
mxn 

Observons  que  le  problème  pourrait  aussi  se  résoiirdre, 
par  la  méthode  du  par.  (681),  et  en  général  il  y  a  plus  d'une 
manière  de  résoudre  un  grand  nombre  de  problèmes  ;  comme 
on  a  pu  d'ailleurs  s'en  convaincre  dans  l'étude  de  ce  traité.  • 

(695)  PROB.  Soit  à  trouver  les  côtés  d'un  rectangle  BF 
dont  on  connaît  la  dlôérence  AD  entre  un  côté  BC  et 
la  diagonale  AC  et  le  rapport  m  àrif  entre  les  côtés. 
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Ayant  mon6  DE  parallMo  BC,  on  au  a 
lo  triangle  rectangle  AED  semblable  à 
ABC;  ce  qui  donnera  AE:DE::m:w. 
Avec  ce  rapport,  on  trouvera  facilement 
les  angles  en  A  et  D  et  par  suite,  les 
côtés  AE,  DE.  Maintenant  ayant  joint 
DB,  le  triangle  DCB  sera  isocèle,  à  cause  do  DC=BC  par 
hyp..  L'angle  ACB  est  égal  à  son  alterne  ADE  et  chacun 
des  angles  CDB,  CBD  à  la  base,  à  la  moitié  de  deux  angles 
droits  moins  DCB.  L'angle  EDB=  son  alterne  CBD.  On 
a  donc,  dans  le  triangle  rectangle  DEB,  un  côté  DB  et  les 
angles,  pour  trouver  EB  ;  et  EB+ AE=AB,  l'un  des  côtés 
requis. 

(696)  PROB.  Faire  un    parallélogramme  AH  égal  en 
surfkoe  et  en  périmètre  à  un  triangle  donné  ABC. 

Prolongez  AB  d'une  quantité  ô- 
galo  à  BC  et  bissectez  AD  en  E. 
Menez  BH  parallèle  à  AC,  et  avec 
A  comme  centre  et  un  rayon  égal 
à  AE  (demi-somme  des  côtés  AB, 
BC  du  triangle)  coupez  BH  en  G. 
Joignez  AG  et  par  le  point  F, 
milieu  de  AC,  menez  FH  parallèle      A.         ~B  Ô 

à  AG  ;  AGHF  est  le  parallélogramme  demandé.  En  effet, 
puisque  (270)  AG==FH  et  que  AG=  AD  =  AB+BC;  il  suit 

2  2 

que  AG+FH=AB+BC.  De  plus  AF=FC  par  constr.,  et 
AF=GH  (270)  ;  donc  AF+GH=AC  ;  donc  le  périmètre  du 
parallélogr.  est  égal  à  celui  du  triangle.  Quant  à  la  surface 
du  parallélogr.  il  est  clair  (289)  qu'elle  est  aussi  égale  à  celle 
du  triangle,  puisque  ils  sont  entre  mêmes  parallèles  et  que 
la  base  du  parallélogr.  est  moitié  de  celle  du  triangle. 

(697)  PROB.  Diviser  un  cercle  en  un  nombre  quelcon- 
que de  parties  égales  en  surface  et  en  périmètre. 
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Ayant  divisô  lo  diamètro  on 
autant  do  parties  égales  AH, 
BC,  etc.,  que  lo  corclo  doit  con- 
tenir do  parties  é(iuivalcntcH  ; 
on  n'a  qu'à  décriro  sur  AB,  AO, 
etc.jComme  diamètres,  les  domi- 
circonféronces  indiquées  par  la 
fig.  et  on  fi»iro  autant  du  côté 
opposé  du  diamètro  sur  EF, 

DF,  etc. 

Co  problème  no  pouvant  guère  so  prt'scutcr  dans  la 
pratique,  peut  se  considérer  comme  étant  purement  do 
fantaisie.  La  démonstration  en  est  donc  laissée  à  l'étudiant, 
auquel  il  suffira  do  rappeler  que  les  domi-cerdes  sont  (557) 
des  figures  semblables,  et  que,  comme  telles,  leurs  surlaccs 
et  périmètres  sont  sujets  aux  mômes  conditions  que  celles 
qui  régissent  toutes  autres  figs.  semblables  ;  c-à-d.,  que  leurs 
périmètres  sont  (559)  comme  (::)  leurs  diamètres,  et  (557) 
leurs  surfaces  comme  (  ::  )  les  carrés  de  ces  diamètres. 

(698)  PROB.  On  a  dans  un  parallélogramme  AC,  la 
surfkoe,  le  périmètre  et  la  différence  entre  la  base  AB 
et  la  perpendiculaire  DE,  pour  construire  la  figure. 

Il  faut  d'abord  trouver  (375  ou  377)    G     D  F     C 

un  rectangle  ABFG  qui  réponde  à  la 
surface  donnée  et  à  la  diflerence  entre 
la  base  et  la  perpendiculaire,  c-à-d. 
entre  la  base  et  le  côté  ;  après  quoi,  il 
ne  restera  plus  qu'à  trouver  le  degré  d'inclinaison  à  donner 
au  côté  AD,  pour  que  sa  longueur  ajoutée  à  la  base  AB 
soit  égale  au  demi  périmètre  donné.  Or,  dans  le  triaiigio 
rectangle  AED,  on  connaît  ED=AG,  côté  du  rectangle  GB, 
et  on  connaît  AD  égal  au  demi  périmètre  donné  moins 
AB  pour  trouver  l'angle  ou  l'inclinaison  voulue  DAB. 

(699)  PROB..  On  a,  dans  un  trapèze  quelconque  BD, 
deux  côtés  opposés  BC,  AD  et  trois  angles  B,  C  et  D  ou 
A)  pour  trouver  la  surface. 
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Ayant  ]»rolùng6  les  côtéa  inconnus  AB, 
DC  juMcpi'à  lour  roncontro  en  E  ;  on  a 
(luna  lo  triiinglo  supplénjcntairo  EBC,  un 
cûtô  lîC  et  les  aiipfleH  adjuconts  EBC, 
(8U[)pléinent  do  ABC),  KCH  (supplément 
do  DCB)  pour  trouver  (266)  la  Hurfoco. 
Dans  lo  triar.glo  EAD,  on  a  un  cot6  AD  A- 
et  loa  angles  adjacents  D  et  (255)  A,  pour 
trouver  la  surfaoe  ;  et  surf.  EAD —  surf. 
EBC=  surf.  BD. 

(700)  PROB.  On  demande  à  trouver  sur  ohaoune  de 
deux  lignes  indéfinies  AB,  CD,  inclinées  l'une  à  l'autre, 
nu  point  F,  E  également  éloigné  dir  point  O  où  ces 
lignes  se  rencontreraient  si  elles  étaient  suffisamment 
prolongées. 

Supposez  la  clioso  faite  ;  lo 
triangle  EOF  sera  isocèle  et 
donnera  E— F=  demi-supplé- 
ment do  O,  ([ue  l'on  obtiendra 
en  menant  CG  parallèle  à  AB. 
De  là,  donc,  un  moyen  do  résoudre  lo  problème. 

(701)  PROB.  S'il  s'agissait  de  blsseoter  l'espace  angulaire 
formé  par  deux  lignes  indéfinies  AB,  CD  inclinées  l'ime 
à  l'autre,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  mener  luie  ligne 
KH  (|ui,  étant  prolongée,  tomberait  au  point  0  de  ren- 
contre des  deux  lignes  don- 
nées ;  ayant  pris  sur  une  dos 
lignes  un  point  quelconque  E, 
et  mené  EF  telle  que  l'angle 
E=F=  suppl.  0;   il  ne  reste- 

2 
rait  plus   qu'a  faire  passer  par  le  point   milieu  G  de  la 
ligne  EF,  une  perpeudiculaire  KH  qui  résoudrait  (236)  le 
problème. 

(702)  PROB.   On  a  l'angle  BAC  formé  par  la  peipeo- 
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dioulaire  AB  et  la  tangente  AO  menées  d'un  point  A 
quelconque  sur  le  rayon  prolongé  AO  d'un  cercle,  et  la 
distance  AD  de  ce  point  au  cercle,  pour  trouver  le  rayon. 

Ayant  mené  OB'  au  poinl,  de  con- 
tact F  de  la  tangente  AC,  et  DE 
tangente  au  cercle  au  point  D  ;  le 
triangle  AFO  sera  (4G6)  rectangle 
en  F  et  on  aura  (608)  tangoiite  ED 
=  tangente  EF.  Maintenant  dan» 
le  triangle  rectangle  ADE,  on  a 
l'angle  A,  complément  de  l'angle 
donné  BAO,  et  le  côté  AD,  pour 
trouver  AE  et  ED,  et  puisque  EF 
==ED,  l'on  a  AF^AE-f-ED.  On  c  donc,  dans  le  triangle 
rectangle  AFO,  le  côté  AF  et  loa  ungloa  pour  trouver  OF, 
rayon  du  cercle. 

(708)  Soo.  L'étudiant  verra  comment,  en  pratique,  on 
forait  application  de  ce  problème  pour  trouver  le  rayon  de 
la  terre,  bî  on  connaissait  AD,  hauteur  d'une  montiigno 
élevée  et  l'angle  BAC  formé  pur  une  ligne  horizontale  AB 
et  une  autre  ligne  AC  tangente  à  la  surface,  le  tout  dans 
un  même  plan  (115). 

(704)  PROB.  Trouver  le  plus  grand  triangle  rectangle 
qu'on  puisse  fkire  sur  ime  base  donnée  AB. 

La  base  étant  donnée,  il  est  clair 
que  le  triangle  qui,  sur  cette  hase,  aura 
la  plus  grande  surface,  sera  celui  dont 
la  hauteur  sera  la  plus  grande  iiossi- 
ble  ;  or  le  triangle  doit  être  rectangle 
(444),  et  il  est  évident  que  la  hauteur  00  est  la  plus  grande 
poasiblo,  quand  le  sommet  G  est  ou  milieu  do  la  demi-cir- 
conférence, la  hauteur  étant,  dons  ce  eus,  moitié  do  la  hase. 

(705)  PROB.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  ABC,  le 
jilvLi  grand  rectangle  possiblij. 
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Soit  en  la  hauteur  du  triangle  ; 
il  n'y  a  qu'A  nionor  DE  par  le  point 
milieu  K  do  la  hauteur  et  i\  fairo 
DF,  EG  parallèlofl  il  Cil  ou  porpou- 
diculaires  à  AB,  pour  compléter  la 
fig.     Cette  construction  donne  DE 

ou  FG     \  Alî.       Lïitudiant  verra      A~1<'"^I l        ( \  B 

auHHi(|uele  triangle  oxt.  EGB=EQII,  DFA-  DFII,  DKG 
:=-I)I\lI  et  EKC=EIvII;  c-à-d.,  que  la  somme  des  parties 
extérieures  au  rectangle,  est  égale  j\  la  somme  des  parties 
composantes  du  rectangle,  ou  en  autres  mots,  que  la  surtaoo 
du  rectangle  ainsi  trouvé  est  moitié  de  celle  du  triangle 
donné. 

On  peut  encore  laisser  A  l'étudiant  le  soin  de  prouver 
l'exactitude  de  cette  solution;  lui  rappelant  seulement  qu'à 
périmètre  égal,  le  plus  grand  rectangle  est  (372)  celui  dont 
les  côtés,  ou  la  base  et  la  hauteur,  approchent  !o  plus  do 
l'égalité. 

(706)  PROB.  Mener  par  un  point  donné  P  une  ligne 
\\\i  qui  étant  prolongée  rencontrerait  deux  autres  lignes 
indéfinies  AB,  CD  au  point  0  de  leur  intersection. 

i'ar  le  point  donné 
P,  menez  la  droite  EB^ 
et  à  une  distance  quel- 
conque de  EF,  menez 
GH  ])arallèle  à  EF. 
Divisez  alors  (614)  G  H 

eu  Q,  de  manière  à  avoir  GQ  à  HQ  comme  EP  ù  FP.     Par 
le  points  P,  <\  menez  KL  qui  sera  la  ligne  demandée. 

Pour  prouve,  supposez  la  chose  faite  ;  vous  aurez  les  tri- 
angles semblables  OQG,  OPE  et  OQII,  OPF  qui  donneront 
GQ:KA'::OQ:OP  et  HQ  :  FP::  OQ:  OP;  d'oU  (75  Ax.) 
QQ:EP::11Q:FP. 

Si  le  point  donné  P  au  Hou  d'être  entre  les  lignes  AB,  CD 
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se  trouvait  en  dehors  de  l'espace  renfermé  par  ces  lignes  ; 
il  est  clair  qu'une  construction  analogue  résoudrait  le  pro- 
blème. 

(707)  PROB.  Dans  un  trapèze  (172)  rectangulaire 
ABDC,  étant  donnés  la  base  AB  et  les  perpendiculaires 
ou  côtés  parallèles  AC,  BD  ;  trouver  sur  la  base  la  posi- 
tion d'un  point  E  qui  soit  également  éloigné  des  som- 
mets ou  extrémités  0  et  D  des  côtés  parallèles. 

Puisque  EC  doit  être  égale 
à  ED  ;  si,  du  point  E,  comme 
centre,  avec  rayon  ED,  on  dé- 
crit une  circonférence  do  cercle  ; 
cette  circonférence  passera  par 
le  point  C.  Ayant  prolongé 
AC  jusqu'en  G,  vous  aurez 
AG=AC  (408)  et  CG=2AC. 

Menez  CF  parallèle  à  AB  ;  alors  

dans  le  triangle  rectangle  CED,  vous  avez  CF=AB  (271)  et 
DF=BD— AC,  pour  trouver  CD  et  l'angle  DGF.  Ajoutant 
à  l'ansçle  droit  FCG,  l'angle  FCD  que  vous  venez  de  trouver, 
vous  avez  dans  le  triangle  DCG,  deux  côtés  CG,  CD  et 
l'angle  inclus  DCG  pour  trouver  (243)  l'angle  G.  Mainte- 
nant (440)  l'angle  au  centre  CED  est  égal  au  double  de 
l'angle  G  à  la  circonférence,  appuyé  sur  le  même  arc  ;  donc, 
dans  le  triangle  isocèle  CED  vous  avez  la  base  CD  et  les 
angles  en  C  et  D,  chacun  égal  au  demi-supplément  de  E, 
pour  trouver  CE  ou  DE.  Enfin,  dans  l'un  ou  l'autre  des 
triangles  rectangles  EBD,  EAC,  vous  avez  l'hypoténuse  et 
un  côté  pour  trouver  EB  ou  EA. 

(708)  Autre  solutioi*  du  dernier  problème.  On  a, 
comme  auparavant,  CF  parallèle  et 
égale  à  AB,  et  DF=BD-AC  ;  d'où 
on  obtient  CD.  Par  le  point  milieu 
H  de  CD,  ayant  mené  HG  parallèle 
à  AC  ou  BD,  on  a  (325)  HG= 
AC+BD.     L'angle  GHE  est  (322) 
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égal  à  l'angle  DGF,  les  côtes  de  l'un  étant  perpendiculaires 
à  ceux  de  l'autre  ;  savoir:  HG  à  AB  on  CF  et  EH  à  CD 
(236).  Dans  le  triangle  rectangle  EGII,  ou  connaît  donc  un 
côté  GH  et  les  angles,  pour  trouver  EG  ;  c-à-d.  la  distance 
du  point  cherché  E  au  centre  G  de  la  base. 

(709)  PROB.  Etant  donnés  les  distances  AB,  AC,  BC 
entre  trois  points  A,  B,  C  situés  non  en  ligne  droite  et 
les  angles  AOC,  BOC  sous-tendus  en  un  quatrième  point 
O  par  les  lignes  AO,BO,  CO  menées  de  ce  point  aux  trois 
points  Tonnés  ;  trouver  la  position  du  quatrième  point. 

Dans  ce  problème,  il 
semble  d'abord  que  les 
données  soient  suffi- 
santes pour  obtenir  une  Aj 
solution,  et  en  effet, 
elles  le  sont;  mais  la 
difficulté  à  surmon- 
ter est  que  la  position 
relative  de  ces  données 
ne  fournit  pas  de  moyen  immédiat  de  faire  entrer  en  compte 
les  angles  en  O,  qui  sont  adjacents  à  aucune  des  lignes 
données.  Or,  on  a  vu  (443)  que  tous  les  angles  inscrits 
dans  ie  même  segment  de  cercle,  c-à-d.  appuyés  sur  le  même 
arc,  sont  égaux  ;  et  puisqu'il  en  est  ainsi,  on  est  porté  à 
croire  que  l'usage  du  cercle  fournira  un  moyen  d'arriver  au 
résultat  désiré.  En  oltet,  ayant  inscrit  (450)  les  trois  points 
A,  0,  B,  dans  une  circonférence,  et  prolongé  s'il  le  faut,  OC 
pour  rencontrer  la  circonférence  en  D  ;  on  mènera  AD,  BD 
qui  donneront  (443)  l'angle  ABD  égal  à  AOD  appuyé  sur 
le  même  arc  AD  et  BAD  égal  à  BOD  appuyé  sur  le  même 
arc  BD.  Les  angles  en  0  qui  étaient  opposés  à  AB  peuvent 
donc  maintenant  être  regardés  comme  adjacents  à  cette 
ligne  et  fournissent  le  moyen  de  trouver,  dans  le  triangle 
ADB,  le  côté  AD  ou  BD.  Dans  le  triangle  ABC,  on  con- 
naît les  trois  côtés,  pour  trouver  (222)  l'angle  A  qui,  étant 
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ajouté  à  BAD  ou  BAD  soustrait  de  cet  angle,  suivant  que  le 
point  C  tombe  en  dedans  ou  en  dehors  du  cercle,  donnera 
l'angle  CAD.  Alors  dans  le  triangle  CAD,  on  a  les  côtés  AC, 
AD  et  l'angle  inclus  CAD  pour  trouver  l'angle  ADC  ou  ADO. 
Enfin  dans  le  triangle  ADO,  ou  a  un  côté  AD  et  les  angles 
ADO,  AOD,  pour  trouver  AO,  et  par  suite  CO  et  BO. 

(710)  Sco.  Si  les  données  du  dernier  problème  étaient 
AC,  BC  et  l'angle  inclus  ACB,  il  n'y  aurait  qu'à  com- 
pléter (243)  le  triangle  ACB  pour  réduire  l'opération  à 
celle  qu'on  vient  d'indiquer.  Observons  aussi  que  si  le 
point  C  tombait  sur  la  circonférence,  le  problème  serait  in- 
déterminé, puisque  l'angle  ACB  serait  alors  supplément  de 
O  et  que  dans  ce  cas  toute  position  du  point  O  sur  la  cir- 
conférence donnerait  les  mêmes  angles  AOC,  BOC. 

C?!!)  PROB.  Quand  les  trois  points  du  dernier  pro- 
blème sont  situés  en  ligne  droite  et  qu'on  a  les  distances 
entre  ces  points. 

Inscrire  AOB  dans  un  cercle,  prolon- 
ger OC  jusqu'en  D  et  mener  AD,  BD. 
Alors  dans  le  triangle  ADB,  on  a  AB= 
AC+CB,  angle  ABD^^AOD  sur  le  même 
arc  et  angle  BAD=BOD  sur  même  arc, 
pour  trouver  AD  ou  BD.  Puis  dans  le 
triangle  ACD  ou  BCD,  on  a  deux  côtés  et 
l'angle  inclus  pour  trouver  l'angle  D,  ce  qui  d.  ns  le  triangle 
AOD,  nous  donne  AD  et  les  angles  en  0  et  D,  pour  trouver 
AO  et  par  suite  BO. 

(712)  PROB.  Etant  donnés  les  distances  AB,  BC,  AC 
entre  trois  points  situés  non  en  ligne  droite  (ou  ce  qui 
(243)  revient  au  même,  deux  distances  AB,  BC,  et 
l'angle  inclus  ABC)  et  les  angles  sous-tendus  en  deux 
autres  points  D  et  E  par  la  ligne  DE  menée  d'un  de  ces 
points  à  l'autre  et  celles  DA,  DB  et  EC,  EB  menées  de 
chacun  de  ces  points  respectivement  aux  points  en 
premier  Lieu  mentionnés;  trouver  la  position  de  ces 
deux  autres  points. 
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Dans  ce  prob.,  comme 
dans  celui  du  par.  (709) 
l'usage  du  cercle  nous 
permettra  de  rendre  ad- 
jacents aux  côtés,  des    m 
angles  qui,  dans  la  po- 
sition   qu'ils    occupent 
dans  l'énoncé,  ne  peu- 
vent se  prêter  directe-   jj 
ment  au  résultat  voulu. 
Ayant  donc  circonscrit 
(450)  dans  un  cercle  les 
trois  points  ABD  et  dans 

un  autre  cerle,  les  trois  A.  C. 

points  CBE  et  mené  des  points  d'intersection  F,  G,  les 
lignes  FA,  FB  et  GC,  GB  ;  on  voit  que  l'angle  FAB,  ad- 
jacent à  AB,  est  appuyé  sur  le  même  arc  que  l'angle  FDB 
qu'on  connaît,  et  qu'il  est  en  conséquence  égal  à  ce  dernier. 
De  même,  GCB  est  égal  à  GEB  appuyé  sur  le  même  arc  GB  ; 
de  plus,  angle  BGC=BEC  et  BFA=BDA.  On  a  donc  dans 
le  triangle  BCG  un  côté  et  les  angles  pour  trouver  (5266)  GB 
et  dans  le  triangle  BAF,  un  côté  et  les  angles  pour  trouver 
FB.  Dans  le  triangle  FBG,  on  a  maintenant  les  côtés  FB, 
GB  et  l'angle  inclus  FBG=ABC— ABF+CBG,  quand  FG 
tombe  en  dehors  des  cercles,  et  FBG=ABC-f  ABF-I- CB9-- 
4  angles  droits,  quand  FG  tombe  en  dedans,  pour  trouver 
(243)  les  angles  en  F,  G.  Cela  posé,  on  a  dans  le  triangle 
FBD,  le  côté  FB,  l'angle  donné  FDB  et  l'angle  DFB=  sup. 
GFB,  pour  trouver  DB.  Dan  s  ABD  on  a  deux  côtés  AB,  DB 
et  l'angle  D  opposé  à  l'un  d'eux,  pour  trouver  (321)  DA. 
Une  opération  analogue  du  côté  opposé  donnera  EB,  EO. 
Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  qu'on  établira  enfin  le 
point  E  à  l'intersection  des  arcs  décrits  sur  la  base  BC,  avec 
les  rayons  EB,  EC,  et  les  distances  DB,  AD  serviront  de 
même  à  poser  le  point  D. 
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(713)  Soo.  Si  les  deux  cercles  intersectaient  la  ligne  DE 
en  un  même  point  O,  '  jg^ 

ou  en  autres  mots,  si  la 
Bomme  des  angles  ADE, 
CED  était  égale  à  la  dif- 
férence entre  l'angle 
donné  ABC  et  4  angles 
droits,  le  problème  serait 
dans  ce  cas  indéterminé  ; 
car  toute  autre  position  D',  E'  des  points  D,  E  donnerait  les 
mêmes  angles. 

(714)  Rem.  Ces  sortes  de  problèmes,  dans  la  solution 
desquels  le  cercle  joue  un  rôle  si  important,  se  présentent 
fréquemment  dans  le  relevé  des  plans  des  côtes  maritimes 
et  des  récifs,  bancs  de  sable,  îlots  et  autres  objets  de  cette 
espèce. 

(715)  PROB.  lies  données  sont  AB,  BC,  CD,  avec  les 
angles  ABC,  DCB  et  il  s'agit  d'établir  la  position  des 
points  E,  F  à  l'aide  des  angles  AEF,  AEB  et  DFE,  DFC. 

Inscrivez  dans  un 
cercle  les  points 
ABE;  c-à-d.  sur 
la  base  AB  décri- 
vez (450)  un  cercle 
capable  de  l'angle 
AEB.  Répétez 
l'opération  pour  l'angle  DFC  ;  prolongez  EF  pour  rencon- 
trer les  cercles  en  G,  H  et  menez  les  autres  lignes  indiquées 
dans  la  fig.  Vous  avez  dans  le  triangle  AGB,  angle  AGB= 
AEB,  angle  ABG=AEG=  sup.  AEF,  pour  trouver  GB. 
Puis,  dans  GBC  vous  avez  GB,  BC  et  l'angle  inclus  GBC= 
ABC— ABG,  pour  trouver  GC  et  L«  angles.  Procédez, 
dans  l'autre  cercle,  à  trouver  HC  et  vous  aurez  alors  dans 
GCH  les  côtés  GC,  HC  et  l'angle  inclus  GCH=BCD-BCG 
— DCH  ou  DFH  pour  trouver  GH  et  les  angies  en  G  et  H. 
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Dans  GEB,  vous  uvez  maintenant  GB,  angle  GEB=AEB+ 
AEG,  angle  BGE=BGC+CGH,  pour  trouver  EB,  EG. 
D'une  manière  analogue,  dans  HFO,  trouvez  FC,  FH  :  alors 
EF=GH-EG+FH;  etc. 

(716)  Sco.  Pour  obtenir  par  construction  graphique  la 
position  des  points  E,  F  ;  ayant  posé  AB,  BC,  CD  dans  les 
conditons  voulues,  faites  l'angle  ABG=AEG=  sup.  AEF  et 
DCH=DFH=sup.  DFE.  Sur  AB  et  CD  respectivement,  dé- 
crivez les  cercles  contenant  les  angles  AEB,  DFC.  Ces 
cercles  couperont  BG,  CH  en  G,  H,  par  lesquels  menant  la 
droite  GH,  cette  dernière  établira  la  position  des  points 
E,  F  à  l'endroit  de  ses  intersections. 

(717)  PROB.  Quatre  points  A,  B,  C,  D,  sont  situés  en 
ligne  droite.  On  connaît  la  distance  AB  du  premier  au 
second  et  celle  CD  du  troisième  au  quatrième  ;  on  a  de 
plus  les  trois  angles  i!.OB,  BOO,  COD  sous-tendus  en  un 
cinquième  point  O  par  les  lignes  menées  de  ce  point 
aux  quatre  autres  points  ;  on  demande  de  fixer  à  l'aide 
de  ces  données  la  position  du  cinquième  point  et  à  trou- 
ver la  distance  BC  du  second  au  troisième. 

Le  cercle  pa- 
rait encore  devoir 
être  ici  de  quelque 
utilité.  SurAB 
je  décris  (450) 
un  cercle  capa- 
ble de  l'angle 
AOB,  et  sur  CD 
un  cercle  conte- 
nant l'angle  COD. 
Je  prolonge  DO  et  AO  jusqu'en  G  et  H  et  je  joins  AG,  DH. 
Les  angles  opposés  AOG,  DOH  sont  égaux  entre  eux  et 
chacun  au  supplément  de  AOD,  somme  des  trois  angles 
donnés.  Dans  le  quadrilatère  ABOG,  l'angle  A  est  (446) 
supplément  de  BOG  ;  de  même  dans  le  quadrilatère  CDHO, 
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D  est  supplément  de  COH.  Maintenant  dans  le  polygone 
ADHOG  je  connais  les  angles  en  A,  D  et  O  et  par  suite 
(206)  la  somme  des  angles  en  G  et  H.  Or  la  somme  des 
angles  G,  H  à  la  circonférence  me  donne  la  demi-somme 
des  angles  au  centre  AFO,  DEO  appuyés  sur  mêmes  arcs 
ABO,  DCO.  Dans  les  triangles  isocèles  AFO,  DEO,  je  con- 
nais donc  la  somme  des  angles  F,  E  au  sommet  pour  trou- 
ver celle  des  angles  m,  m,  n,  n  à  la  base.  Mais  m-{-n  vaut 
la  demi-somme  de  2m+2n  et  si  à  la  somme  AOD  des  trois 


angles  donnés,  j'ajoute  w+w,  j'obtiens  l'angle  FOE  compris 
par  les  rayons  OF,  OE  des  deux  cercles.  J'ai  donc  dans  le 
triangle  FOE  deux  côtés  OF,  OE  et  l'angle  inclus  pour 
trouver  FE  et  l'angle  OFE.  Ayant  mené  FK,  EL,  respecti- 
vement perpendiculaires  à  AB,CD  et  NE  parallèle  à  AD  ;  je 
connais  dans  le  triangle  rectangle  FNE  l'hypoténuse  FE 
et  un  côté  FîT=FK— EL,  pour  trouver  NE  et  l'angle 
NFE.  Enfin,  dans  le  triangle  isocèle  AFO,  je  connais 
les  côtés  AF,  OF  (rayons  du  cercle)  et  l'angle  inclus 
AFO=OFE+JS[FE-|-AFK  ou  JAFB  pour  trouver  AO  et 
par  suite  BO,  00  ou  DO  deux  desquelles  suffiront  pour 
fixer  la  position  du  point  O.  Il  est  clair  aussi  que  BC=KL 
(ou  271  NE)-KB-OL,  c-à-d.  (408)  BC=KL-AB+CD. 

2 
(718)  PROB.  On  a  le  périmètre  d'un  triangle  ABO  et 

le  rapport  mknàr  entre  les  côtés  ;   trouver  les  côtés. 

Faire  w-Hn+r  :  w  :  :  pér.  :  AB  ; 
r/t+wHrr:n::  pér.  :B0,  et  AC= 
pér.-lH+BÔ. 


(719)  PROB.  Si  on  avait  les  angles  et  le  périmètre 
d'un  triangle  pour  en  trouver  les  côtés  ;  on  obtiendrait 
de  la  manière  indiquée  au  par.  (688)  le  rapport  entre  les 
côtés,  pour  procéder  ensuite  comme  dans  le  dernier  par. 
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(720)  PROB.  Etant  donné  le  rapport  m:n:r  entre  les 
trois  angles  d'un  triangle  ABC  :  trouver  les  angles. 

On  se  rappellera  ce  qui  a  déjà    j^.-^;-^: tsttA. 

été  dit  (24  et  PROP.  XXXIV) 

au  sujet  de  l'unité  de  mesure 
d'un  angle  ou  d'un  arc,  et  on 
verra  que  par  des  bissections 
successives  (416)  de  la  circonfé- 
rence ou  d'une  partie  aliquote  quelconque  de  la  circonfé- 
rence, il  sera  facile  d'arriver  à  une  unité  de  mesure  angulaire 
DGF,  si  petite  qu'elle  soit,  qui  permette  d'exprimer  avec 
toute  l'exactitude  désirable  le  rapport  entre  deux  ou  plu- 
sieurs angles  duinés. 

Soit  EGD  un  demi  cercle  divisé  comme  susdit,  et  pouvant 
servir  en  conséquence  d'échelle  applicable  à  la  mesure  et 
comparaison  des  espaces  angulaires  ;  ayant  disposé  cette 
échelle  de  manière  que  le  centre  G  corresponde  à  l'un  G  des 
sommets  du  triangle  donné,  et  que  le  diamètre  ED  soit  pa- 
rallèle au  côté  opposé  AB  du  triangle;  il  est  clair  qu'on  aura 
l'angle  DGB  égal  à  son  alterne  B  et  EGA  égal  à  son  alterne 
A,  et  que  les  nombres  respectifs  d'unités  angulaires  DGF 
contenus  dans  chacun  des  angles  indiqueront  de  suite  le 
rapport  entre  eux.  Delà,  donc,  pour  construire  le  triangle 
ou  trouver  les  angles,  quand  on  en  a  le  rapport,  il  n'y  a 
qu'à  diviser  le  nombre  total  d'unités  contenues  dans  l'échelle 
dans  le  rapport  voulu  et  à  mener  par  les  points  de  division 
HK  les  lignes  GB,  GA  qui  compléteront  la  construction.  En 
menant,  à  une  distance  arbitraire  de  ED  une  ligne  AB  pa- 
rallèle à  ED,  on  aurait  un  triangle  AGB  équiangle  au  trian- 
gle voulu. 

(721)  PROB.  Dans  un  triangle,  soit  à  trouver  les  côtés 
lorsqu'on  connaît  la  surface,  un.  angle  et  le  rapport  entre 
la  base  et  la  hauteur,  ou  la  somme  de  la  base  et  hauteur, 
ou  encore  leur  diâérence. 

Il  est  clair  que  dans  les  trois  cas,  on  n'a  qu'à  doubler  la 
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surface,  pour  procéder  ensuite  comme  il  est  indiqué  aux 
pars.  (694),  (373),  (375)  et  (698),  c-î\-d.  comme  s'il  s'agissait 
d'un  rectangle  ou  d'uu  parallélogramme. 

(722)  Sco.  La  surfkce  jointe  à  la  somn  et  au  rectan- 
gle (340)  de  deux  côtés  d'un  triangle,  ou  d'un  parallélo- 
gramme, fourniront  encore  le  moyen  d'établir  les  côtés 
et  angles  de  ces  figures,  et  l'on  pourrait  encore  varier  do 
bien  des  manières  les  données  ;  mais  les  connaissances  déjA 
acquises  à  l'étudiant  lui  suffiront  pour  tous  les  cas  qui 
peuvent  se  présenter. 

(723)  PROB.  Etant  donnés,  dans  un  triangle  ABC,  la 
surfkce,  la  somme  AB+BC  de  deux  côtés  et  l'angle 
inclus  B  ;   trouver  les  côtés. 

Pour  résoudre  ce  prob.  par  la  mé- 
thode du  par.  (373)  il  nous  faudrait 
avoir  au  lieu  de  l'angle  B,  le  rec- 
tangle AB  .  BC  des  côtés  cherchés. 
Or,  le  par.  (547)  fournira  le  moyen 
d'arriver  à  ce  résultat.     Soit  EDF 
un  triangle  de  surface  égale  à  ABO 
et  ayant  angle  D=B.    Pour  simpli- 
fier, supposons  que  ED=FD,  ce  qui  donnera  les  angles  E,  F 
chacun  égal   au  demi-supplément  de  D,  pour  trouver  en- 
suite (674)  ED  ou  FD.      Cela  fait,  on  a  (547)  AB  :  ED  :: 
DF  :  BC,  d'où  (86  ou  573)  AB.BO=ED.DF.    On  a  donc 
maintenant  AB-f  BC  et  AB.BC  pour  trouver  (373)  la  demi- 

difîërence  entre  les  c5té3=AB—BC=T//AB+BC\^— AB.BC. 

(724)  PROB.  Etant  données,  dans  un  triangle  quel- 
conque ABC,  la  surface,  la  base  AB  et  la  somme  AC+ 
BC  des  autres  côtés,  pour  construire  le  triangle. 
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On  a  (349)  CD-=  surf. 

-^  AB,  et  par  le  point  C 

2 
ayant  mené  EP  paral- 
lèle à  AB,  il  est  clair 
que  le  sommet  C.du  tri- 
angle se  trouvera  sur 
cette  ligne. 


Supposons  le  problème  résolu,  afin  d'obtenir  par  analyse 
ou  décomposition  les  éléments  nécessaires  à  sa  solution. 
Du  point  B,  comme  centre,  avec  un  rayon  BTI==BG  égal  à 
la  somme  des  côtés  AC,  BC,  décrivons  un  arc  HGK.  Du 
point  C  comme  centre  avec  AC  pour  rayon,  décrivons  un 
autre  arc  AQF.  On  voit  que  l'arc  AGF  touche  nécessaire- 
ment l'arc  HGK  au  point  G  puisque  CG  forme  partie  de 
BG.  Il  est  donc  apparent  que  le  point  C,  sommet  du  tri- 
angle, se  trouvera  à  cet  endroit  de  la  parallèle  EC  où  cette 
ligne  sera  intersectée  par  celle  menée  du  point  B  de  la  base 
au  point  de  contact  G  des  deux  cercles.  C'est  donc  à  trou- 
ver le  point  de  contact  G  que  consistera  toute  la  difficulté 
de  la  solution.  Puisque  CG=CA  il  est  clair  que  l'arc  AGP 
passera  par  le  point  A  ;  mais  deux  points  A  et  G  ne  suffi- 
sent pas  pour  déterminer  le  trajet  ou  le  rayon  d'un  arc;  il 
en  faut  au  moins  trois;  à  cet  effet  menez  AF=2AE,  et 
puisque  EF=AE,  il  suit  (408)  que  AF  est  une  corde  du 
cercle  AGF  et  que  F  est  un  troisième  point  par  lequel  doit 
passer  le  cercle  décrit  du  centre  C.  Le  problème  est  donc 
maintenant  réduit  à  celui  de  : 

(725)  PROB.  Décrire  un  cercle  AFG  qui  soit  tangent  à  un 
cercle  donné  HGK  et  qui  passe  par  deux  points  donnés. 

L'étudiant  mènera  les  lignes  OA,OQ  qui  manquent  dans 
la  figure. 
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Supposons  lo  pro- 
blème résolu.  Alors 
HKG  étant  le  cercle 
donné,  et  AFG  le 
cercle  requis,  G  sera 
(475)  le  point  de  con- 
tact. Il  n'y  a  de 
commun  h  ces  deux 
cercles  que   la  tan-  P 

gente  PG  (469)  dont  la  longueur^/PF.PA  (505). 


Il  est 


clair  que  si  on  connaissait  PF,  on  obtiendrait  de  suite  PG 
en  faisant  PF  :  PG  ::  PG  :  PA  (ou  PF— AF)  et  il  serait  facile 
de  trouver  PF  à  l'aide  du  cercle  AFG  ;  cependant  ne  con- 
naissant pas  encore  le  cercle  AFG  on  est  porté  à  croire  que 
tout  autre  cercle  passant  par  les  points  donnés  AF  et  d'un 
rayon  assez  grand  pour  intersecter  le  cercle  donné  pourra 
nous  tirer  d'embarras,  puisque  PF  sera  pour  ce  nouveau 
cercle  une  sécante,  comme  elle  l'était  pour  le  premier  ;  et  en 
effet,  ayant,  avec  un  rayon  arbitraire  AD  décrit  le  cercle 
auxiliaire  RFQ,  la  sécante  menée  par  les  points  QR  et  indé- 
finiment prolongée,  tombera  en  P  point  d'intersection  de  la 
tangente  PG  et  de  la  sécante  PF  ;  puisque  PG  est  commune 
au  cercle  donné,  au  cercle  cherché  et  au  cercle  auxiliaire, 
les  rectangles  PF.PA,  PQ.PR  étant  (503)  égaux  l'un  à 
l'autre  et  (504)  au  carré  de  la  tangente.  Donc,  si  au  moyen 
du  cercle  auxiliaire,  on  peut  trouver  PF  ou  PQ,  on  aura  aussi 
PG.  A  cet  effet  ayant  joint  FQ  et  mené  les  autres  lignes 
indiquées  dans  la  figure,  les  données  sont  AO  distance  du 
centre  du  cercle  donné  à  l'un  A  des  deux  points  donnés, 
AF  distance  entre  ces  points  et  l'angle  inclus  OAF  pour 
trouver  le  reste. 

Dans  le  triangle  isocèle  ADF,  on  a  la  base  AF  et  les 
côtés,  rayons  du  cercle  auxiliaire,  pour  trouver  (232)  les 
angles  ;  dans  AOD,  on  a  AO,  AD  et  l'angle  inclus  OAD= 
VAF— DAF  pour  trouver  OD  et  l'angle  ODA  ;  dans  ODQ,  on 
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il  OD  (îistniico  ontro  les  contres  dos  doux  cercles  et  les  rayons 
OQ,  l)(i,  pour  trouver  l'anglo  ODQ  ;  dans  lo  triangle  rectan- 
glo  (495)  DVQ  on  a  DQ  et  l'anglo  VI)Q  pour  trouver  VQD  ; 
dans  lo  triangle  isocèlo  QDP,  on  a  les  côtés  QD,  FD  et  l'an- 
glo inclus  QDF-=:  4  angles  droits  moins  FDA+DDA+ODQ, 
pour  trouver  FQ  et  les  anglob  A  la  base  ;  enfin,  dans  le  tri- 
angle PQF,  ou  a  FQ,  angle  F=^DFQ-f-DFA  et  angle  Q=- 
DQF+DQP,  pour  trouver  PQ  ou  PF. 

La  oonstruotion  so  réduira  à  prendre  sur  la  perpendicu- 
laire ED  élevée  au  centre  E  de  la  corde  AF,  un  point  quel- 
conque D  d'où  l'on  puisse  décrire  un  cercle  capable  d'inter- 
secter  lo  cercle  donné.  Par  les  points  d'intersection  Q,  R 
on  mènera  ensuite  la  sécanto  PQ  qui  déterminera,  à  l'endroit 
de  son  intersection  P  avec  la  sécanto  PF,  le  point  par  lequel 
il  faudra  mener  au  cercle  donné  la  tangente  PG.  Cette 
dernière  fixera  à  l'endroit  Q  de  son  contact,  le  point  par 
lequel  on  fera  passer  la  ligne  OG  qui  étant  prolongée  cou- 
pera la  perpendiculaire  ED  en  C,  centre  du  cercle  cherché. 

(726)  Sco.  On  a  supposé  dans  le  dernier  problème  le 
contact  extérieur  des  deux  cercles  ;  mais  dans  l'applica- 
tion de  ce  prob.  à  la  solution  de  celui  du  par.  (724)  les 
cercles  se  touchent  intérieurement  ;  ce  qui  modifiera 
quelque  peu  le  raisonnement  à  suivre  pour  arriver  au  ré- 
sultat voulu. 

Eu  eilet,  ABC  étant 
le  triangle  voulu,  BG 
=BH  le  rayon  du  cer- 
cle donné  égal  à  la 
somme  AC+BC  des 
côtés  inconnus,  HGG' 
le  cercle  décrit  avec  ce 
rayon  et  du  point  B 
comme  centre,  AE  la 
hauteur  du  triangle  = 
8urf.-^iAB,AF-=2AE 
la  distance    entre  les 
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points  A,  F  de  trajet  du  cercle  cherché,  G  le  point  de  con- 
tact voulu,  E  le  centre  du  cercle  auxiliaire  ADF  ;  on  a  dans 
le  triangle  rectangle  EAB  la  base  et  hauteur,  pour  trouver 
BE  et  l'angle  AEB  ;  dans  EBQ,  on  a  EB,  EQ=AE  et  BQ=: 
BG,  pour  trouver  l'angle  BEQ;  dans  le  triangle  isocèle 
AEQ  on  a  les  côtés  et  l'angle  inclus  AEQ=BEQ— AEB,  pour 
trouver  la  base  AQ  et  les  angles  à  la  base  ;  dans  le  triangle 
rectangle  EVQ,  on  a  EQ  et  l'angle  VEQ=2  angles  droits 
—BEQ,  pour  trouver  l'angle  EQ^  ;  enfin  dans  le  triangle 
PQA,  on  a  la  base  AQ  et  les  angles  à  la  base  A  et  Q=EQA 
-j-EQP  pour  trouver  AP,  et  par  suite  la  tangente  PG. 

(727)  PROB.  Dans  iin  triangle  .BC  les  données  sont 
AC  la  base,  la  surfkce  et  l'angle  vertical  B  ;  former  le 
triangle. 

Puisque  l'angle  B  est  invariable  et 
qu'il  est  appuyé  sur  une  base  donnée, 
l'idée  nous  vient  d'un  angle  à  la  circon- 
férence appuyé  sur  un  arc  donné  ;  car 
tous-  les  angles  à  la  circonférence 
et  appuyés  sur  même  arc  sont  égaux. 
H  est  donc  évident  que  si  on  décrit  (450) 
sur  la  base  AC  un  cercle  capable  de  l'angle  B,  le  lieu  de 
cet  angle  sera  sur  la  circonférence  ;  mais  il  y  a  une  antre 
condition  à  remplir,  c'est  que  la  hauteur  du  triangle  soit  telle 
qu'étant  multipliée  par  la  base,  leur  dorai-produit  soit  égal 
à  la  surface  donnée  ;  pour  cela  on  n'a  qu'à  mener  la  paral- 
lèle BE  à  une  distance  de  la  base  AC  égale  au  quotient  de  la 
superficie  divisée  par  la  demi-base  ;  cette  parallèle  intersec- 
tera  le  cercle  en  deux  points  B  et  E  chacun  desquels  répou- 
dra au  sommet  voulu  du  triangle. 

Il  est  clair  que  si  au  lieu  do  la  surface,  la  perpendiculaire 
BF  était  donnée,  on  résoudrait  tout  de  même  le  problème. 

(728)  PROB.  On  a  dans  un  triangle  ahc  les  trois  angles 
et  les  trois  distances  ad^  bd,  cd  de  ces  angles  à  un  point 
intérieur  (/,  pour  trouver  les  oôtés. 
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Supposons  ii  ac  une  longueur 
quelconque  AC,  et  nur  AC 
faisons  un  triangle  A13C  sem- 
blable au  triangle  donné. 
Divisons  (514)  AC  en  E  et 
AB  en  F  dans  le  rapport  de 

ad  :  cd  et  de  ad  k  bd;  faisons      A  E  C        K 

maintenant  (608)  AE— EC  :  EC  ::  AE:  EK  et  AF-FB:FB 
::AF:FG;  ce  qui  nous  donnera  les  rayons  EK,  FG  de 
deux  cercles  tels  que  les  côtés  AD,  CD  et  AD,  BD,  des  tri- 
angles ADC,  ADB  seront  entre  eux  dans  les  rapports  res- 
pectifs de  AE  :  EC  et  de  AF  à  FB,  c-à-d.,  dans  le  rapport 
de  ad  à  cd  et  de  o^  à  bd.  Les  triangles  ADC,  ADB  seront 
alors  (522)  respectivement  semblables  à  a  de  et  à  adb  et  on 
n'aura  plus  qu'à  faire  AD  :acZ::  AC  :ac::AB:ab. 

Autre  solution.  Soit  ABC  le 
triangle  voulu  ;  avec  AO,  BO, 
CO  comme  rayons  et  des  points 
A,  B,  C  comme  centres,  décri- 
vez des  cercles  ;  joignez  leurs 
points  d'interoection  et  menez 
les  rayons  AD,  CD,  etc.  L'an- 
gle EAB=OAB  (495,  407  et 
399)  et  DAC=OAC;  d'où  EAD=2BAC;  on  a  donc  dans 
le  triangle  isocèle  EAD  les  côiés  et  l'angle  inclus  EAD 
pour  trouver  ED  et  les  angles  à  la  base.  On  trouvera  de 
même  DF,  EF,  et  par  suite  les  angles  E,  D,  F  du  triangle 
EDF.  On  aura  alors  dans  ADC  les  côtés  AD,  CD  et  Pan- 
gle  inclus  D  égal  à  la  somme  des  angles  ADE,  EDF,  CDF 
pour  trouver  AC.  On  trouvera  de  même  AB  et  BC  dans 
les  triangles  AEB,  CFB. 

D'où  il  suit  que  pour  opérer  une  construction  du  triangle 
ABC,  il  faut  trouver  séparément  les  côtés  ED,  EF,  DF  d'un 
triangle  auxiliaire  EDF,  en  faisant  chacun  de  ces  côtés  res- 
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pectivement  égal  à  la  base  d'un  triangle  isocèle  dont  les 
côtés  soient  égaux  aux  distances  données  et  l'angle  inclus 
au  double  de  l'angle  correspondant  du  triangle.  Avec  ces 
trois  bases  ainsi  trouvées,  on  construira  DEF,  sur  les  côtés 
duquel  on  formera  les  triangles  EAD,  EBF,  DGF  dont  on 
joindra  les  trois  sommets  A,  B,  G  pour  avoir  le  triangle 
demandé  ABC. 

(729)  PROB.  Déterminer  un  triangle  ABC  dont  on  n'a 
que  la  base  AB,  l'angle  vertical  C  et  la  bissectrice  CP 
de  l'angle  vertical. 

Pour  fixer  le  lieu  du  sommet  G,  dé- 
crivez (450)  sur  ABun  cercle  capable 
de  l'angle  donné  ;  la  bissectrice  GP 
sera  en  même  temps  celle  de  l'arc 
ADB  ;  donc  ADB  est  isocèle  et  l'an- 
gle ABD  a  la  base  =AGD=iACB 
pour  trouver  DG.  La  perpendiculaire 
DG  prolongée  est  un  diamètre  du 
du  cercle  et  est  en  conséquence  connu  ;  l'angle  ECD 
appuyé  sur  le  diamètre  est  droit  ;  le  quadrilatère  GEGF 
peut  (446)  être  inscrit  dans  un  cercle,  l'angle  en  G 
étant  droit  ;  d'ot^  (575)  CD.DF=ED.DG.  Maintenant,  H 
étant  le  point  milieu  de  CF,  on  a  (378)  HD=l/CD.DF+FH^ 
et  DF=DH— FH.  Dans  le  triangle  rectangle  FGD  on  a 
donc  FD  et  GD  pour  trouver  l'angle  FDG,  c-à-d.  l'angle 
CDE  dont  le  côté  CD  fixera  sur  la  circonférence  la  position 
du  point  0. 

(730)  PROB.  Dans  un  triangle  ABC,  on  a  les  segments 
AD,  DB  de  la  base  et  la  somme  AC+CB  des  deux 
autres  côtés,  pour  trouver  ces  côtés. 
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On  a  (614)  AC+CBxAC-CB 


Ai)+Dli  X  AD-DB  ;  d'où  (88)  AC+BC 

ÂC^CB;    donc 
Alors 


:AD+DB::AD 
AC 


-BD 


CB= AD+I>B  X  AD— DB. 
AO+CB 


AC=  (367)  AO+CB  +  AO-OB  et  OB=ÂÔTCB-AC. 

2  2 

(731)  PROB.  On  a  la  surfkce  et  les  côtés  AB,  BC  d'un 
triangle  isocèle  ABC,  pour  trouver  la  base  A  0. 

Supposons  sur  AC  un  cercle  ayant 
pour  rayon  AB  ;  ayant  prolongé  CB 
jusqu'en  D,  joint  AD  et  mené  EB  pa- 
rallèle à  AC,  on  voit  que  la  surface 
du  triangle  rectangle  DAC=2ABC; 
d'où  on  obtient  la  perpendiculaire 
AG=4ABC^DC.  On  a  alors  dans 
le  triangle  rectangle  AGB  les  côtés  AG,  AB  pour  trouver 
l'angle  ABG  supplément  de  ABC. 

Il  est  clair  aussi  que  ABD  est  un  autre  triangle  isocèle  qui 
répond  au  problème  et  les  deux  triangles  sont  tels  que 
l'angle  inclus  de  l'un  est  supplément  de  l'angle  inclus  de 
l'autre. 

(732)  PROB.  On  a  la  surfkce  d'un  triangle  rectangle 
ABC  et  la  somme  AB+AC  de  ses  côtés,  pour  trouver 
l'hypoténuse. 

La  figure  est  un  demi  rectangle  (281) 
ce  qui  doLne  AB.AC=2ABC  et  (374) 


/AB+AC\^  =AB.  AC+  /AB 
AB-AC\^=/AB4-AC^" 


-AC\^;or 


( 


2 


2 — ; 

AB.AC,  et 


AB-AC  =  l//AB-{-ACY'*-AB.AC. 
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(733)  PROB.  Dans  un  triangle  ABC,  étant  données  les 
trois  bissectrices  BD,  AE,  CF  des  côtés  opposés,  trouver 
les  côtés. 

L'étudiant  prouvera  d'abord  que  les  trois  bissectrices  s'in- 
tersecteut  en  un  même  point  L. 

Soient  EH,  DG  parallèles  à  CF  ; 
on  voit  que  BH  :  HF  ::  BE  :  EC  ;  d'où 
BH=HF  ;  pour  la  même  raison  AG 
=GF=-HB=HF=iAB;  donc  BK= 
KL=LD=|^BD.  On  prouverait  de 
même  que  AL=|AE  et  CL=|FC  ;     A  D  C 

on  a  donc  dans  le  triangle  ALC  deux  côtés  AL,  CL  et  la 
bissectrice  LD  du  côté  AC  pour  trouver  AC  ;  or  on  a  vu 
(393)  que  AL''^+CL^=2AD^+2LD'^,  ou  2 AD'^==ALHC L2- 
2LD'^  et  AC=2AD--=  2i/ÂD^.  BC,  BA  se  trouveront  d'une 
manière  analogue. 

(734)  PROB.  Ayant  la  difFârence  AD  entre  les  côtés 
d'un  triangle  ABC,  sa  base  AB  et  la  différence  entre  les 
angles  à  la  base  ;  construire  le  triangle. 

Faites  CD=CB,  joignez  BD  et  menez 
DL  parallèle  à  AB  ;  alors  DBA=  la 
demi-différence  des  angles  à  la  base  ; 
car  CDL=-CAB=CDB-LDB  et  CBA 
=CBD+DBA.   On  a  donc,  dans  ADB      ^  ^ 

les  côtés  AB,  AD  et  l'angle  DBA  pour  trouver  BD  et  l'an- 
gle D  ;  dans  BCD  (isocèle)  on  a  DB,  CDB=  sup.  ADB,  etc. 

(735)  PROB.  Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  on  a 
un  côté  A  C  et  la  différence  entre  l'hypoténuse  AB  et  la 
Bcmme  AB+CB  des  autres  côtés,  pour  trouver  le  reste. 

Soit  CE=:AC  et  BD= AB,  ED  sera  la 
différence  entre  AB  et  AC+CB;  ABD 
est  isocèle,  à  cause  de  BD=AB  par  con- 
struction et  angle  DAB=ADB;  CD= 
CE — ED.  On  a  donc  dans  le  triangle 
rectangle  ACD,  les  côtés  AC,  CD  pour 
trouver  l'angle  BDA  et  le  côté  AD,  etc. 
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Par  construction,  prenez  sur  une  droite  EB,  ED= 
AC+CB— AB  et  EC=AC  ;  menez  AC  perpendiculaire, 
joignez  AD  et  faites  angle  DAB=ADB  ;  ACB  est  le  tri- 
angle voulu. 

(736)  PROB.  Dans  un  triangle  ABC  on  a  l'angle  ver- 
tical B,  la  différence  entre  les  segments  de  la  base  et  la 
diâérence  entre  les  côtés,  pour  trouver  le  reste. 

Soit  BE=BC,  on  a  FH=HC  ; 
donc  AE=AB— BC  est  la  diffé- 
rence entre  les  côtés,  AF=AH 
— HC  est  la  difierence  entre  les 
segments  de  la  base  ;  dans  le 
triangle  AEF  on  a  les  côtés  AE, 
AF  et  angle  AFE=  sup.  EFC=ADC=|ABC  pour  trouver 
EF,  ce  qui,  dans  le  triangle  isocèle  EBF  donne  EF,  angle 
BEF=  sup.  AEF  pour  trouver  BE=BC  ;  etc. 

(737)  PROB.  On  a,  dans  un  triangle  ABC,  l'angle  ver- 
tical A  et  les  bissectrices  CE,  BD  des  côtés  qui  le  com- 
prennent ;  construire  le  triangle. 

On  connait  (733)  FC=fCE  ; 
prenant  CQ=-|CE,  on  décrit  sur 
CG  un  cercle  contenant  un  an- 
gle D= A  ;  le  point  D  est  dans  le 
cercle  CGD  ;  du  point  F,  on 
décrit  un  cercle  avec  le  rayon 
FD=JBD  ;  l'intersection  des 
deux  cercles  fixe  le  point  D  et 
l'angle  DFC.  On  mènera  alors  par  les  points  1)  et  F  uno 
ligne  BD  égale  en  longueur  à  la  bissectrice  donnée,  on  fera 
FE=-|FC  et  les  lignes  menées  par  les  points  B,  E  et  C,  D 
se  rencontreront  en  A  sommet  du  triangle. 

(738)  PROB.  Dans  un  triangle  ABC  étant  données  la 
hauteur  ou  perpendiculaire  BD,  la  bissectrice   BE   de 
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l'angle  vertical  B  et  la  bissectrice  BF  de  la  base  ;  trou- 
ver les  côtés. 

Supposons  le  triangle  fait  et  inscrit 
dans  un  cercle  ;  ayant  prolongé  BE 
jusqu'en  G,  on  a  QC=GA.  Joignez 
GF  et  prolongez  jusqu'en  K]  GK  est 
alors  un  diamètre  ;  car  F  est  le  centre 
de  AC  et  G  le  centre  de  l'arc  AGC 
qui  mesure  l'angle  vertical  ABC, 
puisque  BG  bissecte  l'angle  vertical  et  en  même  temps  l'arc 
qui  lui  sert  de  mesure.  Dans  le  triangle  rectangle  FDB,  on 
a  FB,  BD  pour  avoir  FD  et  l'angle  FBD.  Dans  le  triangle 
rectangle  EDB  on  a  BE,  BD  pour  trouver  ED  et  l'angle 
EBD.  Maintenant  dans  le  triangle  rectangle  GFE  on  a  un 
côté  EF  et  un  angle  EGF  égale  à  son  alterne  EBD  pour 
trouver  FG.  Menez,  BH  parallèle  à  AC  et  en  conséquence 
perpendulaire  à  GK  et  égale  à  DF.  On  a  GH=FH+FG,  et 
HB  pour  faire  GH  :  HB  ::  HB  :  HK  et  GH+HK=  rayon  OC 

2 
du  cercle  circonscrit.    Dans  le  triangle  rectangle  OFC,  on 

connait  maintenant  00,  OF=OG— FG,  pour  trouver  FC 
moitié  de  la  base  du  triangle  demandé.  Dans  BFC  on  a 
donc  BF,  FG  et  angle  BFC=  complément  de  FBD,  pour 
trouver  BC. 

(739)  PROB.  Dans  un  triangle  ABC,  on  a  la  base  AC, 
l'angle  vertical  B  et  le  rectangle  AB.BC  des  côtés; 
trouver  le  reste. 

La  base  et  l'angle  vertical  étant 
donnés,  on  trouve  de  suite  (450)  le 
rayon  EC  du  cercle  circonscrit.  On 
a  vu  (601)  que  AB.BC=FB.BD;  et 
comme  on  connait  AB.BC  et  FB,  on 

trouvera  BD=  AB.BC.    Maintenant 

BF 
on  a  dans  le  triangle  rectange  LCG 

un  côté  CL=AL=iAO,  et  l'angle 
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LCG  ou  ACG= JABC  pour  trouver  GL  ;  or  KG=KL  (ou 
BD)+GL  et  KH=GH-KG  ;  LD  ou  BK=  ,  GK.Kli,  pui^- 
que  (539)  QK.KB.=BK^.  Enfin  DC=LC-LD  et  dans  le 
triangle  rectangle  BDC  on  a  BD,  DO  pour  trouver  BO,  d'où 
AB=AB.BC. 
B0~ 

(740)  PROB.  Lorsque  dans  \m  triangle  ABC  on  a  les 
segments  AD,  DC  de  la  base,  fbrmés  par  la  perpendlou- 
laire  tombant  du  sommet,  et  le  rapport  entre  les  côtés 
AB,  BO  ;  trouver  les  côtés. 

Ayant  divisé  la  base  en  E 
dans  le  rapport  de  AB  :  BO,  on 
fera  AE  —  EO  :  EO  ::  AE  :  EF; 
ce  qui  nous  donnera  (608)  EP 
rayon  d'un  cercle  servant  de    A  E  D    C 

lieu  au  point  B,  et  l'intersection  de  ce  cercle  avec  là' per- 
pendiculaire menée  du  point  D  fixera  le  sommet  B  du  tri- 
angle demandé. 

(741)  PROB.  Dfjis  un  triangle  ABC,  ozi  a  l2C  eàti^é 
AC+OB+AB  des  trois  côtés  ou  le  périmètx'e,  là  ^erpén-' 
diculaire  BF  et  l'angle  vertical  B,  pour  trouVér  teE^côtédi 

Supposons  d'abord  que  ABO  soit  le 
triangle,  tel  que  voulu  ;  les  bissectrices 
AE,  BE,  OE  de6  trois  angles  se  ren- 
contrent (494  ou  630)  en  un  même 
point  E. 

Puisque  BD  bissecte  l'angle  B,  on  a 
(541)AD:DO::AB:BCoucompo.(9e     A    F  GD  0 

Cor.  2)    AD:AD+DO::AB:AB+BO  et  ait.  AD;AB:: 
AC  :  AB+BC  ;  mais  la  bissectrice  AE  nous  donne  ED  :  EB 
::  AD:  AB  ;  donc  (75  Ax.)  ED  :  EB  ::  AO  :  AB+BC,  ou  ait 
EB:ED::  AB+BO:  AC,  ou  compo.  EB+ED:ED::  AB+BO' 
+ AC  :  AO  ;  c-à-d.,  BD    ED  :  :  per.  ABO  :  AO.      Maintenant;. 
Boit  EG  parallèle  à  BF,  on  aura,  à  cause  des  triangles  sem- 
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blablea  EGD,  BFD,  BF  :  EG  ::  BD  :  ED  ;  donc  (75  Ax.)  per. 
ABC  :  AC  ::  BF  :  EG  ou  ait.,  per.  ABC  :  BF  ::  AC  :  EG. 

Supposons  à  AC  une  longueur  quel-  e 

conque  ac,  et  on  aura  le  rapport  de  eg 
à  ac  en  faisant  per.  ABC  :  BF  iiac.eg. 


VI 


L'angle  a  e  c=AEC=  ABC+ A+C  puis- 

2' 

que  A,  C  sont  bissectés  par  AE,  CE  ;  on  a  donc  dans  le 
triangle  a  ec  la  base,  la  perpendiculaire  et  l'angle  vertical 
pour  trouver  les  angles  en  a  et  c  par  la  méthode  du  par. 
(727).  Or,  les  angles  a,  c  sont  égaux  respectivement  à 
EAC,  ECA  et  les  angles  A,  C  aux  doubles  de  ces  derniers. 
Donc,  on  a  maintenant  dans  le  triangle  ABC,  le  pér.  et  les 
angles  pour  trouver  les  côtés  par  la  méthode  du  par.  (719) 
ou  encore,  dans  les  triangles  rectangles  AFB,  CFB,  on  a  un 
côté  BF  et  un  angle  en  A,  C  pour  trouver  AB,  BC,  etc. 

La  oonstruotion  se  réduirait,  après  avoir  trouvé  a  et  6, 
à  faire  sur  la  ligne  donnée  BF  l'angle  ABF=  au  complé- 
ment de  2a  et  l'angle  CBF  au  comp.  de  2c;  on  mènerait 
alors  par  le  point  F  une  perpendiculaire  qui  couperait  les 
côtés  BA,  BC  en  A,  C,  établissant  ainsi  la  forme  et  les 
dimensions  du  triangle  requis. 

(742)  Autre  solution.  Soit  ABC 
le  triangle,  dont  on  connaît  le 
pér.,  la  perpendiculaire  BF  et 
l'angle  vertical  B,  pour  trouver 
les  côtés.  Supposons  les  côtés 
BA,  BC  indéfiniment  prolongés 
et  que  DKE  soit  un  cercle  tou- 
chant la  base  en  H  et  les  côtés 
prolongés  en  D  et  E.  Il  résul- 
tera de  ces  hypothèses  que  CE 
sera  égale  à  CH  et  AD  à  AH,  puisque  les  tangentes  menées 
d'un  même  point  à  un  cercle  sont  égales  ;  on  aura  de  même 
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tangente  BE=tangente  BD=  J  pér.  ABC  ;  BG  bissectera 
(494)  l'angle  B  et  dans  le  triangle  BDG  on  aura  BD,  l'angle 
droit  (466)  BDG  et  l'angle  DBG=iB,  pour  trouver  le  rayon 
DG  du  c«rcle  et  la  bissectrice  BG.  Les  triangles  rectangles 
semblables  BFK,  GHK  donneront  GH:GK::BF:BK  ou 
ait.  GH  :  BF  ::  GK  :  BK  ou  comp.  GH+BF  :  BF  ::  GK+BK  : 
BK.  Ayant  obtenu  de  cette  manière  le  point  d'intersection 
de  la  base  AC  et  de  la  bissectrice  BG,  il  est  clair  qu'une 
ligne  menée  par  ce  point,  tangente  au  cercle  donné  DKE, 
coupera  les  tangentes  BD,  BE  de  manière  à  donner  le  tri- 
angle voulu  ABC. 

La  oonstruotion  dans  ce  cas,  consistera  à  prendre  BD= 
au  demi-pér.  ABC,  faire  l'angle  DBG=j^B  et  mener  DG 
perpendiculaire  pour  rencontrer  BG  en  G  ;  diviser  ensuite 
(514)  BG  diins  le  rapport  de  BF  à  GH  et  par  le  point  de 
division  K  mener  la  tangente  AC  au  cercle  décrit  du  centre 
G  avec  le  rayon  GD  ;  cette  tangente  rencontrera  BD,  BE  en 
A,  0  et  ABC  sera  le  triangle  voulu. 

(743)  Sco.  Pour  diviser  BG  en  K  dans  le  rapport  voulu 
de  BH:GF,  il  n'y  a  qu'à 
prolonger  GD  d'une  quan- 
tité DL=BH,  joindre  BL 
et  mener  par  le  point  D  la 
ligne  DK  parallèle  à  BL. 
Ceci  est  évident  ;  car  GD= 
GF,  ce  qui  donne  alors 
GD:DL::GF:BH::GK: 
BK. 

(744)  PROB.  Dans  un  triangle  ABC,  on  a  la  surfkoe, 
l'angle  vertical  B  et  un  point  F  en  dehors  du  triangle, 
dans  la  direction  ou  l'alignement  de  la  base  AC,  pour 
fbrmer  le  triangle. 
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On  voi^  do  suite  que  ce  pro-  n 

blèm^  ei^t  finalogue  à  celui  du 
par.  (fi81)  ;  car,  partager  un  trian- 
gles BW  pu  deu?  parties,  de  sur- 
faceq  données,  n'est  autre  chose 
qu'enlever  au  triangle  ou  séparer 
du  triangle  une  partie,  de  surface 
donnée.  Ce  qui,  en  d'autres  ter- 
mes, se  réduit  à  mener  une  ligne 
qui  avec  deux  autres  lignes  don- 
nées en  position,  renferme  une 
surface  ypulue. 

Ayant  mené  FH,  FE  respectivement  parallèles  à  AB,  BO 
et  trouvé  de  cette  manière  la  surface  du  parallélogramme 
HE  ;  on  a  (5B9)  EG  :  AH  ;:  AH  :  BD  ;  mais  pendant  que 
dans  le  cas  du  prob.  (591)  on  connaissait  la  moyenne  pro- 
portionnelle et  la  somme  des  parties  inconnues,  on  connait 
ici  une  des  parties  BD=2  surf.  ABC  et  la  somme  EH  de  la 
mayseno&  proportionnelle  AH  et  do  l'autre  partie  EQ.  C'est 
donc  à  diviser  cette  somme  EH  en  deux  parties  AH,  EG 
telles  que  l'ui^e  d'elles  AH  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  l'aut^re  partie  EG^  et  la  partie  donnée  BD  que  consistera, 
toute  la  difficulté  de  la  solution.  Cette  opération  faite,  on 
aura  la  surf,  ^n,  parallélogr.  EG  qu'on  divisera  par  sa  base 
FE=pBH  pou,r  avoir  sa  hauteur  AM.  On  mènera  enfin  une 
ligne  AG  parallèle  à  EF  et  à  une  distance  do  cette  dernière 
égale  à  la  hauteur  AM  '^  cette  ligne  coupera  BL  en  A,  et 
par  les  points  F,A  on  mènera  la  droite  FAC  qui  résoudra 
le  problème. 

La  division  du  parallélogr.  EH  en  deux  parallélogrs.  AH, 
EG  ayant  entre  eux  un  rapport  donné,  ou  en  deux  surfaces 
proportionnelles  à  une  surface  donnée,  peut  se  réduire, 
comme  on  l'a  déjà  vu  (594)  à  la  division  d'une  ligne  dans 
les  mêmes  conditions.    Ayant  donc  trouvé  (571  Lem.  6°) 
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deux  lignes  qui  aient  entre  elles  le  rapport  de  EH  à  BD, 
l'on  procédera  comme  dans  le  problème  suivant. 

(745)  PROB.  Diviser  une  ligne  donnée  AB  en  deux 
parties  telles  que  l'une  d'elles  BH  soit  moyenne  propor- 
tionnelle entre  l'autre  partie  AH  et  une  autre  ligne 
donnée  BF. 

Ayant  disposé  bout  à  bout  les 
deux  lignes  données  AB,  BF  comme 
dans  la  fig.,  on  prendra  le  point  mi- 
lieu N  de  BF  et  sur  AN  comme 
diamètre  on  décrira  le  demi-cercle 
AKN". 

demi-circonférence  en  K  et  du  point  N  avec  un  rayon  =KN 
on  coupera  AN  en  H  ;  BH  sera  la  moyenne  proportionnelle 
voulue» 


A  H         BNF 

Du  point  A  avec  un  rayon  =-  AB  on  coupera  la 


En  eftet,  l'angle  AKN  dans  un  demi-cercle  est  droit  et  on 
a  AN^=AK2-f KN^=AB2-fHN^  :  mais  (359)  AN2=AB^-|- 
BN'^-f-2AB.BN,  d'où  HN^=BN%2AB.B]sr  ;  or  (359)  HN*-^ 
=HB''^+BNV2HB.BN  ;  donc  (68  Ax.)  BN^-f  2AB.BN= 
HB2+BN2+2HB.BN  et  en  biffant  le  facteur  BN^  commun 
aux  deux  côtés  de  l'équation,  il  reste  2AB.BN=HB'^+2HB. 
BN  ;  mal3  2AB.BN=2HB.BN+2AH.BN=2HB.BN+HB'* 
et  en  faisant  disparaître  les  facteurs  communs  2HB.BN  de 
la  dernière  équation,  il  reste  HB^=2AH.BN;  c-à-d.,  HB'^ 
=AH.BF,  puisque  BF=2BN  par  construction. 

(746)  Sco.  Si  on  avait  les  nombres  respectifs  d'unités  de 
mesure  contenues  par  AB  et  BF  ou  par  les  surfaces  repré- 
sentées par  ces  lignes,  on  obtiendrait  une  solution  numé- 
rique en  ajoutant  au  nombre  à  diviser  la  moitié  de  l'autre 
nombre  donné.  On  ferait  le  carré  de  la  somme  et  de  ce 
carré  on  soustrairait  le  carré  du  nombre  à  diviser.  On  ex-- 
trairait  la  racine  carrée  du  reste,  et  cette  racine  diminuée  de 
la  moitié  de  l'autre  nombre  donné,  serait  la  moyenne  pro- 
portionnelle voulue. 
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(747)  PROB.  Dans  un  triangle  Isooèle  rectangle  ABC, 
on  a  la  somme  AB+AC  de  la  base  et  de  l'un  des  côtés, 
pour  construire  le  triangle. 

Soit  AD=  AO,  on  a  l'angle  D=JA 
=|C,  puisque  A=B= J  comp.  C.  D'où 
il  suit,  qu'ayant  pris  BD= AB+AC, 
on  fera  à  l'une  des  extrémités  un 
angle  B=J  angle  droit  et  à  l'autre 
extrémité  un  angle  D= J  angle  droit; 
les  lignes  BC,  DC  détermineront  au 
point  de  leur  rencontre  le  sommet  C  du  triangle  voulu. 

(748)  PROB.  On  a  la  différence  DO  entre  la  base  AC 
et  le  côté  AB  d'un  triangle  rectangle  Isocèle  ABC  ;  trou- 
ver les  côtés. 

Soit  AD=AB,  BAD  sera  isocèle 
et  on  aura  l'angle  BDA=  comp. 
J  A  ou  comp.  iB  ;  puis  BDC=  sup. 
BDA  et  puisque  C  =  A  on  a  dans 
le  triangle  BDC  un  côté  DC  et  les 
angles  adjacents  pour  trouver  le 
reste. 

(749)  PROB.  Il  s'agit  de  construire  un  triangle  rec- 
tangle BAC  dont  on  a  un  côté  AB  et  l'angle  CBD  sous- 
tendu  à  l'extrémité  B  du  côté  donné  par  le  prolongement 
CD  de  l'autre  côté  AC. 

Puisqu'on  a  un  angle  B  sur 
une  base  donnée  CD,  l'idée  se 
présente  encore  ici  de  décriée 
sur  cette  base  un  cercle  capa- 
ble de  contenir  l'angle  donné. 
A  cet  ejSet  on  fera  (450)  cha- 
cun des  angles  EDC,  ECD  à 
la  base  égal  au  comp.  de  l'an- 
gle donné,  puisque  DEL=OBL 
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=JDEC=CBD.  On  connaîtra  alors  le  rayon  ED,  la  per- 
pendiculaire EL  parallèle  à  AB  et  LD  ou  LC  moitiô  de  CD. 
Dans  le  triangle  rectangle  BFE,  on  aura  donc  EF=FL— EL 
=BA— EL,  et  EB  rayon  du  cercle,  pour  trouver  BF— AL  et 
AC=AL-LC. 

(750)  PROB.  On  demande  a  former  un  triangle  rec- 
tangle ABC  contenant  une  surfkce  donnée  et  tel  que  la 
dlfierence  AB— BC  entre  ses  côtés  soit  égale  à  la  diâférence 
AC— AB  entre  le  plus  grand  côté  et  la  diagonale. 

Corame  on  aura  AC''^=AB''^+BC^  il 
est  nécessaire  que  les  côtés  voulus  sa- 
tisfassent aux  deux  conditions  ;  or  les 
nombres  3,  4  et  5  sont  dans  les  con- 
ditions requises,  puisque  5—4=4—3 
=Iet  que  5''*=4''^+3^;  les  côtés  BC, 
AB,  AC,  devront  donc  être  entre  eux  dans  le  rapport  de 
3 :  4:  5  et  le  problème  se  réduira  à  celui  du  par.  (678). 

(ïSl)  PROB.  Partager  un  triangle  donné  ABC  en  deux 
p.!  rties  équivalentes  ou  ayant  entre  elles  un  rapport 
voulu  M  à  N  par  ime  ligne  PE  partant  d'un  point  donné 
P  dans  l'un  des  côtés. 

Diviser  AB  en  D  dans  le  rapport 
voulu,  mener  DE  parallèle  à  PC 
et  joindre  PE.  En  effet,  parceque 
PO,  DE  sont  parallèles,  oa  a  PDE 
=CDE  ;  ajoutez  à  chacun  DEB, 
alors  PEB=DCB,  et  en  retran- 
chant les  deux  de  ACB,  il  vient 
le  quadrilatère  ACEP  équivalent  au  triangle  ACD.  Main- 
tenant ACD  :  DCB  ::  AD  :  DB  ::  M  :  N  et  en  conséquence 
ACEP:PEB::M:N. 

(752)  Sco.  Le  dernier  par.  suggère  la  méthode  de  divi- 
ser un  triangle  en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales 
ou  proportionnelles  par  des  lignes  menées  d'un  point  donné 
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dans  l'un  de  ses  côtés  ;  car  si  l'on  suppose  AB  divisé  en 
parties  égales  ou  ayant  entre  elles  les  rapporfi  voulus  et  si 
des  points  de  v'ivision  de  la  ligne  AB  on  mène  des  lignes 
parallèles  à  PO,  elles  intersecterout  BC  et  AC,  et  si  l'on 
mène  ensuite  de  ces  intersections  des  lignes  au  point  P, 
elles  diviseront  le  triangle  tel  que  voulu. 

(753)  PROB.  Diviser  un  triangle  ABC  en  trois  parties 
équivalentes  ou  ayant  entre  elles  un  rapport  donné  M 
à  N  à  R  par  des  lignes  menées  des  sommets  A,  B,  C  des 
angles  à  un  même  point  F  situé  à  l'intérieur  de  la  figure 

A  cet  effet,  divisez  d'abord  BC, 
en  D  dans  le  rapport  de  M:!N", 
menez  DE  parallèle  à  AB  et  joignez 
AD.  Puisque  les  triangles  de  même 
hauteur  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases,  on  aura  ABD  à  ABC 

dans  le  rapport  voulu,   c'est-à-dire,    JB        J)  0 

comme  M  :  M+N+R.  Mais  à  cause  de  la  parallèle  DE, 
tout  point  F  de  cette  parallèle  autre  que  D  satisfera  égale- 
ment à  la  condition  imposée,  puisque  AFB=ADB  ces  tri- 
angles étant  sur  même  base  AB  et  entre  mêmes  parallèles 
AB,DE.  Cela  posé,  il  n'y  aura  plus  qu'à  diviser  la 
parallèle  DE  en  F  dans  le  rapport  de  N  à  R  et  à  mener  les 
lignes  FA,  FB,  FC  pour  compléter  la  construction;  car, 
puisque  DF:FE::K:R  les  triangles  DBF,  EAF  qui  ont 
même  hauteur  seront  entre  eux  dans  le  rapport  de  N"  à  R 
et  les  triangles  DGF,  ECF  qui  ont  même  hauteur  seront 
aussi  entre  eux  comme  N  à  R.  Le  triangle  entier  BFC  sera 
donc  (81  Ax.)  au  triangle  entier  AFC  comme  N  à  R.  D'ail- 
leurs, en  menant  par  le  point  F  des  parallèles  à  BC  et  à  AC 
on  ferait  pour  BFC,  AFC  la  même  preuve  qu'on  a  fait  pour 
AFB  ;  (loiic,  etc. 

(754)  PROB.  Partager  im  quadrilatère  ABCD  en  deux 
ou  plusieurs  parties  équivalentes  ou  ayant  entre  elles 
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des  rapports  donnés,  par  des  lignes  ab,  cd  parallèles  à 
l'un  des  oôcéri. 

Comme  on  ne  connaît  aucun  H 

rapport  outre  les  surfaces  do 
quadrilatères  ou  de  trapèzes  non 
semblables  et  les  carrés  de  leurs 
côtés  correspondants,  l'idée  se 
présente  de  réduire  l'opération 
à  celle  du  partage  d'un  triangle 
dans  les  mêmes  conditions  ;  et 
l'on  voit  de  suite  que  prolongeant  A.^ 
jusqu'à  leur  rencontre  en  E  les  deux  côtés  AD,  BO  du  quad. 
adjacents  à  celui  AB  auquel  doivent  être  parallèles  les  lignes 
de  division,  on  obtient  un  triangle  AEB  et  pourvu  qu'on 
on  connaisse  la  surface,  le  problème  se  réduira  à  celui  du 
par.  (569).  Or  la  surface  AEO  sera  connue  si  l'on  peut 
avoir  celle  du  triangle  auxiliaire  DEC.  Le  quad.  étant 
donné,  on  en  connaît  en  conséquence  les  côtés  et  les  angles  ; 
alors  on  a  dans  le  triangle  DEC,  un  côté  DC  et  les  angles 
adjacents,  respectivement  égaux  aux  suppléments  des  angles 
D,  C  du  quad.  pour  trouver  les  côtés  DE,  CE  et  la  surface 
DEC  qu'on  ajoutera  à  celle  du  quad.  pour  avoir  la  surface 
entière  AEB.  On  procédera  ensuite  tout  de  même  que  si  le 
côté  CD  n'existait  pas,  c'-à-d.,  absolument  comme  dans  lo 
cas  du  triangle. 

(755)  PROB.  Partager  un  quadrilatère  donné  ABCD  en 
deux  ou  plusieurs  parties,  de  surfkoes  égales  ou  ayant 
entre  elles  des  rapports  donnés  M  à  N  à  R  à  etc.,  par  des 
lignes  aby  cby  6^c.,  perpendiculaires  à  l'un  des  côtés  ou 
formant  avec  les  côtés  des  angles  donnés  quelconques. 


Bri>: 

"  1, 

|Kk'.  ■':? 

",  /" 

MHWptf  r'        '  V 

■  , 

^S»o^  ' 

M^Sfiff^^*     .? 

EbE^:'  *^   ' 

^K^»lX*  • 

* 

Si^''  ''' 

j^^Sf    .y  ' 

|K^::Ï' 

'    ,  » 

Ktii;'  ■ 

■  '^ 

IbSHnp'jï  *          * 

.. 

MffijIiL/j^'iJ- 

^P?^' 

-■ 

^p;^;'-,.  . 

"*' 

^^Vct^ 

:'■" 

B98w^    y>* ,  . 

Hr^^f^i 

^w^i'^,;V    ' 

lo&BKr-;  i^'-f  '* 

f  .   ■ 

|^H»\  ■'.','-■■" 

j^^',',->J:;-  ' 

'v*' 

^Ëa!''"*^'  " 

''-    . 

^Bu^' 

I^BKt.ti.':. 

fflf*^'' ■:*■.■   • 

^•'-'■'"'V- 

%Î'K'.'  ■    ''    ■' 

tjijfiJv,       •      > 

.» 

m-Q 

fe\v-; 


^•'v-'''  ■' 

W-'^y- 

îf  "»'*,■  '- 

rîSî^s*''  5' '  ^ 

*5'    ■■•■  ' 

«?v '-.■."  *.""*•  ,f' 

i       ..  ^  ' 

i-à'"''' 

«!*■''■■»'■' 

T  »  ■,            • 

KT'">i  '  ■ '."; 

mg^àx 

ils 

HH 

■H 

&<!',  >St-\  " 

f??^rf^B 

E'Mi 

[        '■       ' 

W'rV'' 

Wt*'' 

:  :■■; 

ffi,V' 

t^l'. 

^1 

.*  ' 

k 

.'  '"  '■ 

274 


QÉOMÉTBIE. 


La  première  partie  de  l'opé- 
ration consistera  à  trouver  les 
surfaces  respectives  des  par- 
celles ab  GDj  a  bdc,  etc.,  et 
l'on  a  déjà  indiqué  au  par. 
(599  Soc.  4)  la  manière  d'ar- 
river à  ce  résultat.  Ayant 
lînsuite  prolongé  les  côtés  AD, 

BC  sur  lesquels  doivent  tomber       

les  lignes  de  division,  jusqu'à      -^  •  ■" 

leur  rencontre  en  E,  et  trouvé  la  surface  du  triangle  auxiliaire 
DEC,  comme  dans  io  dernier  prob.,  on  aura  surmonté  une  des 
difficultés  attachées  à  la  solution  du  problème,  en  ajoutant 
au  quad.  donné  le  triangle  auxil.  ainsi  trouvé,  pour  réduire  le 
tout  en  un  seul  triangle  AEB  ;  mai  3  il  reste  une  seconde 
difficulté  à  vaincre;  c'est  que  la  ligne  de  division  n'est  pas, 
comme  dans  le  dernier  prob.,  parallèle  à  l'un  des  cotés  du 
quad.  et  à  dessein  d'éliminer  cet  obstacle,  l'idée  nousjvient  do 
faire  disparaître  pour  ainsi  dire  la  ligne  DC,  pour  la  rem- 
placer par  une  autre  ligne  Dg  qui  soit  parallèle  à  a  6  et  qui 
nous  permette  d'assimiler  aiL3i  ce  problème  au  dernier,  afin 
de  le  résoudre  à  la  manière  générale  des  triangles  sembla- 
oies.  A  cet  efiet  ayant  mené  Dg  parallèle  à  ab,  on  a,  dans 
le  triangle  CD^,  un  côté  CD,  l'augle  C  et  l'angle  Gdg  égal  à 
la  diflérence  entre  l'angle  donné  D  du  quad.  et  l'angle  d'in- 
clinaison à  donner  à  la  ligne  de  division  a  6  ou  a  celle  T>g 
qui  lui  est  par  hyp.  parallèle.  On  procédera  à  trouver  la 
surface  de  CD^  qu'on  ajoutera  à  DEC  pour  avoir  DE^  ;  après 
quoi  il  ne  restera  plus  qu'à  poser  surf.  DE^rsurf.  aEb:: 
ED^rEa^j  la  racine  de  Ea  diminuée  de  ED  donner  anfm 
Da  et  par  conséquent  le  point  a  par  où  devra  passer  la  ligne 
de  division  a  b  pour  remplir  les  conditions  assignées. 

Si  les  autres  lignes  de  division  cd,  etc.,  étaient  parallèles  à 
la  première  ab,  les  antécédents  de  la  proportion  resteraient  les 
mômes  ;  mais  dans  le  cas  contraire,  il  est  clair  qu'il  y  aurait 
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à  remplacer  Bj  par  une  nouvelle  ligne  Ch  parallèle  à  la 
ligne  de  division  suivante  cd,  et  ainsi  de  suite,  trouvant 
dans  chaque  cjis  un  nouveau  triangle  CBg  ou  DC/i  qui  étant 
ajouté  à  EDC,  rendrait  l'antécédent  ED^  ou  EGA  semblable 
au  conséquent  'Eab  on'Ecd. 

(756)  Sco.  1.  Pour  ce  qui  est  de  la  ligne  de  division  ef,  il 
est  clair  qu'il  faudrait  entièrement  changer  de  base  et  pro- 
céder comme  au  par.  (674)  puisque  A  ef  n'est  autre  chose 
qu'un  triangle  dont  on  connaît  la  surface  et  les  angles  ;  et 
l'on  voit  ainsi  que  le  procédé  indiqué  relativement  aux 
autres  lignes  de  division  n'est  après  tout  que  celui  déjà 
employé  à  résoudre  un  triangle  lorsqu'on  n'en  connaît  que  la 
surface  et  les  angles. 

(757)  Sco.  2.  Si,  dans  le  partage  d'un  quadrilatère,  les  li- 
gnes de  division  n'étaient  pas  assiyetties  à  des  directions 
particulières  ;  on  mènerait  d'a- 
bord une  parallèle  EO  à  la  base, 
et  l'on  diviserait  EC  et  AB  aux 
points  F,  G  et  K,  N,  en  parties 
ayant  entre  elles  les  rapports 
voulus  ;  il  y  aurait  ensuite  à  join- 
dre FD,  GD,  puis  à  joindre  KD,  A.  K'  K  B 
ND  et  à  mener  à  ces  dernières  les  parallèles  FH,  GL  ;  joi- 
gnant enfin  H  K,  NL,  on  aurait  opéré  la  division  voulue. 

Pour  preuve,  il  suffira  de  faire  remarquer  que  le  triangle 
DFK  est  égal  à  DHK  sur  même  base  DK  et  entre  mêmes 
parallèles  et  que  le  triangle  DLN=DGN"  pour  une  raison 
analogue. 

(758)  PROB.  La  division  d'un  trapèze  AC  en  deux  ou 
plusieurs  parties  égales  uu  proportionnelles  (*)  par  des 
lignes  EF,  GH  menées  entre  ses  côtés  parallèles  AB,  DC, 

(*)  Il  est  à  peine  nécessaire  do  remarquer  que  le  mot  "  proportionnelles  " 
ainsi  employé,  n'a  pas,  nécessairement,  ici,  la  signification  qu'on  lui  a  donnée 
au  par.  (60),  mais  qu'il  remplace  (  pour  abréger)  les  mots  "  ayant  entre  elles 
des  rapporta  donnés  '  et  que  "  parties  ou  surfaces  proportionnelles"  en  ce  sens, 
veut  dire  "  proportionnelles  à  des  lignes  ou  k  des  nombres  donnés  ou  ayant 
entre  eux  des  rapports  donnés,"  ces  derniers  mots  étant  évidemment  sous-enten- 
dus après  "  pi'opcrtionnelles." 


■<1 


'   W'^ 


I     «1 


y 


■I 


f^ 

w 

'ri^-:, 

1  ,  .' 

lm^^ 

p*-/ 

m0' 

Év'' 

fe- 

M't.'T'  ' 

B^'- '■" 

ppf  ;.-!..; 

w 

LÎ"   .>' 


M':  C-    . 


K^: 


."'iioai:  f  .11 1 


276 


OÉOMÉTBIE. 


se  réduirait  tout  simplement  à 
diviser  chacun  des  côtés  AB, 
DC  en  parties  égales  ou  ayant 
outre  elles  les  rapports  à  obser- 
ver entre  les  surfaces  voulues; 
ceci  est  clair,  puisque  les  trapè- 
zes partiels  AE,  FG,  HC,  ayant  môme  hauteur,  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases. 

(759)  PROB.  En  général,  diviser  une  figure  quelcon- 
que ABC  en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales  ou 
ayant  entre  elles  des  rapports  donnés,  par  des  lignes  PD 
PE,  PF,  Petc,  partant  d'un  angle  P,  d'un  point  P  dans 
un  des  côtés  ou  d'un  point  P  situé  à  l'intérieur  de  a 
figure. 

Ayant  d'abord  HP  B 

mené  du  point  de 
division  P  une  di-  G-, 
agonalo  PC,  afin 
de  voir  de  quel 
côté  tomb#a  la 
ligne  de  division, 
on  mènera  suc- 
cessivement les 
perpendiculaires 
PR  du  point  de 
division  aux  cô- 
tés sur  lesquels  J^ 
tomberont  les  li- 
gnes du  partage  ;  les  demi-perpendiculaires  diviseront  les 
surfaces  des  parties  composantes,  de  manière  à  donner  les 
bases  respectives  AE,  BD,  etc. 

(760)  PROB.  Dans  un  quadrilatère  quelconque  ABCD, 
on  a  la  surface,  un  côté  AB  avec  les  angles  adjacents  à 
ce  côté  et  le  rapport  entre  les  deux  côtés  adjacents  au 
côté  donné,  pour  trouver  les  côtés. 
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On  80  propose  ici  de  penser,  pour 
ainsi  dire,  tout  haut,  afin  d'indiquer  à 
l'étudiant  l'espèce  de  raisonnement 
qui  peut  avoir  porté  à  la  découverte 
do  cette  manière  d'opérer  la  solution 
du  problème. 

Il  s'agit  de  construire  une  figure  à 
l'aide  de  données  qui  ne  paraissent 
pas  d'abord  devoir  se  prêter  à  l'objet     J)  ç 

désiré,  et  on  a  toujours  pour  but  dans  ce  cas  de  modifier  les 
données  ou  de  les  remplacer  par  d'autres  qui  aillent  direc- 
tement à  l'établissement  de  rapports  entre  les  surfaces  et  Xo^s 
carrés  des  côtés,  ce  qui  n'aura  lieu  que  quand  les  figures  sur 
lesquelles  on  opère  seront  semblables  entre  elles. 

Ou  ne  peut  ici  tirer  parti  du  triangle  auxiliaire  ABU  qui 
nous  a  été  d'un  si  grand  service  dand  plusieursi  problèmes 
précédents  ;  c'est  que  les  côtés  AK,  BK  de  ce  triangle  sont 
invariables  dans  leurs  longueurs  relatives,  pendant  que  celles 
des  côtés  AD,  BC  changent  constamment  avec  chaque  nou- 
velle valeur  AD'  que  l'on  puisse  supposer  à  l'un  Veux  ;  en 
d'autres  termes,  le  rapport  entre  AK  et  BK  est  invariable, 
pendant  que  le  rapport  entre  D'K  et  C'K  est  variable  ;  mais 
dans  les  triangles  semblables  les  raj^ports  entre  les  côtés  sont 
identiques,  et  l'on  vient  de  voir  que  le  rapport  de  AK  à  BK 
diffère  de  celui  de  D'K  à  C'A  ;  donc  AKB  n'est  pas  sem- 
blable à  D'KC  et  par  suite  D'C  n'est  pas  parallèle  à  AB,  si 
ce  n'est  lorsque  le  quad.  est  un  trapèze.  La  surface  donnée, 
sous  sa  forme  actuelle  de  quad.  irrégulier,  ne  nous  permet 
donc  pas  même  de  tirer  d'une  hypothèse  l'avantage  qu'on 
en  a  déjà  souvent  obtenu  par  le  passé. 

Il  y  a  cependant  une  autre  condition  du  quad.  dont  on 
pourra  peut-être  tirer  parti,  c'est  que  la  somme  de  ses  angles 
vaut  quatre  angles  droits,  et  comme  on  connaît  deux  de  ces 
angles,  on  connaît  aussi  la  somme  des  deux  autres.  S'il 
était  possible  alo.  s  de  varier  la  forme  de  la  figure  de  manière 
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à  combiner  ces  deux  angles  pour  n'en  former  qu'un,  et  sans 
aucunement  changer  la  valeur  des  angles  A  et  B,  il  semble 
qu'on  en  tirerait  quelque  avantage.  C'est  ce  que  l'on  va 
faire. 

Soit  EF  la  bissectrice  commune 
du  côté  donné  AB  et  du  côté  op- 
posé PC,  on  aura  AE=BE  et  DF 
=CF  et  parce  que  DC  est  une  li- 
gne droite  et  que  la  somme  des 
angles  en  F  vaut  deux  angles 
droits,  il  est  clair  que  si  la  partie 
AEFD  du  quad.  tournait  autour 
du  point  F,  de  manière  à  décrire 
une  demi-circonférence,  le  point  D  tomberait  en  C,  la  base 
EF  du  quad.  AF  serait  située  sur  le  prolongement  de  la  base 
EF  du  quad.  BF  et  ces  deux  bases  ne  formeraient  plus 
qu'une  seule  et  même  ligne  droite  ;  de  plus  les  angles  D  et 
C,  dont  on  connaît  la  somme,  seraient  ajoutés  l'un  à  l'autre 
de  manière  à  ne  former  plus  qu'un  seul  angle,  dont  on  con- 
naîtrait par  là  mémo  la  valeur,  et  les  côtés  AE,  BE  qui  sont 
actuellement  parallèles  l'un  à  l'autre  (146)  seraient  encore 
parallèles  entre  eux,  après  que  l'un  d'eux  aurait  franchi  un 
espace  angulaire  équivalent  à  deux  angles  droits  ;  le  tout 
comme  on  le  voit  dans  la  fig.  D'ailleurs,  pour  ce  qui  est 
du  parallélisme  des  côtés  A'E',  BE 
il  est  clair,  à  cause  de  la  droite  AB, 
dans  la  dernière  figure,  que  la 
somme  des  angles  AEF,  BEF 
vaut  deux  angles  droits  ;  or,  ces 
angles,  qui  dans  la  nouvelle  fig.,  ; 
ont  changé  de  position,  n'ont  pas 
pour  cela  changé  de  valeur  et 
puisque  EFE'  est  une  ligne  droite 
et  que  l'angle  A'E'F  est  supplé- 
ment de  BEF,  il  suit  (154)  que 
AE'  et  BE  6. vit  parallèles  entre  eux- 
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Au  lieu  d'un  quad.  avec  un  côté,  deux  angles,  la  surface, 
et  le  rapport  entre  deux  côtés  ;  on  a  donc  maintenant  un 
pentagone  dont  on  connaît  la  surface,  deux  côtés  A'E'=BE 
(=JAB  de  la  première  fig.)  trois  angles  A',  B  et  L=0+D, 
on  sait  que  les  deux  autres  angles  E  E'  sont  supplémentaires 
l'un  de  l'autre  et  on  a  le  rapport  entre  deux  côtés  BA' 
(qui  est  évidemment  le  même  que  celui  entre  les  côtés  cor- 
respondants de  la  dernière  fig.)  pour  trouver  les  côtés 
AD,  BC,  (AL,  BL). 


m^r. 


a       E  ï  E'  K 

L'idée  se  présente  maiLtenant  de  prolonger  les  côtés  EE', 
BL,  AL  du  polygone  A'E  jusqu'à  leur  rencontre  en  G  et  H, 
pour  n'avoir  plus  d  opérer  que  sur  un  triangle  GLH,  et  l'on 
voit  de  suite  comment  tous  les  éléments  nécessaires  à  la 
construction  de  ce  triangle  vont  nous  devenir  connus.  En 
effet,  ayant  joint  A'B,  on  aura  A'B  parallèle  à  E'E,  à  cause 
de  BE,  AE'  parallèles  el  égaux.  Les  triangles  BLA,  GLH 
sont  donc  semblables.  Dans  le  triangle  BLA',  on  a  le  rap- 
port de  BL  à  AL  et  l'angle  inclus  par  ces  côtés,  pour 
trouver  les  angles  en  B  et  A'  auxquels  G  et  H  sont  respecti- 
vement égaux.  On  a  donc  dans  les  triangles  auxiliaires 
BGE,  AHE'  un  côté  BE,  AE',  les  angles  en  G  et  H,  et  les 
angles  EBG,  E'AH  supplémentaires  des  angics  donnés 
B,  A'  du  quad.,  pour  trouver  les  côtés  BG,  A  H  et  les  sur- 
faces EGB,  E'HA'  qu'on  ajoutera  à  la  surface  donnée  EA' 
du  quad.  pour  avoir  celle  du  triangle  GLH. 

Enfin  l'on  supposrra  à  GL  l 

ou  à  HL  une  longueur  arbi- 
traire glovL  hl  et  sur  un  de 

ces  côtés  comme  base    on     g  "/^ 

fera  un  nouveau  triangle  g  l  h  équiangle  et  par  conséquent 
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seniblablo  à  GLH,  pour  faire  ensuite  surface  glhigf::  surf. 
GLH  :  GL^,  et  la  racine  de  GL^  diminuée  de  BG  donnera 
BL.     On  obtiendra  de  même  A'L,  et  le  problème  sera  résolu. 

(761)  PROB.  Partager  un  quadrUatère  ABCD  en  par- 
ties équivalentes  ou  ayant  entre  elles  des  rapports 
donnés,  par  des  lignes  ab,  cd^  etc.,  coupant  les  côtés 
opposés,  en  parties  qui  soient  proportionnelles  à  ces 
côtés  ;  c-à-d,  telles  que  l'on  ait  Aa  :  AD  ::  B6  :  BC,  ac  :  AD  :: 
6c?:  BC::  etc. 

Il  est  clair  que  si  la  bissectrice  EP 
des  côtés  AB,  DC  du  quad.  était  en 
même  temps  celle  des  lignes  de  divi- 
sion ab,  cd,  il  n'y  aurait  qu'à  répéter 
autant  de  fois  que  de  lignes  de  divi- 
sion à  mener,  l'opération  indiquée  au 
dernier  par.,  les  deux  premiers  ter- 
mes glhiffl^  du.  rapport  restant  con- 
stamment les  mêmes  et  le  troisième 
terme  GLH  (c-à-d.  GFC+HFD)  va- 
riant d'une  des  parties  composantes  DM  ï*  îf  C 
A6,  a  d,  etc.,  soit  en  plus  ou  en  moins,  suivant  le  sens  dans 
lequel  on  poursuivrait  l'opération. 

Ayant  mené  AM,  BN  parallèles  à  EF,  on  a  dans  les  trian- 
gles semblables  CGF,  CBÎ^î'  et  DHF,  DAM  les  rapports 
CG:CB::CF:CN  et  DH:DA::DF:DM  d'où  (75  Ax.) 
CG:CB::DH:DA,  ou  (96)  CG-CB;  CB::DH-DA:DA, 
c-à-d.,  BC  :  BG  ::  AD  :  AH  et  comme  on  doit  avoir  6B  :  CB 
:«A:DA,  c?B  :  CB::cA:DA,  etc.,  on  aura  aussi  (75  Ax.) 
BG  :  6B  :  :  AH  :  a  A,  BG  :db::  AH  :  c  a,  etc  ;  or,  (81)  les 
rapports  qui  sont  composés  de  rapports  égaux  sont  égaux  et 
comme  la  somme  des  angles  a  et  6,  c  et  d,  etc.  des  quad. 
A6,  Ac/,  A  etc.,  est  invariable,  il  est  clair  qu'en  supposant 
comme  auparavant  les  triangles  QebfHea  réunis  par  leurs 
côtés  e6,  ea,  les  triangles  G/rf,  H/c  réunis  par  leurs  côtés 
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/(/,  /c,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  une  série  de  triangles  dont 
les  côtés  6G,  ail  et  dOt^  cil,  etc.,  seront  l'un  à  l'autre  dans 
un  rapport  invariable  et  dont  l'angle  inclus  6+adei'un  sera 
égal  à  l'angle  inclus  d-\-c  de  l'autre.  Cette  invariabilité  de 
l'angle  inclus  et  du  rapport  entre  les  côtés  qui  la  compren- 
nent fera  que  dans  tous  ces  triangles  les  angles  G,  H,  à  la 
base  seront  constamment  les  mêmes.  Donc,  si  e  b=e  a  et 
que/cz=/c,  etc.,  la  somme  des  trois  angies  G,  H  et  6+a,  G, 
H  et  d-\-c,  etc.,  vaudra  deux  angles  droits  et  le  côté /G  sera 
dans  le  prolongement  deyH;  de  même  eOt  sera  dans  la 
même  ligne  droite  que  e  H  et  ainsi  des  autres  et  réciproque 
ment  si  G  ou  lî  demeure  constant,  il  est  clair  que  la  droite 
FG  bissectrice  des  côtés  AB,  DC  du  quad.  passera  aussi  par 
les  points  milieux  e,/,  etc.,  des  lignes  de  division  menées 
dans  les  conditions  requises. 

(762)  Sco.  L'étudiant  saisira  peut-être  mieux  la  preuve 
suivante  que  la  bissectrice  EF  des  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  est  en  même  temps  celle  de  toutes  les 
lignes  menées  entre  les  deux  autres  côtés  de  manière  à 
les  couper  en  parties  ayant  entre  elles  le  rapport  de  côs 
côtés. 

Soient  a,  b  les  points  mi- 
lieux des  côtés  AD,  BC  ;  il 
est  clair  qu'on  aura  Aa: 
AD::B6:BC,  et  que  la 
ligne  de  division  ab  sera 
dans  les  conditions  vou- 
lues, et  elle  est  bissectée 
en/;car  (673)EaF6est 
un  parallélog.  et  (283)  les 
diagonales  d'un  parallélog. 
se  bissectent  mutuellement. 

Soient  encore  e  etd  les  points  milieux  de  Aa  et  de  B6  ;  on 
aura  toujours  Ac:  AauBdiBb  et  puisque  Aa  :  AD  ;:  B6  :  BC 
ona(81  Ax.)  Ac:  AD::Bd:BC;  donc  aussi  cd  coupe  les 
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côtôs  opposCs  dans  les  conditions  voulues  et  elle  est  bissoc- 
téo  on  €f  car  E,  c, /,  d  sont  les  point  milieux  des  côtés  d'un 
quftd.,  d'oii  E  cfd  est  un  puraliélogramine  et  in  diagonale 
E/,  partie  de  la  ligne,  droite  EP,  bissecte  la  diagonale  cd 
on  e.  On  continuerait  ainsi  A  dômontrer  que  EF  bissecto 
ff  h  et  ainsi  de  suite,  quelque  ffit  le  nombre  de  subdivisions. 
On  on  conclut  que  si  EF  bissecte  les  lignes  qui  coupent  les 
cGtC's  opposés  en  2,  4,  8,  16,  32,  etc.,  parties  égales,  elle 
bisscctora  également  toutes  autres  lignes  qu'on  pourrait 
mener  dans  les  conditions  voulues  ;  puisque  si  la  subdivision 
des  côtés  AD,  BC  était  continuée  ù  l'infini,  les  lignes  de 
division  se  toucheraient  entin,  pour  ainsi  dire,  et  compren- 
draient parmi  leur  nombre  toutes  celles  qu'il  serait  possible 
de  concevoir. 

D'ailleurs,  si  on  supposait  les  côtés  AD,  BC  subdivisés 
par  2  à  l'inlini,  les  nombres  infinis  de  points  que  contien- 
draient ces  côtés  pourraient  se  diviser  dans  des  rapports 
voulus  quelconques;  et  encore  de  cette  manière  il  devient 
évident  que  parmi  ces  p>oints  on  en  trouverait  deux  x,  y,  l'un 
sur  chacun  des  côtés  opposés,  tels  que  la  ligne  do  division 
XI/  menée  d'un  de  cos  points  à  l'autre  couperait  AD,  BC  de 
manière  i\  donner  xD  :  AD  ::yC  :  BC  et  de  manière  en  mémo 
temps  à  remplir  l'autre  condition  donnée,  celle  de  renfer- 
mer une  surface  xC  égale  à  une  surface  donnée. 

(763)  PROB.  Dans  un  rectangle  ABCD  dont  on  con- 
naît la  surfkce,  on  a  les  distances  EG,  FH  de  quatre 
points  E,  F,  G,  H,  situés  l'un  dans  chacun  des  côtés  du 
rectangle  et  l'angle  d'inclinaison  EKF  de  ces  distances 
l'une  à  l'autre,  pour  trouver  les  côtés. 

Soit  AC  le  rectangle  voulu, 
D  un  de  ses  angles,  DL  paral- 
lèle et  égale  à  EG  et  DP  paral- 
lèle et  égale  à  HF.  Ayant  dé- 
crit^un  cercle  sur  DL  comme 
diamètre,  ce  cercle  passera  par 
le^pointA,  à  cause  de  l'angle 
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droit  DAL.  Joiiçnoz  OQ  et  vous  aurez  dans  le  triangle 
isocèle  DOQ  deux  entés  OH,  0(2  et  Tangle  OD(i=KKF 
pour  trouver  DQ  et  l'angle  DOQ;  dans  le  triangle  DAC2  vous 
avez  ])Q,  l'angle  vertical  I)A(i=»iDOQ  et  la  perpendiculaire 
AN=    surf.  AC    (car  le  triangle  APD—JAC  de  mômes  base 

DToïïHF 

AD  et  hauteur  AB)  pour  trouver  (727)  le  côté  AD  du  roc- 

tuniîle  et  l'angle  DAN.    Le  côté  DC  viendrait  =  purf.  AC 

AD 
et  pour  fixer  le  point  D  il  n'y  aurait  plus  qu'à  mener  par  le 

jtoint  G  la  ligne  ])C  faisant  avec  GE  un  angle  EGC  =(251) 
DRG4RDa=EKF+DAN  (322)  et  par  le  point  H  la  ligne 
AD  fosant  avec  HF  un  angle  AHF  égal  au  complément  de 
HAN  ;  ces  deux  lignes  suffisamment  prolongées  s'intersec- 
teraient  en  D  et  il  est  évident  qu'en  donnant  ensuite  à  AD  et 
à  DC  les  longueurs  que  doivent  avoir  ces  côtés  et  par  les 
points  C  et  A  menant  les  perpendiculaires  CB  et  AB,  ces 
dernières  rencontreraient  sur  leur  passage  les  points  donnés 
F  et  E  et  s'intorsecteraient  en  B,  complétant  ainsi  la  con- 
struction du  rectangle  demandé. 

(764j  PROB.  On  demande  à  mener  iine  ligne  AB,  la 
plus  courte  possible,  qui  avec  deux  autres  lignes  indé- 
finies CE,  CF  se  rencontrant  sous  un  angle  donné,  ren- 
ferme une  surfkoe  voulue  ACB. 

• 

On  a  vu  (372)  que  de  tous  les  rectangles 
contenus  par  les  segments  d'une  ligne 
donnée,  le  plus  grand  est  le  carré  décrit 
sur  la  moite  de  la  ligne  ;  ce  qui  veut  dire 
en  d'autres  termes  que  le  périmètre  d'un 
carré  est  moindre  que  celui  d'un  rectan- 
gle quelconque  de  surface  égale. 

Il  est  clair  aussi,  qu'à  périmètre  égal,  la  surface  du  rec- 
tangle AC  est  plus  grande  que  celle  du  parallélogramme 
correspondant  EC  ;    car,  BC  étant  la  base  commune,  on 
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aura  CF=CD,  ce  qui  donnera  FG 
pour  hauteur  du  parallélogramme, 
pendant  que  celle  du  rectangle  est 
CD;  or  GF  est  moindre  que  CD 
ou  CF,  puisque  CF  est  l'hypoténuse 
du  triangle  rectangle  CGF. 

Il  suit  encore  de  la  prop.  XXIII  qu'A  périmètre  6gal,  la 
surface  du  rectangle  est  d'autant  plus  grande  que  ses  côtés 
approchent  le  plus  de  l'égalité,  et  il  est  de  môme  évident 
pour  le  parallélogramme  qu'à  périmètre  constant,  sa  surface 
augmentera  avec  l'égalité  de  ses  côtés;  donc  la  surface  du 
losange  est  plus  grande  en  raison  de  son  périmètre  que  celle 
de  tout  autre  parallélogramme  équiangle. 

Il  résulte  ^es  considérations  précédentes  que  plus  une 
figure  est  régulière,  plus  son  périmètre  est  petit  en  raison 
de  sa  surfkce  ;  c'est  ainsi  que  le  triangle  équiangle,  le  plus 
régulier  des  triangles,  est  en  même  temps  celui  qui  renferme 
le  plus  d'espace  en  raison  de  son  périmètre  ;  le  polygone 
régulier  contient  aussi  plus  de  surface  que  le  polygone  irré- 
gulier  de  même  périmètre,  et  le  cercle  est  de  toutes  les 
figures  celle  dont  la  circonférence  ou  le  périmètre  est  le 
moindre  eu  égard  à  l'espace  contenu. 

On  est  donc  porté  à  croire  que 
la  ligne  demandée  AB  sera  la 
plus  courte  possible  quand  le  tri- 
angle ACL  sera  isocèle,  et  c'est 
en  effet  ce  qui  a  lieu,  puisque 
c'est  alors  que  les  facteurs,  c'est- 
à-dire,  la  base  AB  et  la  hauteur 
CD  approchent  le  plus  qu'il  est 
possible  de  l'égalité. 

D'ailleurs,  ayant  mené  par  le  point  D,  milieu  de  AB,  la 
ligne  GH  et  BK  parallèle  à  AG,  les  deux  triangles,  ADG,  BDK 
seront  semblables  et  égaux  en  surface  à  cause  de  AD=BD  ; 
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mais  ADK  n'est,  qu'nno  partie  do  BDII  ;  donc  BDTl  excède 
ADG  et  la  ligue  GII,  fût-elle  plus  courte  (jue  AB,  no  rom- 
pliraii  pas  l'autre  condition  du  problème,  celle  do  rojifbr- 
nior  une  surface  GCH=ACB,  puisque  le  triangle  BDII 
qu'elle  ajoute  A,  ACB  d'une  part,  est  plus  grand  que  celui 
ADG,  qu'elle  lui  enlève  d'autre  part.  Or,  GII  n'est  pas 
plus  petite  que  AB  et  au  cotitrairo  elle  est  plus  grande 
que  AB;  car  la  surface  GCII,  fût-elle  égale  à  ACB,  la  por« 
pendiculaire  CL,  côté  du  triangle  rectangle  CLD  est  moin- 
dre que  la  perpendiculaire  CD,  hypoténuse  do  ce  triangle  et 
la  surface  GCII  ou  ACB  divisée  par  une  moindre  hauteur 
CL  donnerait  nécessairement  une  base  GII  plus  grande  que 
AB.  Mais  comme  on  vient  de  le  voir,  la  surface  GCH  est 
plus  grande  que  ACB  ;  à  plus  forte  raison  donc  GII  est-elle 
plus  grande  que  AB  et  il  en  serait  de  même  de  toute  autre 
ligne  passant  par  le  point  D. 

Il  est  à  peine  nécessaire  d'observer  que,  puisque  GII, 
passant  par  le  point  B  donne  une  surface  GCII>ACB,  toute 
autre  ligne  MN  audelà  du  point  D  ne  1  tait  qu'augmenter 
la  ditiérence  entre  BRN  et  AKM  et  par  suite  la  diiiérence 
entre  ACB  et  MCN,  s'éloignant  par  là  mémo  davantage 
des  conditions  du  problème,  au  lieu  de  s'en  approcher. 

Maintenant  si  AB  n'est  pas  la  ligne  la  plus  courte,  non 
plus  que  GH  ou  MN,  soit  PQ  cette  ligne  et  soit  Cli  per- 
pendiculaire à  cette  dernière  ;  on  aura  dans  le  triangle  rec- 
tangle CRV,  le  côté  CR  moindre  que  l'hypoténuse  CV  ; 
mais   CV<CD   et  à  fortiori  CR<CD  ;   donc    ACB    donne 

CR 
PQ>AB.      Donc  AB  est  la  ligne  demandée;  c-à-d.,  que 

AB  est  la  plus  courte  possible  lorsqu'elle  coupe  les  côtés 
opposés  CE,  CF  de  manière  à  donner  AC=BC. 

Cela  posé,  le  problème  se  réduit  à  celui  de  construire  un 
triangle  dont  on  a  la  surface  et  les  angles  et  se  résoudra  à 
la  manière  du  par.  (674). 

(765)  PROB.  Mener  par  un  point  donné  P,  une  ligne 
AB  qui  avec  deux  autres  lignes  indéfinies  CE,  CF  se 
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rencontrant  sous  un  angle  donné,  renferme  la  moindre 
surfkoe  possible  ABC. 

Ayant  mené  PL,  PN  res- 
pectivement   parallèles    aux 
côtés  CF,  CE  de  la  fig.,  il  n'y 
a  rien  qui  indique  au  premier 
abord  la  direction  AB  que 
doit  prendre  la  ligne  de  di- 
vision.     Menons  une   ligne 
d'essai  quelconque  DG  ;   on 
voit  que  les  triangles  DPL, 
GPN  sont  semblables  à  cause 
des  parallèles  PN,  CE  et  PL,  CP  et  DPL  est  d'autant  plus 
grand  que  GPN  que  DP  excèiô  GP.     En  faisant  tourner  la 
ligne  DG  autour  du  point  P,  pour  prendre  la  nouvelle  po- 
sition D'G',   on  s'aperçoit    qu'on  a  pour  ainsi  dire,  fait  un 
pas  vers  la  solution  du  prob.,  puisqu'on  a  ajouté  d'une  part 
à  la  surface  DCG  une  partie  GPG'  plus  petite  que  celle  DPD' 
qu'on  en  a  retranchée  d'autre  part  ;  car  ayant  fait  PH=PG 
et  mené  OH  parallèle  à  GG',  on  voit  que  les  triangles  GPG', 
OPH  sont  semblables  et  égaux  et  que  la  surface  DCG'  est  en 
conséquence  moindre  que  celle  DCG,  de  tout  le  quadrilatère 
DOIID'.    En  continuant  à  faire  mouvoir  la  ligne  D'G'  dans 
la  même  direction;  on  s'apercevra  que  tant  que  PD'  excé- 
dera PG'  on  aura  toujours  le  triangle  DPD'  plus  grand  que 
GPG'  et  par  conséquent  la  surface  DCG>D'CG'.  De  même, 
si  DG  prenait  une  position  D"G"  telle  que  PG"  excédât  PD", 
il  est  clair  que  la  surface  D"CG"  pourrait  être  diminuée  en 
faisant  tourner  D"G"  de  manière  à  rendre  de  plus  en  plus 
égaux  les  segments  PG",  PD".     On  est  donc  porté  à  croire 
que  la  position  de  la  ligne  de  division  AB  doit  être  telle  que 
l'on  ait  AP=BP.     Soit  donc  AP=BP,  il  est  à  démontrer 
que  toute  ligne  D'G',  D"G",  autre  que  AB,  fera  la  surface 
DCG,  D'CG"  plus  grande  que  ACB.      Ayant  mené  BK, 
AH  respectivement  parallèles  à  CE,  CF,  on  a  le  triangle 


me  la  moindre 
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BPK,  partie  de  13PG",  semblable  et  égal  à  APD",  à  cause 
de  AP=BP  ;  et  on  a  le  triangle  APH,  partie  de  APD', 
semblable  et  égal  à  BPG'  ;  d'oii  il  suit  que  la  surface  I)"CG" 
excède  ACB  de  la  quantité  BKG"  et  D'CG'  excède  ACB  de  la 
quantité  AlII)',  et  toute  autre  ligne  que  l'on  pourrait  mener 
par  le  point  P  donnerait  le  même  résultat;  donc  AB  doit 
être  telle  que  AP=BP. 

Cela  posé,  on  a  dans  les  triangles  semblables  ACB,  PNB 
AC:PN::AB:AP::1:2:  d'où  il  est  clair  queAC=2PN; 
ayant  donc  fait  AC=2PN  ou  BC=2PL,  on  aura  déterminé 
un  point  de  trajet  A  ou  B  qui  avec  le  point  donné  P  fixera 
la  position  de  la  ligne  demandée  AB. 

(766)  PROB.  On  a  les  diagonales  d'un  parallélogramme 
et  leur  inclinaison,  pour  en  déterminer  la  surfkce. 

Puisque  (283)  AC,  BD  se  bissec- 
tent  mutuellement,  on  a  dans  le 
triangle  EDC  les  côtés  ED,  EC  et 
l'angle  inclus  DEC,  pour  con- 
struire la  figure.  J^ ^J|, 

(767)  PROB.  On  a  les  diagonales  d'un  quadrilatère 
ABCD  et  leur  inclinaison  AOB  pour  en  déteripiner  la 
surfkce. 

Ici  les  diagonales  AC,  BD  ne  se 
bissectant  pas,  on  ne  peut  opérer 
sur  aucijn  des  triangles  composants 
AOB,  BOC,  etc.,  de  la  fig.,  puis- 
que les  côtés  en  sont  inconnus.     Il 

nous  faut  donc,  pour  arriver  au  but  H  C  CP^  Cr 
désiré,  modifier  la  position  relative  des  données,  ce  qui  se 
fera  en  disposant  les  diagonales  et  l'angle  donné  de  ma- 
nière à  s'en  servir  comme  des  deux  côtés  d'un  triangle  ou 
parallélogramme.  A  cet  effet,  ayant  mené  par  les  points 
A  et  C  du  quad.  les  droites  EF,  HG  parallèles  à  BD  et  par 
les  points  B,  D  les  droites  FG,  EH  perallèles  à  AC,  ou  aura 
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dans  le  parallélogramme  EG  les  côtés  adjacents  et  l'angle 
inclus  pour  construire  la  fig.  Maintenant  on  voit  *(289) 
que  le  quad.  ABCD  est  moitié  du  parallélogr.  EG  et  ou 
remarquera  que  quoique  la  surface  du  quad.  puisse  se  dé- 
duire des  données,  il  est  cependant  impossible,  d'en  déter- 
miner les  côtés  ou  les  angles,  car  il  est  évident  que  les  diago- 
nales AC,  BD  pourraient  sous  un  angle  constant  0  s'intersec- 
ter  en  toute  autre  point  O'  sans  en  rieu  changer  la  surface 
A'B'C'D'  qui  est  encore  égale  au  demi-parallélogr.  EG. 

(768)  PROB.  Etant  données  les  positions  relatives  de 
deux  points  A,  B  et  d'une  ligne  CD,  mener  par  ces  points 
une  ciroonférence  de  cercle  qui  soit  tangente  à  cette 
ligne. 

Soient  les  données  AB,  BD 
parallèle  à  AC  perpendiculaires 
à  CD  ou  rencontraiit  CD  sous 
un  angle  donné  quelconque. 
Ayant  mené  BF  parallèle  à  CD, 
on  a  dans  le  triangle  AFB,  le 

côté  AB,  distance  entre  les  points  donnés,  AP=AC— BD  et 
un  angle  F=C  ou  D,  pour  trouver  l'angle  ABF  égal  à  l'an- 
gle 0  formé  par  le  prolongement  de  AB,  CD.  On  a  alors 
dans  BDO  un  côté  BD  et  les  angles  pour  trouver  BO  qui 
nous  donnera  (505)  EO=]/AO.BÔ^  On  aura  ensuite  DE= 
EO— DO,  distance  du  point  de  contact  E.  Le  centre  G  se 
trouvera  à  l'intersection  de3  lignes  EG,.KG  respectivement 
perpendiculaires  à  CD,  AB. 

(769)  PROB.  Faire  passer  par  un  point  donné  A  un 
arc  de  cercle  ABE  qui  soit  tangent  à  une  ligne  CD  en 
un  point  donné  B. 

On  a  vu  (473)  que  le  centre  du  cer- 
cle est  sur  la  perpendiculaire  BO 
menée  par  le  point  de  contact  B  de 
la  tangente  CD  ;  on  a  vu  aussi  (406) 
que  le  centre  du  cercle  est  sur  la 
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perpendiculaire  FO  menée  par  le  milieu  F  de  la  corde  AB  ; 
c-à-d.,  que  le  centre  0  de  l'arc  demandé  est  l'intersection  de 
BO,  FO. 

(770)  PROB.  Par  un  point  donné  A  ou  A'  décrire  un 
arc  de  cercle  AOP  ou  A'OP'  qui  soit  tangent  à  un  cercle 
ou  arc  de  cercle  donné  BOF,  en  un  point  donné  0. 

Ayant  trouvé  (411  ou  414)  le  centre  B 
Edu  cercle  ou  de  l'arc  donné  et  sachant 
(475)  que  si  deux  cercles  se  touchent 
soit  intérieurement,  soit  extérieure- 
ment, la  ligne  EG  qui  joint  leurs 
centres  passe  par  le  point  de  contact 
0  ;  il  est  clair  que  le  centre  C  ou  G 
du  cercle  voulu  se  trouvera  à  l'inter- 
section du  rayon  EO  ou  de  son  prolongement  OG  avec  la 
perpendiculaire  D'C'  ou  DG  au  milieu  de  la  corde  A'O  ou 
AO. 

(771)  PROB.  Mener  par  un  point  donné  A  un  arc  de 
cercle  APO   qui  se  raccorde  aveo  un  arc  donné  OBF, 

n'est  évidemment  qu'un 
cas  particulier  du  der- 
nier problème,  puis- 
qu'il est  nécessaire  (469) 
qu'au  point  de  jonction 
0  des  deux  courbes, 
chacune  d'elles  soit  tan- 
gente à  une  seule  et 
même  ligne  GH  perpen- 
laire  à  la  ligne  EC  qui 
joint  les  contres  du  cercle  donné  et  du  cercle  demandé. 

(772)  PROB.  Joindre  par  une  courbe  AEG  les  extré- 
mités A,  G  de  deux  ligne  j  parallèles  AB,  GD  de  longueurs 
inégales. 
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Les  parallèles  seront  évidem- 
ment tangentes  à  la  courbe,  aux 
points  de  jonction  A,  C  et  comme 
le  centre  d'une  courbe  tangente 
à  une  ligne,    est  situé    sur  la 
perpendiculaire  menée  au  point 
de  contact  et  qu'il  y  a  ici  deux 
perpendiculaires  AG,  CH  et  par  conséquent  deux  centres, 
la  courbe  AEC  sera  composée  de  deux  arcs  AE,  EC  ;  or  les 
deux  arcs  pour  former  une  courbe  qui  ne  soit  pas  brisée  au 
point  de  jonction  E  devront  nécessairement  avoir  une  tan- 
gente commune  PQ  et  leurs  centres  L,  H  sur  la  même  ligne 
droite  EH  perpendiculaire  à  PQ  au  point  de  contact  E.    A 
cet  effet,  ayant  joint  AC  et  mené  par  t  point  milieu  0  de 
cette  ligne  une  droite  EF  parallèle  à  i\B  ou  CD,  on  fera 
OE=OC  ou  OA  et  du  point  E  on  abaissera  (246)  sur  AC 
iir<e  perpendiculaire  EN  qui  coupera  AG,  CH  en  L  et  H 
centres  respectifs  des  arcs  AE,  EC.   Il  est  donc  à  démontrer 
que  cette  construction  donne  EL=AL  et  EH=CH  ;  or,  les 
triangles  rectangles  OKC,  ONE  sont  (322)   équiangles  et 
égaux   en  toutes  choses  à  cause  de  OC=OE  par  const.  ; 
donc,  EN=CK  et  0]Sr=OK    Maintenant  dans  le  quad.  OH 

il  est  clair  que  NH=KH  parceque  angle  N"=K,   et  que 

ON=OK;  donc,  EH  (ou  EN+NH)=CH  (ou  CK+KH).  On 

voit  aussi,  à   cause  des  triangles  rectangles  égaux  AGO, 

ENO  que  AG=EN  et  OG=ON;  d'où,  on  a  dans  le  quad. 

OL,  LN=LG  et  par  suite  AL  (ou  AG— LG)=EL  ou  EN- 

LN. 

(773)  PROK.     Mener  à  un  cercle 

HEG,    une  tangente   AB   qui  fasse 

avec  une  ligne  AC  don€  on  connaît 

la  position,   un  angle   donné    BAC. 

On  n'a  qu'à  mener  FD  perpendiculaire 

à   AC,   et  à  faire  angle  DFE=BAC 

pour  déterminer  le  point  de  contact  E. 
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(774)  PROB.  Mener  à  un  cercle  donné  A  une  ligne 
CD  qui  lui  soit  tangente  et  qui  coupe  sur  un  autre 
cercle  donné  B  uij  segment  voulu  EOD. 

Avec  un  rayon  AF=AC— 
BG,  décrivez  un  arc  F  et  du 
point  B  menez  (491)  BF  tan- 
gente à  cet  arc.  Menez  AF 
uu  point  do  contact  F,  c-à-d., 
perpendiculaire  à  BF  et  pro- 
longez jusqu'en  C;  menez 
BG  perpendiculaire  à  BF  et  par  les  points  C  et  G  menez  CD. 

Autrement,  du  centre  B  décrivez  un  arc  G  et  par  le  pro- 
blème suivant  menez  CD  tangente  à  cet  arc  et  au  cercle  A. 

(775)  PROB,  Mener  à  deu.^  cercles  donnés  A,  B  uno 
tangente  CD  ou  EF  du  même  côté  ou  de  côtés  opposés. 

Ff-'ves  au  centre  A  uu  arc 
G  avec  rayon  AG  =  AC— 
BD,  par  le  point  B  menez 
(491)  BG  tangente  à  l'arc 
G,  faites  AC,  BD  perpen- 
diculaires à  BG  et  joignez 
CD  tangente  du  même 
côté.  'Pour  EF,  au  centre  B,  décrivez  un  arc  H  avec  rayon 
BH=AE+BF,  menez  AH  tangente  à  H,  AE,  BH  perpen- 
diculaires à  AH  et  joignez  EF  tangente  de  côtés  opposés.  ' 

(776)  PROB.  Par  deux  points  donnés  A,  B  décrire 
un  cercle  ABD  qui  bisseote  une  oirconférenoe  donnée 
CO^. 

Soit  F  le  centre  du  cercle  donné,  me- 
nez la  droite  AFD  et  parce  qu'on  connaît 
AF  et  CF=EF=|CE,  on  aura  (572)  FD= 
CF.FE.    Ayant  fait  AH=HD=JAD,  les 

AF 
perpendiculaires  HG,  KG  détermineront 
le  cehtre  G  du  cercle  voulu. 
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(T77)  PROB.  Par  un  point  donné  A  hors  d'un  oerole, 
mener  une  sécante  AB  qui  retranche  du  cercle  un 
arc  donné  BDC. 

Puisque  l'arc  BDC  est  don- 
né, on  en  connaît  la  corde 
BO,  et  on  a  AD=i/ÎBrÂ(J  ; 
mais  comme  on  ne  connaît 
ni  AB  ni  AC,  menons  par 
le  centre  O  du  cercle  la  sé- 
cante AOR  qui  nous  don- 
nera AL  et  AR,  puisque  le  cercle  est  donné  ainsi  que  la 
position  du  point  A  ;  or  on  a  maintenant  AB  AC= ARAL 
=  AD^  et  on  trouvera  par  la  méthode  du  par.  (378)  AE  (ou 

AC+iBC)=v'AB.AC+EC*'*  ou  AE=1^ÂD^+ËC^,  car  BC 
est  une  ligne  bissecté^  en  E  et  prolongée  jusqu'en  A.  On 
aura  alors  AC=AE— EC  et  du  centre  A  avec  rayon  AC  on 
intersectera  le  cercle  donné  en  C,  par  lequel  et  par  le  point 
A  menant  une  droite  ACB,  le  problème  sera  résolu. 

Autre  solution.  Ayant  mené  (2225)  en  un  endroit  quel- 
conque du  cercle  une  corde  FG=BC,  on  décrira  avec  un 
rayon  OQ  égal  à  la  perpendiculaire  menée  du  centre  O  sur 
cette  corde,  un  arc  QN  auquel  on  mènera  (491)  la  tangente 
AH  qui  donnera  (461)  HK=FG  et  par  conséquent  (403) 
arc  HK«arc  FRG=^BDC. 

(T78)  PROB.  Sur  le  diamètre  prolongé  d'un  qerole, 
trouver  un  point  C  tel  que  la  somme  des  tangentes  CD, 
CG  menées  de  ce  point  soit  égale  au  diamètre  ainsi  pro- 
longé. 

Puisque  AC=CD-|-CG=2CD 
et  que  AC=CE-f  ED,  on  a  (68 
Ax.)  EC+ED=2DC.  Ayant  fait 
EF=EC,  on  a  l'angle  F=BHD 
=JBED;  d'où  il  est  clair  que 
pour  résoudre  le  prob.  il  n'y  a 
qu'à  faire  un  angle  BED  =  au 
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double  d'un  angle  F  d'un  triangle  CDF  dont  un  côté  DF 
est  le  double  de  l'autre  DC  ;  la  perpendiculaire  DC  inter- 
sectera  alors  le  rayon  prolongé  EB  en  C,  le  point  cherché. 

(T79)  PROB.  Trouver  sur  une  ligne  AB  un  point  F 
tel  que  deux  lignes  FO,  FD  menées  de  oe  point  à  deux 
autres  points  donnés  C,  D,  contiennent  un  angle  droit. 

Joignez  CD  et  avec  rayon  ED  ou 
EC=JCD,  décrivez  ledemi-cercle  CFD 
qui  intersectera  la  ligne  donnée  AB 
en  F,  G,  chacun  desquels  répond  au 
prob.  Il  est  clair  que  si  CD<AC+BD 
le  prob.  ne  pourra  se  résoudre,  puisqu'on  aurait  alors  EH> 
ED  et  le  cercle  n'intersecterait  pas.  Si  le  cercle  touchait 
AB  en  H,  le  point  de  contact  répondrait  au  prob. 

(780)  PROB.  Décrire  un  cercle  ABC  qui  soit  tangent 
à  un  cercle  donné  EBD  et  à  une  ligne  AF  en  un  point 
donné  A  de  cette  Ugne. 

Supposons  le  problème  résolu  et 
que  H  soit  le  centre  du  cercle  voulu 
et  B  le  point  de  contact  ;  ayant  me- 
né BC,  BA,  l'angle  B  sur  ce  dia- 
mètre AC  sera  droit.  Joignons  par 
une  droite  les  points  D,  E  où  BC, 
BA  intersectent  le  cercle  donné  ; 
DE  sera  un  diamètre,  à  cause  de 
l'angle  droit  B  et  ce  diamètre  sera 
parallèle  à  AC  ;  car  on  a  dans  lec  tri-         Y  A 

angles  isocèles  BGE,  BHA,  l'angle  en  B  commun,  et  en 
conséquence  l'angle  au  sommet  BGE  égal  à  BHA.  Il  suit, 
que  pour  trouver  le  point  de  contact  voulu,  il  suffira  de 
mener  dans  le  cercle  donné  un  diamètre  DE  parallèle  à  la 
perpendiculaire  AC.  On  mènera  ensuite  par  le  point  d'in- 
tersection E  la  droite  AEB  qui  déterminera  le  point  B  et 
par  suite  la  direction  de  la  droite  BGH.    Cette  dernière 
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fixera  sur  la  perpendiculaire  AC   le  centre  II   du  cercle 
cherché. 

On  observera  que  la  droite  AD  menée  du  point  A  à 
l'autre  extrémité  D  du  diamètre  ED  déterminera  en  O  un 
second  point  de  contact  et  que  le  rayon  GO  prolongé  fixera 
sur  AC  le  centre  K  d'un  cercle  AOL  qui  touchera  extérieu- 
rement le  cercle  donné. 

(781)  PROB.  Si  on  avait  à  reUer 
ou  à  raccorder  par  une  courbe  AEO 
les  extrémités  A,  C  de  deux  lignes 
droites  A6,  CD  données  en  position  ; 

il  y  aurait  à  décrire  un  arc  CE  avec  un 
rayon  arbitraire  FC  moindre  que  la 
perpendiculaire  ¥N  ;  puis  à  trouver, 
par  la  méthode  du  dernier  par.  le 
centre  G  d'un  arc  ALE  tangent  à  AB 
et  à  l'arc  CE. 

Si  on  prenait  pour  premier  rayon  de  la  courbe  une  ligne 
OC  qui  fût  égale  à  la  perpendiculaire  OH,  il  est  clair  que  la 
courbe  CKH  décrit  avec  ce  rayon  toucherait  en  H  la  partie 
prolongée  AH  de  la  ligne  AB  ;  dans  ce  cas  HO  prolongée 
ne  rencontrerait  pas  AG  et  le  second  rayon  AG  serait  infini, 
c-à-d.,  que  le  reste  AH  de  la  courbe  serait  une  ligne  droite. 

(782)  PROB.  Avec  mi  rayon 
donné  CD  décrire  un  cercle  qui 
soit  tangent  à  deux  autres  cer- 
cles donnés  A,  B. 

Supposons  la  chose  faite,  on  au- 
ra AC=AD+CD  et  BC=BE+CE 
(ou  CD)  pour  fixer  le  point  C. 

(783)  PROB.  Par  un  point  donné  A,  décrire  un  cercle 
P  qui  soit  tangent  à  deux  cercles  donnés  B,  C. 


II  du  cercle 
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Supposons  la  chose 
faite;  on  a  les  trian- 
gles isocèles  OCM, 
LBN  équiangles  à 
MPL,  et  parcequo  P= 
LBN  on  a  BN  parai. 
CP;d'oiiGBN-:ECM 
et  GLN  (ou  iGBN)= 
EDM(ou^ECM).  Les 
triangles  LGH,  T>}/IK  sont  donc  semblables  et  donnent 
HG:HM::HL:HD;  ce  qui  donne  HD.IIG=-HM.HL= 
HK.HA.  Il  y  a  donc  à  trouver- H;  or  les  triangles  sem- 
blables BMI,  CiMH  donnent  BH  :  CH  ::  BN  :  CM  ou  CM— 
BN":  BN  ::  CH— BH  :  BH.  On  trouvera  maintenant  dans  le 
cercle  requis  un  nouveau  point  K  en  faisant  HAiHL:: 
HM  :  IIK  ou  HA:  HG  :: HD  :  HK  ce  qui  réduira  Je  prob.  à 
celui  du  par.  (725)  où  l'on  demande  à  décrire  un  cercle 
tangent  à  un  cercle  et  passant  par  deux  points  donnés. 

(784)  PROB.  Par  un  point  donné  A,  décrire  un  cercle 
H,  qui  soit  tangent  à  un  cercle  D  et  à  une  ligne  BC. 

Soit  O  le  point  de  contact, 
ayant  mène  et  prolongé  BO, 
on  aura  EF,  diamètre  du  cercle 
D  parallèle  à  BG  diam.  du  cercle 
H  à  cause  des  triangles  isocèles 
équiangles  FDO,  BHO  et  la 
droite  FEC  sera  par  conséquent 
perpendiculaire  à  BC.  Mainte- 
nant, .EB  est  un  quad.  capable  d'être  inscrit  dans  un  cercle, 
C  et  O  étant  droits  et  suppléments  l'un  de  l'autre  ;  d'où  on 
tire  FA.FG=-FB.FO=FC.FE;  doncon  obtient  G  en  faisant 
FA:FC::FE:FG,  et  le  prob.  se  réduit  à  celui  de  faire 
passer  par  deux  points  donnés  A,  G  un  cercle  qui  soit 
tangent  à  un  cercle  (725)  ou  à  une  ligne  (768). 
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(785)  PROB.  On  a  la  corde  AB  et  la  iièohe  EC  d'un 
aro  ACB  pour  en  trouver  le  rayon,  l'angle  D  au  centre 
et  la  longueur. 

Ayant  trouvé  par  la  méthode  du 
par.  (540)  le  rayon  AD=BD,  on  aura 
le  centre  D  à  l'intersection  des  arcs 
décrics  avec  les  rayons  AD,  BD  et  par 
suite  l'angla  ADB. 

Pour  ce  qui  est  de  la  longueur  de 
l'arc,  il  y  aura  à  trouver  d'abord  (686)  la  longueur  de  la 
circonférence  entière  et  à  faire  (Prop.  XXXIV  et  720)  4 
angles  droits  :  ADB  ::  circonférence  entièr'e  :  ACB. 

Si  on  avait  l'angle  D  et  la  longueur  ACB  de  l'arc, 
pour  trouver  le  rayon;  on  ferait  D:4  angles  droits:: 
ACB: circonférence  entière  et  on  aurait  (687)  le  diamètre 
en  faisant  3.1416  : 1  ::  cire.  :  diam. 

(786)  PROB.  Trouver  sur  iine  ligne  donnée  CF  un 
point  F,  tel  que  de  ce  point  on  puisse  mener  à  deux 
autres  points  donnés  A,  B  des  lignes  égales  AF,  BF. 

Puisque  AF  doit  être  =BF, 
AFB  est  isocèle  et  il  est  clair 
que  F  est  situé  à  l'intersection 
de  la  ligne  donnée  par  la  per- 
pendiculaire DF  menée  du  mi- 
lieu D  de  la  ligne  qui  joint  les 
deux  points  donnés. 

(787)  PROB.  D'un  point  donné  A  mener  une  ligne  AB 
qui  retranche  de  deux  autres  Ugnes  CD,  CE  des  parties 
égales  CH,  CB. 

Il  suffit  de  faire  remarquer  que  AB 
formera  avec  les  lignes  données  un  tri- 
angle isocèle  BCH  et  que  si  AF  est  per- 
pendiculaire à  CE  ou  aura  (322)  l'angle 
BAF=HCQ=iHCB,  pour  indiquer  de 
suite  l'opération  à  faire. 
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(788)  PROB.  Mener  d'un  point  donné  D  &  une  lig^e 
AC,  une  droite  DF  qui  soit  bisAeotée  en  O  par  une  se- 
conde ligne  AB  rencontrant  la  première  sous  un  angle 
donné  A. 

Puisqu'on  doit  avoir  DO=FO; 
si  on  mène  DE  parallèle  à  AC  et 
qu'on  fasse  AF=DE,  les  triangles 
semblables  AOF,  DOE  donneront 
DO:FO::DE:AF. 

Si  D'  était  entre  les  lignes  don- 
nées, on  ferait  AF'=2D'E'  ou  E'0'= 
AE',  pour  avoir  0'D'=DF'. 

(789)  PROB.  Mener  de  deux  points  donnés  A,  B,  à  une 
ligne  CF,  deux  droites  AC,  BC  qui  rencontrent  cette 
ligne  sous  des  angles  égaux  ACF,  BCD. 

Ayant  mené  BE  perpendiculaire  à  CD 
et  fait  DE=DB,  la  droite  AEO  coupera 
OP  en  C  sommet  des  angles  égaux  vou- 
lus. 

Observons  aussi  que  la  ligne  A'C'B'= 
A'C'E'  est  évidemment  la  plus  courte  que 
l'on  puisse  mener  de  A'  à  B'  pour  ren- 
contrer la  ligne  donnée  D'F  ;  car  A'^ -|-tj^  B'= A'G'+  G'E'> 
AE'  ;  et  si  on  avait  à  mener  entre  deux  points  une  ligne 
qui  fût  la  plus  courte  possible  et  qui  dût  rencontrer  en 
chemin  deux  autres  lignes,  on  voit  de  suite  comment  on 
y  parviendrait. 

(790)  PROB.  Inscrire  dans  un  triangle 
ABC  une  ligne  EF  d'une  longueur  donnée 
et  dans  une  direction  donnée. 

Soit  AD  dans  la  direction  voulue  ;  faites 
AK=EF,  menez  KF  parallèle  à  AB,  et 
EF  parallèle  à  AD. 
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(791)  PROB.  Trouver  sur  le  côté  BCd'un  triangle  ABC 
un  point  H,  tel  que  la-  somme  des  perpendiculaires  HK, 
HL  menées  de  ce  point  aux  autres  oôtés  du  triangle,  soit 
égale  à  une  ligne  donnée  a  b. 

Soit  AN=a  6  et  perpendicu- 
laire à  AB  ;  ayant  mené  I^E 
parallèle  à  AB  et  EF  parallèle 
à  AN,  on  aura  EF==AN=a  b  et 
EF  sera  perpendiculaire  à  AB 
et  parallèle  à  HL.  Supposant 
maintenant  la  chose  faite,  et 
que  DH  soit  parallèh  à  AB, 
on  aura  PF=HL  et  par  con- 
séquent PE=HK  ;  d'où  il  suit 
que  pour  résoudre  le  prob.,  il  faut  faire  AG=  AE  et  mener 
EG  qui  coupera  BC  en  H  le  point  voulu  ;  car,  dans  les 
triangles  rectangles  DKH,  DPE,  on  a  HK=PE,  angle  D 
commun  et  (322)  angle  DEP=DHK  (les  côtés  DH,  HK 
étant  perpendiculaires  aux  côtés  DE,  PE)  ce  qui  donne 
DE=DH  et  le  triangle  EDH  par  conséquent  isocèle  et  sem- 
blable à  EAG. 

(792)  PROB.  Dans  un  triangle 
quelconque  ABC,  on  a  la  "base  AC 
et  le  côté  DL  du  carré  inscrit, 
pour  construire  le  triangle. 

On  a  AO:DL::BF:BE  ou  divi- 
dendo  AC— DL  :  DL  ::  BF— BE  :  BE, 
pour  trouver  BF=EF  (ou  DL)  -f  BE. 

(793)  PROB.  Inscrire  un  carré  FG  dans  un  pentagone 
réguUer  ABCDE. 
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Soit  AH  =  AK  et  HN^HK^ 
ayant  joint  et  prolonge  AN"  jusqu'en 
G  et  mené  LG  parallèle  à  KN,  il 
est  clair  qu'on  trouvera  LG  côté 
du  carré  cherché  en  faisant  AN  : 
KN::AG:LG  à  cause  des  trian- 
gles semblables  AKN,  ALG  ;    ou 

par  constr.  en  menant  ANG,  AP,  ^  ^ 

joignant  PG  et  sur  PG  construisant  le  carré  demandé. 

(794)  PROB.  Inscrire  dans  un  triangle  isooèle  ABC 
trois  cercles  E,  F,  D  tangents  entre  eux  et  aux  côtés  du 
triangle. 

Ayant  mené  CP  perpendiculaire  à 
AB,  on  a  AP=BP  et  le  cercle  E=F 
qu'on  inscrira  dans  les  triangles  CPB, 
CPA  par  la  méthode  du  par.  (630). 
Soient  GH,  LK  respectivement  paral- 
lèles à  AC,  BG  et  à  des  distances  de 
ces  dernières  égales  au  rayon  CE  des 
cercles  déjà  décrits  ;  il  est  clair  que  le 
cercle  voulu  D  sera  concentrique  à  celui  qui  passant  par  les 
centres  E,  F  serait  tangent  à  LK,  GH  ;  d'où  on  tire  que 
pour  trouver  D,  il  y  aura  à  décrire  par  la  méthode  du  par. 
(768)  un  cercle  EFNR  passant  par  les  points  connus  E,  F 
et  tangent  à  l'une  ou  à  l'autre  des  lignes  LK,  GH. 

(795)  PROB.  Inscrire  trois  cercles  égaux  G,  H,  K  danfl 
un  cercle  donné  ABC. 

11  est  clair  qu'on  aura  DOE=EOF= 
DOF=un  tiers  de  quatre  angles  droits, 
et  que  les  centres  des  cercles  à  décrire 
se  trouveront  dans  les  bissectrices  OA, 
OB,  00  de  ces  angles.  Dans  le  tri- 
angle rectangle  OPH  on  a  l'angle 
HOP  ou  COF=i  EOF=J  de  4  angles 
droits,  et  l'anglo  OHP  par  conséquent 
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=  comp.  POH  ;  on  connaît  donc  l'angle  C=J  H,  pour  me- 
ner CP  et  par  suite  PH  perpendiculaire  à  OF  qui  fixera  le 
centre  H  et  le  rayon  HP  ou  HC  des  cercles  à  décrire. 

CÎSG)  PROBS.  Par  un  des  points  d'intersection  B  de 
deux  cercles,  mener  une  ligue  AC  qui  soit  bisseotée  en 
ce  point  ;  et  par  l'autre  point  d'intersection  Q,  mener  une 
ligne  NL  qui  soit  égale  à  la  première. 

Joignez  DE,  bisaectez  DE  en  O,  joi- 
gnez OB  et  menez  ABC  perpendicu- 
laire à  OB  ;  vous  aurez  AB=BC  ;  car, 
ayant  mené  EG,  DF  perpendiculaires 
à  AC  et  par  conséquent  parallèles  à 
OB  ;  FB  sera  =  BG,  à  cause  de  D0= 
OE,  et  comme  les  perpendiculaires 
DF,  EG  donnent  aussi  AF=FB  et 
BG=GC;  il  suit  que  AB=2FB=BC=. 
2BG. 

En  second  lieu,  pour  faire  NL=AC,  il  n'y  a  qu'à  mener 
NQL  parallèle  à  AC  ;  car,  ayant  abaissé  les  perpendiculaires 
CH,  BK,  AR,  il  est  clair  qu'on  a  HL=KQ=:BN",  ce  qui  rend 
semblables  les  triangles  rectangles  ARN,  CHL  et  donue 
AN=CL  et  AÎT  parallèle  à  CL  ;  d'où  NIj«^AC. 

(797)  PROB.  Fig.  du  dernier  par.  Avec  des  rayons 
donnés  DQ»  EQ,  décrire  deux  cercles  tels  que  la  ligne 
BQ  qui  joint  leurs  points  d'intersection  soit  égale  à  une 
ligne  donnée. 

Dan&  les  triangles  rectangles  DPQ,  EPQ,  on  a  PQ=JBQ, 
et  les  rayons  DQ,  EQ,  pour  trouver  DP,  EP,  ce  qui  donne 
ED=DP+EP. 

(798)  PROB.  Trouver  sur  une  ligne  AB  le  centre  C 
d'un  cercle  qui  soit  tangent  à  une  ligne  DE  et  à  un 
cercle  FGH. 

Rem.  Le  cercle  LH  est  supposé  passer  par  U  point  O,  et  la  distance  EK  être 
égale  au  rayon  OF,  comme  il  paraît  par  le  toxto. 
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Tl  est  clair  que  le  cercle  vou- 
lu DR  sera  concentrique  à 
celui  LOH  qu'on  décrirait 
pour  passer  par  le  centre  0 
du  cercle  donné  et  toucher  à 
une  ligne  LK  éloignée  de  la 
ligne  donnée  DE  d'une  dis- 
tance EK  égale  au  rayon  OF 
du  cercle  donné  ;  ce  qui  ré- 
duira l'opération  à  celle  do  trouver  sur  une  ligne  le  cen- 
tre d'un  cercle  tangent  à  une  ligne  et  passant  par  un 
point  donné.  Il  y  a  donc  à  trouver  sur  AB  un  point  C  tel 
que  la  perpendiculaire  CL  soit  égale  à  la  distance  CO  entre 
les  centres  des  deux  cercles, 

A  cet  effet,  ayant  joint  (et  prolongé  s'il  le  faut)  AO,  on 
prendra  sur  AB  un  point  arbitraire  P,  d'oii  on  mènera 
PQ=PN,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  mener  par  le  centre  0 
du  cercle  donné  une  droite  CO  parallèle  à  PQ,  pour  déter- 
miner le  centre  C  du  cercle  cherché  DR.  En  effet,  les  triangles 
semblables  ACO,  APQ  donnent  AC  :  AP  ::  CO  :  PQ  et  les 
triangles  semblables  ALC,  ANP  donnent  AC:AP::CL 
:  PN  ;  d'où  (75  Ax.)  CL  :  PN  ::  CO  :  PQ,  ou  ait.  CL  :  CO  :: 
PN  :  PQ.  Mais  PQ=PN  par  constr.  ;  donc  CO=CL  et  par 
conséquent  CT=CD. 

(799)  Sco.  Si  le  contact  des  deux  cercles  devedt  être 
intérieiur  ;  au  lieu  d'augmentci  la  distance  de  la  ligne  auxi- 
liaire LK,  d'une  quantité  EK  égale  au  rayon  du  cercle 
donné,  il  y  aurait  au  contraire  à  la,  diminuer  d'autant. 

(800)  PROB.  Mener,  parallèle  à  la  base  AB  d'un  tri- 
angle, une  ligne  DE  (D'Ë')  qui  soit  égale  à  la  somme  des 
segments  AD,  BE  (AD',  BE)  des  côtés  (prolongés)  com- 
pris entre  la  base  et  la  parallèle. 
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BissGcter  les  angles  A60, 
BAC  (ABE;  BAD)  ce  qui  dé- 
terminera, à  l'endroit  de  l'inter- 
section des  bissectrices  AF,  BF 
AF',  BF,')  le  point  do  trajet 
F  (F')  de  la  parallèle  voulue. 
Car,  la  construction  rond  isocèles 
les  triangles  BEF,  ADF  (BE'F',  AD'F')  a  cause  de  l'angle 
ABF=  son  ait.  EFB=:J  ABE=EBF,  etc. 

(801).  PROB.  Décrire  im  cercle,  dont  deux  rayons  CE, 
CD  à  angle  droit  "  triseotent  "  une  ligne  donnée  AB. 

Puisqu'on  doit  avoir  AF=FG=GB, 
les  triangles  rectangles  AKF,  FCG, 
GHB  seront  isocèles  et  égaux  et  dou- 
neront  BH=t=HG=CG=  etc.  ;  d'où  CG 

=ll^^FG'"^= JaB^  et  BC=>^5CG^- 
^  18 

(802)  PROB.  Trouver  un  point  O  tel  que  trois  lignes 
AO,  BO,  CO  menées  de  ce  point  à  trois  points  donnés 
A,  B,  C,  soient  entre  elles  dans  un  rapport  voulu  m:n:r. 
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Ayant  joint  et  divisé  AC  en  D 
dans  le  rapport  de  AO  :  CO,  et 
BC  en  L  dans  le  rapport  de  BO  : 
CO,  on  trouvera  (608)  les  rayons 
DF,  LE  de  deux  cercles  DOK, 
LOH  tels  que  l'on  ait  AO  :  CO  :: 
AD  :  CD  et  BO  :  CO  ;:  BL  :  CL.  Ces  deux  cercles  détermi- 
neront, à  l'endroit  0  de  leur  intersection,  le  point  demandé. 

(803)  PROB.  Pour  trouvar  le  côté  d'un  carré,  on  a  les 
distances  AO,BO,  CO  d'un  point  donné  O  à  trois  des 
angles  de  la  figure. 
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Il  est  clair  que  ce  prob.  est  analogue  au 
dernier  et  à  celui  du  par.  (7528).  On  don- 
nera donc  à  AB  une  valeur  arbitraire  qu'on 
divisera  en  F  pour  avoir  AF  :  BF  ::  AO  :  BO 
et  à  BC  une  longueur  arbitraire  égale  à  la 
première,  qu'on  divisera  en  E  dans  le  rap- 
port de  BO  :  CO  et  après  avoir  trouvé  la  valeur  hypothé- 
tique de  AO,  BO  proportionnelle  à  celle  de  AB,  on  fera, 
longueur  supposée  de  AO:AO::  longueur  supposée  de 
AB:AB. 

(804)  PROB.  Décrire  un  oerolis  B  qui  soit  tangent  à 
un  cercle  A  et  à  deux  lignes  CD,  EF. 

Soit  OP=RN=AQ,  le  cercle  voulu 
sera  concentrique  au  cercle  APN; 
ce  qui  réduit  le  prob.  à  celui  de  dé- 
crire un  cercle  passant  par  un  point 
donné  A  et  tangent  à  deux  lignes  ;  et 
puisque  (494)  le  cercle  voulu  aura 
son  centre  sur  la  bissectrice  BT  de 
l'angle  LTH=FSD,  le  prob.  devient 
celui  du  par.  (798). 

(805)  PROB.  Mener  par  un  point  donné  0  une  ligne 
DE  telle  que  la  somme  de  ses  distances  AD,  BE,  de  deux 
points  donnés  A,  B,  soit  égale  à  sa  distance  HC  d'un 
troisième  point  G. 

Ayant  joint  et  bissecté  AB  en  F, 
on  divisera  CF  en  K  de  'manière  à 
avoir  CK:KF::CH:;AD+BE::CH: 

2 
FG  ;  c-à-d.,  on  fera  CK  :  CF  ::  2 : 3.  Les 

points  K  et  0  détermineront  la  direc- 
tion DE  de  la  ligne  demandée. 

Si  CH  devait  avoir  à  AD+BE  ur  rapport  autre  que  celui 
de  l'égalité,  soit  m  :  n,  il  est  clair  qu'où  ferait  encore  CF  :  CE 
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::mH-^v2:în,  et  si  AD,  BE,  CH,  au  lieu  d'être  perpendicu- 
laires à  DE,  devaient  rencontrer  cette  ligne  sous  un  angle 
donné  quelconque,  la  manière  de  résoudre  le  prob.  serait 
encore  la  même. 

(806)  PROB.  On  demande  à  trouver  sur  une  ligne  AE, 
un  point  D  tel  que  l'angle  BDC  sous-tendu  en  ce  point 
par  deux  autres  lignes  DB,  DC  menées  aux  extrémités 
d'une  quatrième  ligne  BC  perpendiculaire  à  la  première 
mais  éloignée  d'elle  d'une  distance  connue  AB,  soit  le 
plus  grand  possible. 

Avec  un  rayon  FC=FD=AG= AB+ 
JBC,  décrivez  le  cercle  DBC  ;  le  point 
de  contact  D  sera  le  point  voulu  ;  car, 
BDC=^BFC  et  pour  que  BDC  fût  plus 
grand,  il  faudrait  que  BFC  fût  aussi 
plus  grand  ou  ce  qui  (268)  est  la  même 
chose,  que  le  cercle  passant  par  les 
points  donnés  B,  0,  fût  d'un  plus  petit  rayon  HO  ;  mais  un 
cercle  BCK  décrit  avec  un  rayon  moindre  que  FD  ou  AG 
ne  rencontrerait  pas  la  ligne  AE,  et  le  sommet  D  de  l'angle 
étant  dans  ce  cas  hors  de  la  ligne,  ne  remplirait  pas  l'autre 
condition  du  problème. 

(807)  PROB.  Trouver  dans  un  triangle  quelconque 
ABC  dont  aucun  angle  n'excède  le  tiers  de  quatre  angles 
droits,  un  point  O  tel  que  les  trois  angles  sous-tendus 
en  ce  point  par  les  lignes  menées  aux  extrémités  des 
côtés,  soient  égaux  l'un  à  l'autre. 

Il  suffira  de  décrire  sur 
deux  des  côtés  du  triangle 
donné  des  cercles  capables 
de  contenir  des  angles  cha- 
cun égal  au  tiers  de  deux 
angles  droits.  L'intersec- 
tion O  de  ces  cercles  fixera  le  point  voula. 
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La  nécessité  de  la  restriction,  qu'aucun  angle  6  n'excède 
AOG  ou  le  tiers  de  4  angles  droits,  est  évidente. 

Si  les  trois  angles  en  O,  au  lieu  d'être  égaux,  devaient 
avoir  l'un  à  l'autre  un  rapport  donné  (720),  mais  toujours 
tel  que  le  plus  grand  des  angles  n'excédât  pas  le  plus  grand 
an^le  du  triangle  donné  ;  il  est  clair  qu'on  aurait  comme 
auparavant  à  faire  sur  les  côtés,  des  cercles  contenant  des 
angles  respectivement  égaux  aux  suppléments  des  angles 
en  0. 

Les  sommets  d'un  triangle  n'étant  que  des  points,  l'énon- 
cé du  prob.  pourrait  encore  se  traduire  :  trouver  un  point 
tel  que  les  angles  sous-t;endus  en  oe  point  par  des  lignes 
menées  à  trois  autres  points,  aient  l'un  à  l'autre  an  rap- 
port donné  ;  eu  égard  toujours  à  la  restriction  d^t.  établie. 

(808)  PROB.  Trouver,  sur  la  partie  prolongée  AF  du 
diamètre  d'un  oeide,  un  point  E  tel  que  la  tangente  EO 
menée  de  oe  point  au  cercle,  soit  égale  à  la  distance  EF 
du  même  point  à  l'extrémité  F  du  diamètre  prolongé. 

Puieiue  DCE  est  un  angle  droit, 
on  a  DCG+ECF  (supplément  de 
DCE)  aussi  égal  à  un  angle  droit  ; 
et  à  cause  des  triangles  isocèles  ^\ 
CDG,  CEF,  on  a  EFC=ECF  et 
DGC=DOG;  d'oùF+I>GF=  un 
angle  droit  et  le  triangle  GDF  est  par  conséquent  rectangle 
en  D  ;  ce  qui  indique  que  pour  résoudre  le  prob.,  il  faut 
mener  DG  perpendiculaire  à  DP  et  au  point  d'intersection 
C  mener  CE  perpendicvilaire  à  J)C. 

(809)  PROB.  Par  un  point  donné  A  hors  d'un  cercle, 
mais  qui  ne  soit  pas  plus  éloigné  que  d'un  diamètre, 
mener  une  sécante  ou  une  ligne  AC  qui  soit  bisseotée 
en  E  par  le  cercle. 
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Puiscjue  AO.AE=AD^  et  que 
AE=EC,  onaAC=>^2AD2;  on 
a  donc,  dans  le  triangle  isocèle 
CBE,  les  côtés,  pour  trouver 
l'angle  C,  et  par  suite,  dans  le 
triangle  ABC  on  a  l'angle  C  et 
les  côtés  AC,  BC,  pour  trouver  l'angle  BAC. 

Autrement:  sur  AD  comme  diam.  on  fera  le  demi-cercle 
AGD  qu'on  bisseçtera  en  G  pour  avoir  (à  cause  du  triangle 
rectangle  isocèle  AGD)  AG=DG=V^fÂD,  et  au  centre  A 
avec  le  rayon  AG  on  intersectera  le  cercle  donné  en  E  par 
lequel  on  mènera  la  droite  demandée  AEG. 

Si  la  ligne  à  mener  devait  être  telle  que  la  partie  EC 
dans  le  cercle  fût  égale  à  Tine  ligne  donnée,  on  aurait 
dans  le  triangle  CBE  les  côtés  pour  trouver  la  perpendicu- 
laire BF,  et  avec  BP  décrivant  l'arc  F,  il  ne  resterait  qu'à 
mener  AFC  tangente  à  l'arc  F. 

(810)  PROB.  Faire  passer  par  deux  points  donnés  A,6, 
im  cercle  qiii  intersecte  ime  ligne  CD  donnée  en  posi- 
tion, en  un  point  C  ou  D  tel,  qu'un  diamètre  mené  par  ce 
point,  fksse  avec  la  ligne  donnée  un  angle  déterminé 
CDN. 

Ayant  bissecté  AB  en  E  et  élevé  la 
perpendiculaire  EF,  on  prendra  un 
point  arbitraire  G,  d'où  on  mènera 
G  H  pour  rencontrer  CD  sous  un  an- 
gle CHG=CDN  ;  puis  on  fera  GK:= 
GH  et  on  mènera  AL  parallèle  à  GK. 
L'intersection  L  sera  le  centre  du 
cercle  voulu  ;  car  les  triangles  sem- 
blables ALF,  KGF  et  DLF,  HGF  donnent  DL: AL:: 
ÏÏG  :  KG  ;  d'où  DL=AL. 
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(811)  PROB.  De  deux  points  donnés  D,  C,  mener  deux 
lignes  DE,  CE  se  rencontrant  sous  un  angle  voulu  et  in- 
terceptant sur  une  autre  ligne  AF  donnnée  eu  position 
une  partie  AB  égale  à  une  ligne  donnée. 

Ayant  joint  DC,  menez  CG 
parallèle  et  égal  à  AB,  joignez 
DQ-  et  sur  DG  faites  un  cercle 
capable  de  l'angle  donné  E,  joi- 
gnez et  prolongez  DA  et  menez 
CE  parallèle  à  AG.  Il  est  clair 
(271)  que  la  constr.  donne  AB= 
CaetE=A. 

(812)  PROB.  Prolonger  une  ligne  donnée  AB,  d'une 
quantité  BC,  qui  soit  moyenne  proportionnelle  entre  la 
ligne  ainsi  prolongée  AC  et  la  ligne  donnée. 

Prolongez  AC  d'une  quantité  CD= 
AB,  sur  AD  faites  le  demi-cercle 
AFD;  la  perpendiculaire  BF  étant 
(530,  2°)  moyenr«  proportionnelle 
entre  AB,  BD  ou  AB,  AC,  sera  en  ^  B  B  C  B 
conséquence  égale  à  BC.  Donc,  dans  le  triangle  rectangle 
EBF  on  a  le  rapport  de  BE  à  BF  (1 : 2)  pour  trouver  (523) 
les  angles.  Dans  le  triangle  isocèle  DEF  on  a  maintenant 
angle  E=  sup.  BEF  et  par  suite  l'angle  DFE,  ce  qui  dans 
le  triangle  rectangle  ABF  nous  donne  l'angle  AFB=AFD 

(droit)  moins  BFE+DFE,  et  un  côté  AB,  pour  trouver  BF 
la  moyenne  proportionnelle  requise. 
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(818)  PROB.  On  donne  dans  un  triangle  rectangle 
ABC,  la  somme  AC+BC  des  oôtéa  et  la  perpendiculaire 
CT>,  pour  trouver  l'hypoténuse  AB. 

Ayant,  trouvé  par  la  méthode  du 
par.  suivant,  la  bissectrice  CF  de 
l'angle  droit  ACB^V^KAC+BCf, 
mené  le  diamètre  FL  et  fait  CK, 
GE  perpendiculaires  à  FL,  CF,  on 
voit  que  le  quadrilatère  CEGK  peut 
être  inscrit  dans  un  cercle,  à  caut^^e 
des  ungles  droits  en  E,  K  Y- 
donne  FK.FG=FC.FE  ;  or,  IFdi  -^2FE^  ou  2EC^  à  cause 
de  la  corde  FC  bissectée  en  li  par  i.  perpendiculaire  GE 
menée  du  centre. 

Soit  H  le  point  milieu  de  GK,  KG  est  une  ligne  bissectée 
en  H  et  prolongée  jusqu'en  F  et  donne  (378)  HF^=FK.FG 
+GH^et  on  connaît  GH--JCD  ;  on  obtient  donc  FG=iAB 

^t/fh'^-gh. 

(814)  PROB.  Trouver  la  bisseotrice  FC  de  l'angle  droit 
d'un  triangle  rectangle  ABC  inscrit  dans  im  cercle. 

Soit  FD  perpendiculaire  à  AC,  FEC 
sera  un  triangle  isocèle,  à  cause  de  l'an- 
gle F=ECF=JACB,  et  on  aura  EC= 
EF  et  ED=EA  ;  or  ED  ou  EA  est  la 
demi-différence  entre  BC  et  AC,  et  EC 
ou  EF  est  par  conséquent  la  demi-somme 
de  AC  et  BC  ;  maintenant  le  triangle  rectangle  FEC  donne 
FC^=EC2+EF^  ou  FC^=2EC^  et  par  conséquent  2FC''^= 
4EC^=(AC+BC)^  d'où  FC=i/kAC4-BC)2. 

(815)  PROB.  Inscrire  dans  un  cercle  ime  ligne  AB  qui 
soit  parallèle  et  égale  à  une  ligne  donnée  a  h. 


PBOBISMES. 


309 


onc  FG=JAB 


Par  le  centre  F  du  cercle  menez  le 
diamètre  CD  perpendiculaire  à  la  ligne 
donnée,  divisez  (873)  ce  diamètre  en 
E  de  manière  à  avoir  CE.ED  =  (J  a  6)^ 
par  le  point  E  menez  AB  parallèle  à  a  6 
et  par  conséquent  perpendiculaire  à  CD.         '''      • ^^ 

Prenons  occasion  d'observer  ici  que  de  toutes  les  cordes 
qu'on  puisse  mener  par  un  point  donné  E  dans  un  cer- 
cle, la  plus  grande  est  celle  CD  qui  passe  par  le  centre, 
et  la  moindre,  la  perpendionlaire  AB  au  diamètre  pas- 
sant par  ce  point  ;  ce  qui  est  évident,  (461)  à  cause  de  FQ 
moindre  que  FE  quand  la  corde  IIK  n'est  pas  perpendicu- 
laire au  diamètre  passant  par  le  point  donné. 

(816)  PROB.  De  trois  centres  donnés  A,  B,  C,  décrire 
des  cercles  qui  se  touchent  mutuellement. 

Un  cercle  CDE  décrit  concentrique  ,-■"        v^E 

au  cercle  demandé  A  donnera  AD= 
AC  et  BD=AB-AC  ;  mais  CF=DG.' 
=nK;  d'où  il  est  clair  que  BH-CH 
=AB— AC.  On  n'a  donc  qu'à  joindre 
les  points  donnés  par  des  droites  et 
et  à  diviser  (367)  l'une  d'elles  BC  en 
II  de  manière  à  avoir  la  difiérence 
BK  entre  ses  segments  CH,  BH,  égale  à  la  difiérence  BD 
entre  les  deux  autres  lignes  AC,  AJB. 

(817)  PROB.  Deux  cercles  A,  B  se  touchent  extérieu- 
rement ;  _  est  à  décrire  un  troisième  cercle  C  qui 
touche  aux  deux  autre.:,  et  à 
l'un  d'eux  en  un  point  donné 
D. 

On  a  dans  le  triangle  ABC,  un 
côté  AB,  un  angle  A  et  BO— AC 
=(816)  EB— AE,  pour  trouver 
BC  comme  suit. 
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(til8)  PROB.  On  a  dans  un  triangle  ABC  un  côté  BC 
l'angle  ACB  compris  par  oe  côté  et  le  plus  petit  des 
deux  autres,  et  la  difiISrenoe  BG  ou  AB— AC  entre  ces 
deux  autres  côtés,  pour  compléter  la  figure. 

Soit  CF=BG  ;  on  a  dans  le  triangle 
BCF  les  côtés  BC,  CF  et  l'angle  inclus 
C=  8up.  ACB,  pour  trouver  BF  base 
et  F  angle  à  la  base  du  triangle  isocèle 
BAF  et  de  là  AB,  etc. 

(819)  PROB.  On  a  les  quatre  côtés  d'im  quadrilatère 
inscrit  dans  un  cercle,  pour  trouver  les  angles. 

Les  triangles  semblables  ADO,  BCO               B 
donnent  AD:BC::OD:OC  et  les  tri- 
angles semblables  AOB,  DOC  donnent      tl[~ — <i -^C 

AB:DC:OA:OD;:OB:OC,  d'où  on 
obtient  en  nombre  proportionnels  les 
longueurs  relatives  de  OA,  OB,  OC,  OD. 
Maintenant  ces  longueurs  relatives  prises  deux  à  deux  don- 
neront le  rapport  de  AC  à  BD,  et  comme  on  connaît  (604) 
AC.BD=AJ5.CD+AD.BC,  on  fera  (561)  (appelant  ac,  bd,  les 
valeurs   hypothétiques  des   diagonales)  ac.bd:AC.BD::aJ^ 

:  AC^,  pour  trouver  AC=  l^AC^  et  par  suite  les  angles  re- 
quis. 

(820)  PROB.  Si  on  avait  dans  un  triangle  ABD  ins- 
crit dans  im  cercle,  la  base  AB,  la  somme  AP+DB  des 
côtés  et  la  bissectrice  DC  de  l'an- 
gle vertical,  prolongée  jusqu'à  la 
circonférence,  pour  construire  la 
figure  ;  on  obtiendrait  le  côté  AC  ou 
BC  du  triangle  isocèle  ACB  en  fe- 
sant  (605)  AD+DB  :  CD  ::  AB  :  AC 
ou  BC  ;  d'où  on  tirerait  angle  ADB 
=  sup.  AOB,  pour  terminer  ensuite 
la  solution  par  la  méthode  du  paV.  (729). 
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(821)  PROB.  Déterminer  sur  une  ligne  AB  un  point 
E  tel  que  ses  cUstanoes  de  deux  autres  points  donnés 
C,  D  sur  cette  ligne,  soient  proportionnelles  à  ses  dis- 
tances des  extrémités  A,  B. 

Puisqu'on  doit  avoir  EO:ED::       i — . — ^ -^ -» 

EA:EB  et  que  (94  et  96)  EA-    ACE 

EC :  EC  ::  EB-ED  :  ED  ou  AC  :  EC  ::  BD  :  ED  ;  il  est  clair 

qu'il  n'y  a  qu'à  diviser  (514)  CD  en  E  de  manière  à  avoir 

EC:EJ)::AC:BD. 

(822)  PROB.  Dans  im  triangle  rectangle  ABC,  on  a  la 
diôérenoe  CD,  BE  entre  l'hypoténuse  et  chacun  des 
côtés,  pour  trouver  le  reste. 

On  a  vu  (745)  que  DE^=2CD.BE  ; 
d'où  on  obtient  CB=-CD+l/2CD.BE 
+BE,  AC=CD+DE  et  AB=BE+ 

DE.  C~1ô         1  è 

(823)  PROB.  Dans  un  triangle  rectangle  (Fig.  du  der- 
nier par.)  on  a  un  côté  AC  et  la  diôérence  DE  entre  l'hy- 
poténuse et  la  somme  AC+ AB  des  côtés,  pour  compléter 
la  construction. 

Puisque- (745)  DE^=2CD.BE,  on  trouvera  BE=  DE^. 

2Cir 

(824)  PROB.  On  a  dans  un  triangle  ABC,  le  rectangle 
AB.AC  des  côtés,  le  rectangle  AD.BC  de  la  base  et  de  la 
bissectrice  de  l'angle  vertical,  et  le  rectangle  BD.DC  des 
segments  de  la  base  ;  trouver  les  côtés. 

Parce  que  (600)  BD.DC +AD^=AB.AC, 

on  obtient  AD=l/lB.AC-BDrDC  et 

AD.BC=BC  ;  maintenant  (572)  DE= 

AD 
BD.DC  et  (575)  EF.EG=EA.ED,  et 

^^  2 

comme  on  a  (530,  2°)  EG.GF=GC 

ou  (215)  jBC^    on  obtiendra  (357) 
EG=^EF.EG— GC^  et  EP  diamètre  du  cercle  circouscrit 
=EF.EG,  etc. 
1EG~ 
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(825)  PROB.  Mener  de  deux  points  donnés  A,  B,  à 
une  ligne,  deux  droites  se  rencontant  sous  le  plus  grand 
angle  possible  ACB. 

Le  Bominet  C  de  l'anglo  voulu  est 
au  point  de  contact  du  cercle  passant 
par  les  points  donnés  et  tangent  à  la 
ligne  donnée  et  se  trouvera  par  la  mé- 
thode du  par.  (768).  Il  est  clair  que 
tout  autre  sommet  D  ou  E  étant  hors 
du  cercle  ACB  donnera  (484)  uu  angle  ADB  ou  AEB 
moindre  que  ACB. 

Ce  prob.  est  analogue  à  celui  du  par.  (806)  qui  n'en  est 
qu'un  cas  particulier. 

(826)  PROB.  Trouver  sur  ime  ligne  DC  im  point,  tel 
que  la  difiërenoe  AC— BC  des  lignes  menées  à  oe  point, 
de  deux  autres  points  donnés  A,  B,  soit  un  maximum. 

Il  est  clair  que  cette  difieronce 
serait  la  plus  grande  possible  si  elle 
était  égale  à  la  distance  entière  AB 
entre  les  points  donnés  ;  ce  qui  au- 
rait lieu  si  AC,  BC  formaient  partie  d'une  seule  et  même 
ligne  droite  ;  donc,  etc.  Il  sera  d'ailleurs  facile  à  l'étudiant 
de  prouver  l'exactitude  ou  la  vérité  de  cette  assertion. 

(827)  PROB.  Trouver  dans  un  quadrilatère  ABCD  un 
point  tel,  que  la  somme  des  lignes  menées  de  ce  point 
aux  quatre  sommets  de  la  ûgjue  soit  un  m^"^"'""^- 

Il  est  évident  que  le  point  voulu  se 
trouvera  à  l'intersection  E  des  diagona- 
les du  qiiad.,  puisque  tout  autre  point  F 
donnerait  la  droite  AC(AE+EC)  moin- 
dre (161)  que  AF+FC  et  la  droite  BD 
(BE+ED)  moindre  que  BF+FD. 
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(8f28)  PROB.  Trouver  un  point  O  tel  que  la  somme  de 
ses  dlstanoes  de  trois  points  donnés  A,  B,  C,  soit  un  mi- 
nimum. 


On  est  d'abord  porté  à  croire  que  ce  point  est  le  centre 
du  cercle  circonscrit  aux  points  donnés,  ce  qui  a  lieu  quand 
ces  derniers  sont  disposés  de  manière  à  former  les  sommets 
d'un  triangle  équilatéral  ;  mais,  pour  se  convaincre  qu'il 
n'en  est  pas  toujours  ainsi,  il  suffit  de  considérer  que 
si  les  points  donnés  R,  Q,  S  étaient  disposés  de  manière  à 
no  s'éloigner  que  peu  de  la  ligne  droite,  le  centre  N  du 
cercle  circonscrit  serait  indéfiniment  éloigné,  et  la  somme 
NR+NQ+NG  de  ses  distances  indéfiniment  plus  grande 
que  celle  des  distances  IR,  IQ,  IS  d'un  point  I  plus  voisin 
que  K  des  points  donnés. 

On  se  demande  ensuite  si  le  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  ABC  ne  répondrait  pas  à  la  condition  voulue, 
comme  il  le  fait  dans  le  triangle  équilatéral  ;  mais  en  ayant 
de  nouveau  recours  à  un  cas  extrême,  celui  où  les  lignes 
reliant  les  points  donnés  V,  Y,  T  forment  un  triangle  ayant 
un  angle  Y  très  obtus,  on  voit  encore  qu'entre  le  sommet  Y 
de  l'angle  obtus  et  le  centre  Z  du  cercle  inscrit,  il  serait 
facile  de  trouver  un  autre  p  nnt  X,  tel  que  la  somme  XV4- 
XY+XT  de  ses  distances  des  points  donnés,  fût  moindre 
que  celle  des  distances  ZV,  ZY,  ZT  de  ces  pointa  au  centre 
du  cercle  inscrit. 
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Puisque  le  point  voulu  est,  en  général,  ni  celui  des  dis- 
tances égales,  ni  celui  (494)  des  bissectrices  des  angles  sous- 
tendus  aux  points  donnés  par  les  droites  qui  relient  ces 
points,  l'idée  nous  vient  de  faire  l'essai  d'un  point  O  tel  que 
les  angles  sous-tendus  en  ce  point  par  les  lignes  menées  aux 
points  donnés  soient  égaux  entre  eux,  et  cette  idée  est  fon- 
dée sur  une  certaine  analogie  qui  paraît  exister  entre  la 
proposition  actuelle  et  celle  des  périmètres  comparatifs  des 
figures  régulières  et  irrégulières  ;  connaissance  qui  nous 
est  déjà  acquise  (764)  et  qui  tend  à  démontrer  que  le  péri- 
mètre, la  somme  des  côtés,  ou  celle  des  distancée  qui  sé- 
parent les  points  d'une  figure,  est  d'autant  moindre,  autres 
choses  restant  égales,  quases  côtés  ou  distances,  et  par  con- 
séquent ses  angles  approchent  davantage  de  l'égalité, 
comme  dans  le  cas  du  triangle  équilatéral  oîi  OC=OJ=OM 
quand  les  angles  au  centre  COM,  COJ,  MOJ  sont  égaux. 

Le  point  O  est  en  eft'et  le  seul  qui  réponde  à  la  condition 
posée  ;  car,  soit  P  un  point  quelconque  autre  que  O,  on 
peut  démontrer  que  la  somme  des  distances  PA,  PB,  PC 
est  plus  grande  que  OA-fOB  +  OC.  Il  est  clair  que  le  pro- 
longement OD  de  la  droite  OC  est  la  bissectrice  de  l'angle 
AOB  et  donne  en  conséquence  AOD=BOD.  Faites  CE= 
CP,  joignez  EB  et  faites  AF-:(AP+PB)-EB  ;  le  point  F 
tomberaj  entre  E  et  O,  c-à-d.,  au  delà  de  AP,  car  dans  le 
triangle  APB,  la  somme  des  côtés  AP,  PB  étant  constante 
et  égale  par  constr.  à  AF+BE,  il  est  évident  que  la  diminu- 
tion EBP  d'un  des  angles  à  la  base,  ABP,  sera  suivie  d'une 
augmentation  correspondante  FAP,  do  l'autre  angle  à  la 
base  BAP.  Cela  posé,  on  fait  BL=BE  et  AK=AF,  d'où 
OL-j-OK=(OA+OB)-(PA+PB)  et  à  cause  de  EC=PC  on 
a  OE=PC— OC.  Ln  d'autres  termes  OE  est  l'excédant  de 
la  distance  PC  sur  OC  et  (OL+OK)  l'excédant  de  la  somme 
des  distances  OA,  OB  sur  celle  de  PA,  PB.  La  preuve  se 
réduit  donc  k  démontrer  que  OE  excède  OL-I-OK,  et  en 
effet,  ayant  mené  LG,  KH  respectivement  perpendiculaires 
à  OB,  OA,  les  triangles  rectangles  OLQ,  OKH  sont  tels 
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(à  cause  des  angles  LOG,  KOH=>  chacnn  les  $  d'un  angle 
droit)  que  OL-^OG  et  OK=-|OH  ;  d'où  OL  étant  moindre 
que  èOE  et  OK  moindre  que  JOF,  on  a  (OL+OK)  <0E. 

Autrement:  Si  la  considération  des  périmètres  compara- 
tifs nous  autorise  d'établir  pour  le  cas  du  triangle  équilaté- 
ral  UJM  que  le  point  O  des  angles  égaux  est  en  môme 
temps  celui  des  moindres  distances,  il  sera  facile  d'en  venir 
à  la  même  conclusion  pour  tout  autre  triangle  ABC  ;  car, 
ayant  fixé  (807)  dans  un  triangle  donné  quelconque,  le  point 
sommet  des  angles  égaux  et  superposé  ce  triangle  au  tri- 
angle équilatéral,  de  manière  à  faire  coiucider  le  sommet  et 
les  côtés  des  angles  égaux,  il  est  clair  que  les  points  donnés 
A,  B,  C  tomberont  sur  ces  côtes  ou  sur  leurs  prolongements 
et  que  les  minima  AM,  BJ,  UG,  (les  plus  courtes  distances 
(108)  entre  deux  points)  ajoutés  au  minimum  OJ-f-OM+OU 
donneront  un  minimum  OA+OB+OU,  parce  que  CM,  AM 
forment  partie  do  la  même  ligne  droite  OMA,  OJ,  BJ 
partie  d'une  même  ligne  droite  OJB  et  OU,  UO  partie  de 
la  même  droite  OUC. 

Il  suit  des  conclusions  précédentes  que  si  les  trois  points 
donnés  étaient  disposés  de  manière  à  comprendre  un  an- 
gle AOB  égal  aux,  ou  même  plus  grand  que  les  §  de  deux 
angles  droits,  le  sommet  de  l'angle  obtus  serait  lui-même 
le  point  des  moindres  distances. 

(829)  PROB.  Déterminer  im  triangle  rectangle  ABC 
dont  on  a  l'hypoténuse  AC  et  le  rayon  DE  du  oerole 
inscrit. 

A  cette  fin  on  a  dans  le  trian- 
gle ADC  la  perpendiculaire  DE, 
la  base  AC  et  l'angle    vertical 

ADC  =  B  +  A+C  =  IJ  angles 

2  ~ 
droits,  pour  trouver  (727)  le  reste. 
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(830)  PROB.  Dans  un  triangle  rectangle  ABC  on  a  les 
bissectrices  AD,  CE  des  côtés,  pour  former  le  triangle. 

CE2=BE2  +  BC^  =  BE^+ 
4BD2  et  AD2=BDV4BE'^  ; 
d'où  ED^  =  BE^  +  BD^  = 
AD^  +  CE^- 
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(831)  PROB.  Déterminer  un  tri 
angle  rectangle  ABC  dont  on 
connaît  l'hypoténuse  AC  et  le 
côté  DE  du  carré  inscrit. 

AC-DE:DE::BG-BF:BF, 
à  cause  (792)  des  triangles  semblables  ABC,  DBE. 

(832)  PROB.  Quand  le  carré  inscrit  du  dernier  pro- 
blème est  situé  de  manière  à  avoir  un  de  ses  sommets 
sur  l'hypoténuse  ;  le  problème  se 
réduit  à  celui  du  par.  (729)  où  on 
a  la  base  AC  d'un  triangle,  l'angle 
vertical  B  (angle  droit)  et  la  bissec- 
trice BD  de  l'angle  vertical  (diago- 
nale du  carré)  pour  déterminer  les  cOtés. 

(833)  PROB.  Déterminer  un  triangle  rectangle  dont 
on  a  le  rayon  KG  du  cercle  inscrit  et  le  côté  du  carré 
inscrit  FE  ayant  im  sommet  D  sur  l'hypoténuse. 

DK:KG::DB:BH;  or  DF: 
KL  ;:  BD  :  BK  et  DK=BD-BK. 
On  a  donc  dans  le  triangle  rec- 
tangle BHD  ce  qu'il  faut  pour 
déterminer  l'angle  BDC,  c-à-d., 
la  direction  de  l'hypoténuse  AC. 
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(834)  PROB.  On  donne  l'hsrpoténuse  AC  d'im  tri- 
angle rectangle  ABO,  et  la  difiërenoe  AE  entre  les 
lignes  AD,  CD  menées  des  angles  aigus  au  centre  du 
cercle  inscrit  ;  déterminer  le  triangle. 

Ou  a,  dans  le  triangle  ADC  la 
base  AC,  1  angle  opposé  D=B+ 
^  (A-{-C),  à  cause  des  bissectrice»» 
AD,  CD  de  ces  angles,  et  la  dif- 
férence AE  entre  les  côtés  ;  c-à-d., 
on  a  dans  le  triangle  AEC  deux 
côtés  AC,  A,E  et  l'angle  AEC=sup.  de  |  supplément  de  D, 
à  cause  de  ED=:CD,  pour  trouver  EC  et  le  reste. 

(835)  PROB.  Dét.erminer  le  rectangle  dont  on  a  la  dia- 
gonale et  le  périmètre  ;  ce  qui  se  traduit  : 

Déterminer  un  triangle  rectangle 
dont  on  a  l'hypoténuse  et  la  somme 
des  côtés.  Soit  ACB  le  triangle 
voulu  dans  lequel  on  a  AB,  AC-f 
CB  et  l'angle  droit  C.     On  trouve 

(814)  CF=:^{^JcBf  et  FK= 

2  "^ 
CF.FE  ;  d'où  on  a  GK  ou  son  égale 

■  FG 

CD  (hauteur  du  triangle)  égale  à  FK— FG  ou  à  FK— JAB. 

(836)  PROB.  Déterminer  iin  triangle  ABC  dont  on 
connaît  la  base  AC,  la  perpendiculaire  ou  hauteur  BE  et 
différence    AD    entre   les    côtes, 

n'est  autre  chose  que  trouver,  sur 

une  ligne  donnée  BF,  le  centre  B 

d'un  cercle  passant  par   un   point 

donné   C   et  tangent  à  un   cercle 

donné  A,  ou,  ce  qui  est  la  même 

chose,  décrire  un  cercle  tangent  à  un  cercle  et  qui  passe  par 

deux  points  donnés  C,  G  (FG  étant  =  FC  =  BE)  dont  on  a 

déjà  traité  au  par.  (725). 


$ 
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(837)  PROB.  Soient  donnés  la  base,  la  perpendioulaire 
et  le  reotangle  des  octtSs  d'un  triangle  ABC,  pour  le  dé- 
term/judr. 

On  obiiout  1^601)  Al),  rayon  du  cercle 
ciro<  nwcrit,  «J  An.HC.    Dans  ADC  ou 

a  maintenant  les  côtés  pour  trouver 
l'an.iïlo  ADC-2AnCot  le  par.  (727) 
in(li(|no  la  nianièro  d'achover  la  cons- 
truction. 

(838)  PROB.  Ayant  dans  un  triangle,  deux  côtés  et  la 
bisseotrioe  de  la  base,  déterminer  (393)  la  base. 

(839)  PROB.  On  a,  dans  un  triangle  les  côtés  qui  com- 
prennent l'angle  vertical  et  la  bisseo'tirioe  de  cet  angle 
pour  trouver  le  reste  ;  (.600),  (541)  et  (694). 

(840)  PROB.  Déterminer  un  triangle,  dont  on  a  la  base, 
la  somme  des  deux  côtés  et  la  bisseotrioe  de  la  base. 

0>i   trouve  (393)   AB^  +  BC'"^  =  ^U 

2Aiy^  (ou  h  AC^'')  -f2BD''^.  Soit 
maintenant  BE=BO,  ce  qui  donne 
AK=AB-f  BC  ;  on  a  (?^à9)  AE2= 
AB'^-|-BEV2AB.BE;  c  'où  AB.BE      A  JD  0 

==  AE'^-(A^'^4-BC'^);  onadonc  AB+BC  et  AB.BC  pour 

2' 
trouver  AB  et  BC  par  la  méthode  du  par.  (3"!  r 

(841)  PROB.  Déterminer  le  triangle  rectangle  dont  on 
a  le  périmètre  et  le  rayon  du  oerole  inscrit. 

Soit  CD=AB,  DE= 
AC;  alors  BE—  pôr. 
Pér.  X  FG=AB.AC= 

CD.DE.    OuaBE^ou     B  a      C  DE 

pér.  2  ^  (359)  BC2  +  CE*-^  +  2B0.CE  ;  or  CE^=  (359)  CD^ 
-fDE'^  :  iCD.DE  ;  donc,  substituant  à  CE**^  de  la  première 
équation,  sa  valeur  J.\u3  la  seconde,  on  a  BE'^=BC^-f  CD2+ 


"•v;1v" 
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UE'+2CD.DE-+  :KC.'C;J!:  ;  mais  on  a  dans  la  dernière  équa- 

ïiun  On^-I  DE'  -AB^4-ACr^=B('^  donc  BE'^=21îC^-f2CD. 

m    21ÎC.0E,  et  comme  (357)  RE.BC-1J0HTK1.CE,  oa  a 

BE^-2nE.BC+2CD.DE,  c-à-d.  que  BE'^^ -2CD.DE=2BE. 
BO  ;  d  oii  BC--BE.BC. 

Bl 

(842)  PROB.  Elever  en  un  point  P, 
à  déterminer  sur  une  ligne  donnée 
AI), une perpendioulaire  Vil  qui  étant 
suâisamnient  prolongée,  rencontre- 
rait au  point  0  de  leur  intersection, 
deux  autres  lignes  indéfinies  AD,  JiC 
menées  des  extrémités  de  la  première. 

A  cette  fin,  il  est  seulement  nécessaire  de  mener  aux 
lionnes  AD,  iiC,  les  perpendiculaires  BE,  AF  quié  tubliront 
(612)  au  point  G  de  leur  intersection  le  point  de  trajet  de 
la  perpendiculaire  voulue. 

(843)  PROB.  Déterminer  dans  un  triangle  donné  ABC 
un  rectangle  DE  dont  on  connaît  la  surface. 

Il  est  clair  que  la  perpendi- 
culaire B¥  partage  le  rectangle 
en  deux  parties  DF,  FG  qui 
sont  entre  elles  comme  AF.FC. 
Cela  posé,  supposons  'a  chose 
faite  ;   on  aura  EK::=v'^^ï'  Ë^ 

=v/EF.EH    quand   rectangle 

FH:  rectangle  FG::EH:EG;  d'où  on  conclut  que  pour 
résoudre  le  prob.  il  faut  faire  EG:EC::FG:FH  et  cons- 
truire ensuite  un  triangle  rectangle  CKF  ayant  FC  pour 
hypoténuse  et  pour  hauteur  une  ligne  EK  égale  à  la  racine 
carrée  du  rectangle  FH.  La  perpendiculaire  EK  abaissée 
du  sommet  K  de  ce  trianglo  déterminera  le  côté  EG  du 
rectangle  demandé. 
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(844)  PROB.  Partager  un  quadrilatère  donné  ABCD 
«n  quatre  parties  égales  ou  ayant  entre  elles  des  rap- 
ports donnés  m  !  7i  :  r  :  s  par  deux  lignes  droites  dont  l'une 
EF  aoit  parallèle  à  l'iui  AD  des  côtés  de  la  figure. 

Ayant  d'abord  mené  (754) 
la  parallèle  EF  telle  que 
surf.  BF  soit  à  surf.  ED:: 
n-\-r\m  -^^  8\  on  divisera 
(758)  la  trapèze  ED  en  deux 
parties  AENR,  DFNR  ayant 
entre  elles  le  rapport  vou- 
lu m:5.  1^  j^-  RGjP,  D 

Maintenant,  comme  il  est  clair,  à  cause  des  triangles 
égaux  NOQ,  POR,  que  pour  n'altérer  en  rien  les  surfaces 
relatives  des  parties  composantes  du  trapèze  ED,  toute  ligne 
de  division  PQ,  autre  que  RN,  devra  nécessairement  passer 
par  le  point  milieu  O  de  cette  dernière  ;  il  suit  que  pour 
conserver  le  rapport  w:s  entre  les  parties  EG,  FG  du  qua- 
drilatère, la  ligne  de  division  GH  devra  aussi  passer  par  le 
point  0  ;  ce  qui  réduit  d'autant  la  difficulté  de  la  solution 
et  ne  laisse  plus  qu'un  seul  point  G  ou  H  à  'tablir  pour 
compléter  la  construction. 

A  cet  effet,  ayant  prolongé  AD,  BC  jusqu'à  leur  rencontre 
en  K  et  EF  jusqu'en  L  et  trouvé  lew  surfaces  respectives  des 
triangles  auxiliaires  AKB,  ELB  qu'on  ajoutera  aux  sur- 
faces BN,  BG  pour  avoir  les  surfaces  GKH,  NLH  qui  sont 
entre  elles  comme  les  carrés  des  côtés  KH,  LH,  on  n'aura 
plus  qu'à  faire  r  GSH  -  VNLH  :  i/ÎOIH  :  :  KL  :  LH  et  à 
/(^trancher  KB  de  KLrLH  pour  fixer  le  point  voulu  H 
et  par  conséquent  la  direction  de  la  droite  GH. 

(845)  PROB.  Décrire  un  cercle  DEF  qui  soit  tangent 
à  trois  cercles  donnés  A,  I>,  (.'. 
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i  soit  tangent 


Il  est  clair  que  le  cercle 
voulu  est  concentrique  au 
cercle  HKL  passant  par  le 
centre  L  d'un  des  trois  ' 
cercles  donnés  et  tangent 
aux  cercles  H,  K  décrits 
des  centres  des  deux  autres 
cercles  donnés  A,  B,  avec 
des  rayons  respectivement  égaux  aux  différences  entre  les 
rayons  des  cercles  donnés  ;  ce  qui  réduit  le  problème  à 
celui  du  par.  (783). 

L'étudiant  ne  manquera  pas  de  voir  et  de  tenter  les  nom- 
breuses solutions  que  peut  admettre  ce  problème.  Ainsi, 
lo  cercle  demande  peut  toucher  extéi'ieurement  aux  trois 
cercles  donnés,  (comme  dans  la  fig.)  ou  les  comprendre  tous 
les  trois  dans  un  contact  intérieur  ABC.  Le  cercle  voula 
pourrait  encore  toucher  intérieurement  au  cercle  A  et  ex- 
térieurement à  B  et  à  C,  ou  extérieurement  à  A  et  intérieu- 
rement à  B,  C.  Un  cercle  dont  le  contact  serait  extérieur 
pour  A  et  C  et  intérieur  pour  B  répondrait  aussi  au  pro- 
blème, da  même  que  celui  qu'on  décrirait  pour  contenir 
A,  B  et  toucher  extérieurement  à  C,  et  ainsi  de  suite. 

(846)  PROB.  Trouver  le  Ueu  d'un  point  G  (G),  égale- 
ment éloigné  de  deux  droites  AB,  CD  inclinées  l'une  à 
l'autre. 

Il  est  clair  qu'on  aura  la  dietance 
GK-GN,  (G'K'=G'N').  etc.,  quant 
le  point  G,  (G')  sera  sur  la  bissec- 
trice EF  de  l'espace  angulaire  com- 
pris entre  les  lignes  données  ;  donc, 
etc. 

Il  est  bon  do  se  rappeler  au  besoin  que  : 

(847)  Soo.  1°  Le  lieu  des  sommets  de  tous  les  triangles 
ayant  même  base  et  un  de  leurs  côtés  d'une  longueur 
donnée,  est  la  circonférence  d'un  cercle  de  rayon  égal 
au  côté  donné. 
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2°  Le  lieu  d'un  point  également  éloigné  de  deux  points 
donnés  est  la  perpendiculaire  au  centre  de  la  droite 
Joignant  les  deux  points. 

3^  Le  lieu  des  sommets  de  tous  les  triangles  qiii  ont 
même  base  et  même  surfkce  ou  même  base  et  hauteurs 
égales,  est  une  ligne  parallèle  à  la  base. 

4°  Le  Ueu  des  sommets  de  tous  les  triangles  rectan- 
gles ayant  même  base  ou  dont  la  somme  des  carrés  des 
côtés  soit  égale  à  un  carré  donné,  est  (444)  la  demi-cir- 
conférence décrite  sur  cette  base  comme  diamètre. 

5°  Le  lieu  des  sommets  de  tous  les  triangles  ayant 
même  base,  et  les  angles  opposés  à  la  base  égaux,  est 
(443)  la  circonférence  d'im  cercle  décrit  sur  cette  base 
et  capable  de  l'angle  voulu. 

6°  Le  lieu  des  sommets  de  tous  les  triangles  ayant 
même  base  et  même  rapport  entre  les  côtés,  est  (608) 
la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  centre  serait  situé 
sur  le  prolongement  de  la  base  et  qui  couperait  cette 
base  en  parties  ayant  entre  elles  le  rapport  des  côtés. 

1°  Si  les  droites  OA,  OB,  etc.,  menées  d'im  point  0  à 
une  ligne  AD  sont  coupées  en  E,  F,  etc.,  dans  un  rapport 
donné,  le  lieu  des  points  de  section  est  une  droite  EII 
parallèle  à  la  ligne  AD. 

Ceci  est  clair  (50s?)  à  cause  des 
triangles  semblables  OAB,  OEF, 
OAC,  OEG,  etc.  et  fournit  un 
nouveau  (513  et  514)  moyen  de 
diviser  une  ligne  donnée  EH  ou 
E'II'  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales  ou  ayant  entre 
elles  des  rapports  donnés. 

A  cet  effet  il  n'y  a  qu'a  porter  sur  une  droite  indéfinie 
AK  des  longueurs  AB,  BC,  etc.  dans  le  rapport  voulu 
(571  Lem.  1°)  et  à   construire  sur  AD    comme    base,  un 
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triangle  équilatéral  AOD  ;  on  portera  alors  sur  OA,  OD,  ou 
sur  les  prolongements  de  ces  lignes  les  longueurs  OE,  OH, 
ou  OE'  Oir  égales  à  celle  de  la  ligne  à  diviser,  pour  joindre 
ensuite  EH,  E'H'  qui  sera  égale  à  OE  ou  OH  (O'E'  ou  O'H') 
et  par  conséquent  à  la  ligne  donnée,  et  divisée  en  F,  G 
(î",  G)  de  la  manière  voulue. 

(848)  PROB.  Trouver  un  point  O  tel  qu'une  droite  quel- 
conque AB  (A'B')  menée  par  oe  point  soit  à  égales 
distances  (313)  DE,  CF  (DE'  CF)  de  deux  points  donnés 
C,D. 

Le  milieu  0,  de  la  droite  CD 
qui  relie  les  points  donnés  répond 
évidemment  au  problème. 

(849)  PROB.  Trois  points  A,B, 
C  étant  donnés,  trouver  un  qua- 
trième point  0  tel  que  la  somme  des  distances  AD,  BE 
de  deux  des  points  donnés  à  une  ligne  DE  passant  par  le 
quatrième,  soit  égale  à  sa  distance  CH  de  l'autre  point. 

Joindre  et  bisaecter  AB  en  F 
(805)  et  diviser  OF  en  0  de  manière 
à  avoir  C0=20F. 

Si  D'E' était  la  ligne,  on  aurait 
AD'+CE'=BH'  ;  car  (733)  BG  est 
la  bissectrice  do  AC  et  on  a  0G== 
iOB. 

Si  AD+BE  au  lieu  d'être  égale  à  CH  devait  avoir  à  CH 
un  rapport  donné  m  :  n,  on  n'aurait  qu'à  faire  OF  :  OC  ::  i 

m:n. 

(850)  PROBS.  On  n'a  qu'a  se  rappeler  ce  qui  a  été  dit 
(430,  2°)  (433)  (435)  et  (436)  et  à  recourir,  comme  aux  pars. 
(674)  et  (684)  etc.  à  une  hypothèse,  pour  saisir  immédiate- 
ment la  méthode  de  revenir  aux  éléments  d'un  secteur, 
segment,  zone  ou  limule  dont  on  connaîtrait  l'angle  au 
centre  sous-teuda  par  l'arc  du  secteur  ou  du  segment  ou 
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par  les  arcs  ou  cordes  de  la  lunule  et  do  la  zone  ;  après  quoi 
le  par.  (786)  fournira  le  moyen  de  trouver  le  rayon  du  cercle 
dont  ces  figures  font  partie. 

(951)  On  proposerait  encore  indéfiniment  des  problèmes, 
mais  il  suffira  à  l'étudiant  de  ceux  qu'on  a  déjà  donnés 
pour  lui  remettre  en  mémoire  les  diverses  propositions  de 
la  géométrie  des  lignes  et  surfaces. 

(852)  Il  est  clair  qu'on  ne  saurait  oflrir  de  méthode 
générale  pour  résoudre  les  problèmes,  puisqu'il  a  fallu  dans 
la  solution  de  ceux  qui  précèdent,  recourir  tour  à  tour  à 
presque  toutes  les  propositions  de  ce  traité  ;  mais  on  tirera 
souvent  un  grand  parti  de  l'emploi  du  cercle,  tant  pour 
fixer  (450)  le  lieu  (847,  5°)  du  sommet  d'un  angle  sous- 
tendu  par  une  base  ou  corde  donnée,  que  pour  rendre 
adjacents  (709)  à  une  ligne  donnée  des  angles  qui  lui 
seraient  opposés. 

(853)  Il  faudra  s'étudier  aussi  à  réduire  à  sa  plus  simple 
expression  l'énoncé  de  tout  problème  à  résoudre;  ce  qui 
diminuera  souvent  d'autant  les  difficultés  de  la  solution. 
C'est  ainsi  qu'on  a  vu  (845)  que  la  difficulté  de  décrire  un 
cercle  qui  soit  tangent  à  trois  cercles  donnés,  se  réduit  à  en 
décrire  un  qui  soit  tangent  à  deux  cercles  et  qui  passe  par 
un  point  donné.  Au  lieu  donc  d'avoir  à  fixer  les  trois 
points  de  contact  ou  de  trajet  du  cercle  voulu,  on  n'en  a 
plus  que  deux  à  établir.  De  même,  s'il  s'agissait  de  décrire 
un  cercle  qui  tût  tangent  à  trois  lignes  données  AB,  CD, 
FB,  problème  dont  la  solution 
paraît  d'adord  assez  difficile;  il 
n'y  aurait  qu'à  prolonger  jusqu'à 
ce  qu'elles  se  rencontrassent  mu- 
tuellement les  trois  lignes  données 

pour  s'apercevoir  que  ce  problème     ^r  p  jj  K 

n'est  autre  que  celui  (630)  d'inscrire  un  cercle  dans  un 
triangle  donné. 
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(854)  Oii  a  vu  (699,  754,  760,  844,  etc.)  tout  lo  parti  à 
tirer  du  prolongement  des  côtés  d'un  quadrilatère,  dans 
l'établissement  de  triangles  auxiliaires,  ainsi  nommés,  et 
à  bon  droit,  pour  les  services  importants  qu'ils  rendent  à  la 
géométrie.  I^ar  exemple,  si  la  division  AC  dont  il  s'agit 
aux  pars.  (591)  et  (744)  devait  s'opérer  pour  un  quadrilatère 
ON  au  lieu  d'un  triangle  BLN,  le 
triangle  auxiliaire  OBP  njouté  au 
quad.  dvuné  permettrait  de  poursuivre 
l'opération  tout  de  même  que  si  la 
ligne  OP  n'existait  aucunement. 

(855)  Cette  méthode  do  prolonger 
les  cotés  d'une  ligure  ou  autres  lignes 
finies  ou  indéfinies  est  aussi  d'un  puissant  secours  dans  la 
solution  do  beaucoup  d'autres  problèmes,  comme  on  le  voit 
aux  paragraphes  (706)  (709)  (725)  (736)  (768)  (783)  eto.  et 
notamment  au  par.  (717). 

(856)  Quand  on  trouve  apropos  d'inscrire  dans  des  cercles 
les  figures  sur  lesquelles  on  opère,  il  est  souvent  avanta- 
geux de  relier  par  des  lignes  les  divers  points  d'intersection 
formés  tant  par  les  côtés  que  par  leurs  prolongements, 
comme  le  Ibnt  voir  les  figures  des  pars.  (712)  (715)  etc  ; 
tandis  que  dans  d'autres  cas  ce  sera  un  rayon  à  mener,  ou 
un  diamètre,  ou  encore  une  perpendiculaire  à  un  diamètre, 
etc.  D'ailleurs,  comme  on  l'a  déjà  dit,  les  modes  de  solution 
sont  aussi  variés  que  les  problèmes  mêmes  et  exigent  que 
l'on  motte  à  contribution  tour  à  tour  toutes  les  propositions 
de  la  géométrie. 

(857)  11  y  a  un  nombre  des  problèmes  précédents  qui 
peuvent  paraître  à  l'étudiant  comme  purement  de  fantaisie 
et  sans  aucune  utilité  pratique  ;  mais  il  suffira  d'indiquer 
dans  un  ou  deux  cas  la  relation  de  la  théorie  à  la  pratique, 
pour  lui  faire  voir  l'avantage  de  n'en  négliger  aucun. 
C'est  ainsi  que  le  par.  (760)  présente  lo  moyeu  de  partager 
un  terrain  AC   do  manière  que  les  acquéreurs  des  parcelles 
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contigues  (fig.  du  par.  761)  Ab,  ad,  etc.  aient  chacun 
une  part  proportionnelle  Aa  etBb,  ac  et  bd,  etc.  dans  les 
lignes  de  front  AD,  BC,  considération,  souvent  de  la  plus 
haute  importance  quand  le  terrain  à  partager  fait  front  sur 
une  place  publique  ou  voie  commerciale. 

(858)  Au  par.  (749)  il  s'agit  de  déterminer  par  exemple  la 
hauteur  AC  d'une  forteresse  dont  on  connaît  la  distance 
horizontale  d'un  point  B  et  l'angle  sous-tendu  en  ce  point 
par  un  mât  de  pavillon  CD  dont  on  connaît  la  longueur  ou 
hauteur.  Or,  dire  que  AC  est  une  hauteur  ou  ligne  verticale 
et  AB  une  distance  ou  ligne  horizontale,  équivaut  à  dire  que 
le  triangle  BAC  est  rectangle  en  A  et  comme  le  mât  CD 
est  censé  à  plomb  ou  posé  verticalement  sur  le  sommet  C 
de  la  forteresse,  on  en  conclut  que  ACD  est  une  ligne  droite 
et  de  là  le  problème  réduit  à  l'abstrait,  s'énonce  "  construire 
"  un  triangle  rectangle  dont  on  a  un  côté  et  l'angle  sous- 
"  tendu  à  l'extrémité  du  côté  donné  par  le  prolongement  de 
"  l'autre  côté." 

(859)  Au  par.  (717)  c'est  par  exemple  un  récif  0  dont  il 
y  a  à  fixer  la  position,  les  données  étant  les  angles  AOB, 
BOC,  CDD  sous-tendus  en  O  par  les  rayons  visuels  OA, 
OB,  etc.  dirigés  du  point  O  sur  quatre  objects  A,  B,  C,  D  situés 
en  ligne  droite,  mais  dont  un  obstacle  rend  impossible  le 
mesurement  de  la  distance  BC  du  second  au  troiiième. 

(860)  Au  pars.  (591)  et  (744)  c'est  encore  du  partage  d'un 
terrain  qu'il  s'agit,  et  si  l'on  demande  non  seulement  que  la 
ligne  de  division  AC  passe  par  un  point  donné  F  mais 
encore  qu'elle  soit  droite  ;  c'est  que  F  est  un  puits, 
etc.  auquel  chaque  fermier  doit  parvenir  sans  passer 
sur  la  terre  de  son  voisin,  et  que  la  ligne  droite  étant  la  plus 
courte  qu'il  soit  possible  de  tirer  dans  les  conditions  voulues 
est  eu  même  temps  la  moins  coûteuse  à  clore. 

(861)  La  ligne  brisée  GHKTii  dans  la  fig.  du  par.  (294)  est 
un  mur  ou  une  clôture  quelconque,  qu'il  s'agit  de  remplacer 
par  une  nouvelle  division  NL  en  ligne  droite  et  qui  n'altère 
en  rien  les  surfaces  relatives  des  terrains  contigus. 
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(862)  DG,  par.  (705)  est  le  plus  grand  rectangle  qu'on 
puisse  tirer  du  triangle  ABC  ;  soit  la  coupe  transversale  du 
plus  grand  morceau  de  bois  écarri  qu'on  puisse  tirer  d'un 
morceau  triangulaire. 

(863)  Le  point  0  du  par.  (706)  est  un  point  invisible  ou 
inaccessible  ou  les  deux,  dans  la  direction  duquel  il  est  à 
mener  une  ligne  passant  par  un  point  donné  P. 

(864)  Les  problèmes  (725)  (768)  (771)  (775)  (781)  et  d'autres 
de  cette  nature  indiquent  le  moyen  de  raccorder  les  courbes 
de  voies  ferrées,  soit  entre  elles  ou  avec  les  parties  droites  de 
ces  voies  et  de  manière  aussi  que  ces  courbes  ou  parties  de 
chemin  passent  par  des  points  donnés,  soit  pour  éviter  des 
obstacles  ou  pour  toucher  à  un  endroit  voulu. 

(865)  ABCD  (763)  est  une  terre  de  surface  connue  dont 
le  possesseur  a  perdu  les  bornes  A,  B,  C,  D  ;  mais  prévenant 
ce  danger,  il  a  d'avance  observé  sur  chacune  des  lignes  AB, 
CD,  etc.,  un  arbre  ou  autre  objet  remarquable,  et  il  donne 
maintenant  à  résoudre  le  problème  de  retrouver  les  bornes 
ou  points  angulaires  de  son  terrain  au  moyen  des  distances 
HP,  GE  entre  les  objets  E,  F,  G,  H  et  de  l'inclinaison  des 
droites  reliant  ces  points. 

(866)  (683)  Dans  ce  prob.  CD  est  une  distance  qu'on  ne 
peut  mesurer,  quoiqu'il  soit  possible  cependant  d'observer  de 
ses  extrémités  les  angles  sous-tendus  par  la  ligne  de  base 
AB  qu'on  peut  mesurer,  mais  dont  oti  ne  peut  observer  en 
A  et  B  les  angles  sous-tendus  par  le  côté  opposé. 

(867)  abc  (728)  peut  représenter  un  terrain  dont  il  soit 
possible  d'observer  les  angles  en  a,  6,  e,  mais  dont  on  ne  peut 
mesurer  les  côtés  ;  dans  ce  cas  on  prend  un  point  intérieur 
quelconque  d  dont  on  puisse  mesurer  les  distances  aux 
points  angulaires  du  terrain. 

(868)  Le  problème  (727)  sans  avoir  une  utilité  pratique 
directe  est  cependant  essentiel  à  la  solution  du  prob.  (763) 
et  en  cela  d'une  importance  toute  aussi  grande  que  ce 
dernier.  On  ne  saurait  trouver  non  plus  dans  (745)  autre 
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chose  qu'une  proposition  de  fantaisie,  n'était  le  secours 
essentiel  qu'on  en  obtient  dans  la  solution  du  prob.  (744) 
et  il  y  a  un  nombre  de  problèmes  de  cette  sorte  dont  l'utilité 
n'est  que  relative  ou  secondaire,  comme  ceux  dont  il  est 
question  aux  paragraphes  (376)  (514)  (309)  (306)  (538) 
(373)  (303)  qui  concourent  tous  à  la  solution  du  problème 
(591)  dont  l'utilité  pratique  est  d'une  haute  importance. 

(869)  On  ne  saurait  négliger  non  plus  les  problèmes  de 
la  nature  de  ceux  dont  il  est  traité  aux  articles  (774)  (684) 
(691)  (692)  (695)  (724)  (729)  (738)  (739)  et  (741)  etc.,  tout 
étranges  qu'ils  puissent  paraître  au  premier  abord  ;  car 
l'utilité  de  ces  propositions  s'est  déjà  fait  sentir  dans  plu- 
sieurs cas  où  après  avoir  obtenu  par  construction  ou  par 
calcul  les  données  qu'on  trouve  dans  les  énoncés,  les 
éléments  qui  avaient  servi  à  les  déterminer  ont  été  perdus, 
nécessitant  par  la  même,  pour  les  retrouver,  l'opéiP^ion 
inverse,  comme  pour  revenir  par  exemple  de  la  surface  a'uu 
triangle  à  sa  base  quand  ou  en  connaît  la  hauteur  ou  à  la 
hauteur  quand  on  en  connaît  la  base. 

(870)  Enfin,  pour  une  raison  ou  une  autre  tous  les  pro- 
blèmes ici  données  et  un  nombre  indéfini  d'autres 
problèmes  non  moins  variés  se  présentent  tous  les  jours 
dans  la  pratique  de  l'arpenteur,  du  mesureur,  du  géomètre 
et  dans  les  sciences,  arts  et  métiers  et  pourront  généralement 
se  résoudre  soit  au  moyen  de  quelqu'une  des  propositions 
de  ce  traité  ou  d'une  conbinaison  convenable  de  méthodes 
déjà  enseignées,  ne  perdant  jamais  de  vue  que  les  données, 
toutes  nouvelles  qu'elles  puissent  paraître  au  premier  abord, 
se  réduiront  pour  la  plupart  à  des  données,  tout  autres, 
comme  dans  le  cas  du  par.  (836)  où  l'énoncé  "  déterminer 
un  triangle  dont  on  connaît  la  base,  la  perpendiculaire  et  la 
différence  entre  les  (ou  (724)  la  somme  des)  côtés  "  devient 
celui  de  "  décrire  un  cercle  qui  soit  tangent  à  un  cercle 
et  qui  passe  par  deux  points,  donnés." 

(871)  Il  est  clair  qu'avant  de  tenter  la  solution  de  quelque 
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était  le   secoura 


lution  de  quelque 


nouveau  problème,  on  s'épargnera  souvent  un  travail  inutile 
en  se  demandant  d'abord  si  le  problème  est  déterminé  on 
en  d'autres  termes,  s'il  peut  se  résoudre  ;  car,  tel  problème 
qui  paraît  d'abord  résoluble,  est  souvent  loin  de  l'être,  les 
données  étant  soit  en  trop  petit  ou  en  trop  grand  nombre. 
Par  exemple  si  on  connaissait  dans  un  triangle  ABC  un 
côté  BC  et  le  rayon  DE  du 
cercle  inscrit  ;  on  n'aurait 
qu'à  s'y  arrêter  un  mo- 
ment, pour  voir  que  si  le 

cercle  était  situé  au  centre     B    B'  B  W'O 

A  de  la  base  ou  près  du  centre,  le  triangle  voulu  serait  plus 
ou  moins  isocèle  ;  si  le  cercle  D'  était  à  une  distance  d'une 
des  extrémités  de  la  base  égale  à  son  rayon  D'E',  le  triangle 
qui  en  résulterait  serait  évidemment  rectangle,  et  si  la 
distance  E''C  était  moindre  que  D 'E"  ou  aurait  un  triangle 
obtusangle.  On  voit  donc  que  ce  problème  admet  autant 
de  solutions  différentes  que  de  positions  du  cercle  donné  sur 
le  côté  donné  et  qu'il  est  en  conséquence  impossible  à 
résoudre,  faute  d'une  donnée  additionnelle,  pour  fixer  la 
position  du  cercle. 

(872)  Maintenant,  soit  à  décrire 
un  cercle  qui  doive  passer  par  deux 
points  donn's  A,B,  et  toucher  à  deux 
lignes  CD,  EF  ;  on  n'a  qu'a  recourir  à 
l'extrême,  comme  au  par.  (828)  et  à 
supposer  que  l'une  EF  des  deux 
lignes  données  soit  indéfiniment  éloignée  en  E'F',  pour 
s'apercevoir  d'un  coup  d'oeil  que  le  prob.  ne  peut  se  résoudre 
que  quand  la  distance  GH,  GH'  du  centre  du  cercle  à  la 
tangente  EF,  E  'F"  est  égale  au  rayon  du  cercle  passant  pa^ 
les  deux  points  donnés  et  tangent  à  l'autre  ligne  CD  ;  h 
problème  est  donc  ici  encore  indéterminé,  les  conditions 
étant  trop  nombreuses  pour  qu'on  puisse  les  remplir  toutes, 
et  en  général  il  est  clair  que  puisqu'il  suffit  de  trois  pointe 
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pour  déterminer  le  rayon  et  la  position  d'un  cercle,  on  ne 
saurait  dans  aucun  cas  imposer  une  condition  additionnelle; 
de  même  que  dans  un  triangle  il  suffit  d'avoir  trois  de  ses  six 
éléments  (trois  côtés  et  trois  angles)  pour  déterminer  le 
reste  et  on  ne  saurait  mieux  réussir  à  la  solution  avec  une 
condition  de  plus  qu'avec  une  de  moins. 

(873)  On  n'a  plus  qu'a  mettre  l'étudiant  en  garde  contre 
le  danger,  dans  la  solution  des  problèmes,  d'une  construc- 
tion graphique  qui  fasse  croire  à  l'existence  de  données  qui 
n'ont  aucune  raison  d'être.  C'est  ainsi  qu'une  ligne  par 
exemple  dans  une  ligure  sera  accidentellement  parallèle  ou 
perpendiculaire  à  une  autre  ligne  ou  paraîtra  être  dans  le 
prolongement  d'une  autre  ligne  et  former  avec  cette  dernière 
une  seule  et  même  ligne  droite.  Une  ligne  passera  quelque- 
fois par  pur  hazard  par  le  point  d'intersection  de  deux 
autres  lignes  ou  par  le  centre  d'un  cercle  et  ces  apparejices 
spécieuses  auront  quelquefois  pour  eftet  de  porter  à  de 
fausses  conclusions,  l'esprit  étant  toujours  plus  ou  moins  en 
danger  d'être  influencé  et  méconduit  par  les  impressions 
oculaires.    (*)  Lorsque  ces  accidents  se  présentent  dans  la 

(•)  Le  Canada  a  failli  de  cette  manière  jouir  de  l'honneur  d'avoir  résolu 
le  célèbre  problème  de  la  trisection  d'un  angle;  mais  malheureusement  pour 
celui  qui  prétendit  en  avoir  fait  la  découverte,  une  ligne  essentielle 
qui  pour  résoudre  le  problème  ou  prouver  l'exactitude  de  la  oons- 
truction  devait  se  trouver  dans  le  prolongement  d'une  autre  ligne  de  la 
figure,  ne  formait  pas  avec  cette  dernière,  partie  d'une  seule  et  même  ligne 
droite  5  malgré  qu'en  raisonnant  toujours  "  dans  un  cercle  "  l'homme  ait 
réussi  à  y  croire  lui  même  et  à  inspirer  sa  croyance  à  quelques  zélés  de  sa 
force  en  géométrie. 

Cette  prétendue  solution  de  M.  Thorpe  (jugez 
de  l'homme  ;  il  admet  7  avoir  dévoué  34  années 
de  sa  vie)  divestie  de  tout  le  fatras  dont  il  l'a 
entourée,  consiste  simplement  (BAC  étant  l'angle 
à  "  trisecter  "  ou  à  partager  en  trois  parties 
égales)  après  avoir  prolongé  AC  jusqu'en  D  et 
mené  DE  parallèle  et  égale  à  AK,  à  joindre  et 
prolonger  DK  d'une  quantité  KF  =  DK,  joindre  ensuite  EF  et  par  le  point 
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construction  d'une  figure  il  vaut  mieux  recommencer  et 
faire  la  fig.  de  manière  a  ce  que  toutes  les  lignes  qui  la 
composent  soient  aussi  éloignées  que  possible  de  tout 
parallélisme  et  de  toute  perpendicularité  ou  intersection 
qui  n'est  pas  une  condition  essentielle  à  l'énoncé  du 
problème. 


d'intersection  G  de  la  droite  DP  et  du  côté  AB  de  l'angle  donné  mener  la 
parallèle  GH  qui  est  la  corde  du  tiers  de  l'angle  donné.  Or  cette  construc- 
tion ne  vaut  que  pour  un  angle  égal  à  deux  angles  droits  et  mesuré  par  la 
denii-circonférence,  la  construction  dans  ce  cas  donnant  pour  corde  "  trisec- 
trice"  le  rayon  DE  du  cercle  5  on  démontre  aussi  que  la  construction  vaut 
pour  un.  angle  de  98°  69'  + ,  ainsi  que  pour  un  angle  de  1 18°  66'  + ,  mais  dans 
nul  autre  cas  ;  et  pour  en  démontrer  l'absurdité,  il  suffît  de  considérer  un 
angle  droit  CAK,  la  construction  donnant  dans  ce  cas  pour  corde  "  trisec- 
trice"  une  ligne  KL  — ^  DE  (à  cause  des  triangles  semblables  DEF,  KLF 
et  de  KP  =  DK=^  DP  par  constr.)  Maintenant  soit  KN  =  NP  =  PC,  ou 
aura  KNP  =  ^  demi-circonférence  et  KP  corde  de  KNP  =  rayon  =  DE.  La 
construction  de  Thorpe  comme  on  vient  de  le  voir  donne  pour  corde  de  l'arc 
KN  la  ligne  KL  =  ^  DE  =  ^  KP  =  KR  côté  du  triangle  rectangle  KRN  et 
moindre  par  conséquent  que  KN  hypoténuse  du  même  triangle  ;  et  équivaut 
à  lire  en  d'autres  termes  que  la  demi-corde  d'un  arc  est  égale  à  la  corde  do 
la  moitié  de  cet  arc. 

On  n'aurait  pas  même  pris  au  sérieux  ou  fait  mention  d'une  aussi  absurde 
prétention,  n'était  le  fait  que  Thorpe  a  obtenu  du  bureau  des  patentes 
un  brevet  d'invention  pour  sa  ridicule  solution  et  que  passer  sous  silence 
une  énormité  de  la  sorte  serait  avouer  en  quelque  manière  qu'il  y  en  a 
d'autres  qui  se  sont  laissés  prendre  à  ses  spécieux  arguments. 

On  peut  à  bon  droit  se  demander  si  de  toutes  les  prétendues  découvertes 
de  la  trisection  d'un  angle,  de  la  quadrature  du  cercle  ou  du  mouvement 
perpétuel,  etc.,  dont  l'Académie  des  Sciences  et  autres  sociétés  scientifiques 
ont  été  pendant  tant  d'années  inondées,  il  s'en  est  trouvé  une  seule  aussi 
éloignée  de  la  vérité  que  celle  que  nous  venons  de  signaler. 
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(874)  Cor.  On  a  déjà  défini  (U5)  ce  qu'est  un  plan  ou 
une  surface  plane  MN,  et  il  est  clair  d'après  cette  définition 
qu'une  ligne  droite  ABC  ne  peut  être,  en  même  temps, 
en  partie,  AB,  dans  \m  plan  et  en  partie,  BC,  hors  de  ce 
plan,  puisqu'une  droite  qui  a  deux  points  en  commun  avec 
un  plan  est  entièrement  dans  ce  plan. 

(875)  Sco.  Pour  découvrir  si 
une  surface  est  plane,  il  est 
néccesaire  de  lui  appliquer  en 
divers  sens  une  ligne  droite  et  de 
s'assurer  que  la  ligne  touche  la 
surface  sur  toute  son  étendue. 
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(87fi)  Déf.  Oïl  iiotnmo  commune  intersection  de  deux 
plans  MN,  AB  ou  MN,  CB,  la  ligiio  CD  d'intersection  ou 
de  rcncoiitro  do  ces  plans. 

(877)  Cor.  La  commune  intersection 
de  deux  plans  est  une  ligne  droite  ;  car, 
par  la  déf.  d'un  plan,  la  droite  CD  qui 
Joint  deux  points  quelconques  C,  D  dans 
l'intersection  de  ces  plans  est  toute  en- 
tière dans  chacun  des  deux  plans,  et  par 
conséquent  dans  leur  commune  intersec- 
tion. 

(878)  Déf.  L'angle  DEF  ou  DEG,  ou  l'Inclinaison  mu- 
tuelle de  deux  plans  MN,  AB,  (AB)  qui  se  coupent  ou 
se  rencontrent  en  BC,  est  l'écarté 
ment  plus  ou  moins  grand  de  ces 
deux  plans,  et  est  égal  à  l'angle 
formé  par  les  lignes  EF,  ED  ou  EG, 
ED  menées  d'un  même  point  E, 
l'une  dans  chacun  des  deux  plans, 
et  toutes  deux  perpendiculaires  à  la 
commune  intersection  BC  de  ces 
plans. 

Cet  angle  peut  être  aigu  comme  DEF  ou  obtus  comme 
DEG,  et  s'il  est  droit,  les  deux  plans  sont  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre. 

(879)  Cor.  1.  La  valeur  ou  grandeur  de  l'inclinaison 
de  deux  plans  l'un  à  l'autre,  dépend  (122)  du  plus  ou 
moins  d'écartement  des  deux  côtés  EF,  ED  de  l'angle 
rectiligne  DEF  qui  mesure  cette  inclinaison  j  et  récipro- 
quement (67). 

(880)  Cor.  2.  L'inclinaison  de  deux  plans  l'un  à  l'autre 
est  égale  ou  inégale  à  celle  de  deux  autre  plans,  l'un  à 
l'autre,  suivant  que  les  angles  reotilignes  qu'on  vient  de 
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définir  sont  mutuellement  égaux  ou  inégaux  ;  et  récipro- 
quement, ces  derniers  seront  égaux  ou  inégaux,  suivant 
que  l'inclinaison  des  plans  sera  égale  ou  inégale. 

(881)  Déf.  Une  ligne  droite  AB  est  perpendiculaire  à 

un  plan  MN  lorsciuello  rencontre  ce  plan  eiins  ponclier 
<riuieun  côté;  et  réciproqucnient  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  ligne. 

(882)  Cor.  Une  ligne  droite  AB  per- 
pendiculaire à  un  plan  M  X,  est  per- 
pendiculaire à  toutes  les  droites  BU, 
BD,  J3  etc.  qu'elle  rencontre  dans  ce 
plan  ;  et  réciproquement. 

(883)  Déf.  L'inclinaison  d'une  droite  AB  sur  un  plan 

MN,  est  l'angle  aigu  BAC  contenu 
par  cette  droite  et  une  autre  ligne  AC 
menée  du  point  A  où  la  première 
rencontre  le  plan,  au  point  C  où  une 
perpendiculaire  BC  menée  d'un  point 
quelconque  B  de  la  première  ligne  au 
plan,  rencontre  ce  même  plan. 

(884)  Déf.  Une  ligne  AB  est  paral- 
lèle à  un  plan'  MN,  lorsqu'elle  est  par- 
tout à  la  même  distance  de  ce  plan. 
Héciproquemeut  le  plan  est  parallèle  à 


B 


D 


la  ligne. 

(885)  La  distance  d'ime  ligne  parallèle  à  un  plan  est 

(313)  la  perpendiculaire  AC  ou  BD  menée  de  cette  ligne  a 
ce  plan. 

(886)  Cor.  1.  Si  une  ligne  est  parallèle  à  un  plan,  les 
deux  étant  prolongés  à  l'infini,  en  se  rencontreraient 
jamais. 

(887)  Cor.  2.  Si  une  droite  AB  est  parallèle  à  une 
droite  CD  menée  dans  un  plan,  elle  sera  parallèle  à  ce 
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plan  ;  car  si  la  ligiio  AB,  dans  lo  plan  BD,  pouvait  rencontrer 
lo  plan  MN,  cela  ne  serait  qu'en  un  point  de  la  ligne  CD, 
commune  intersection  (878)  des  deux  plans;  mais  AB  no 
peut  rencontrer  CD,  puisqu'elles  sont  parallèles;  donc  elle 
ne  rencontrera  pas  le  plan  MN  ;  donc  AB  est  partout  à 
la  môme  distance  du  plan  MN  et  par  conséquent  (884) 
parullèlo  à  ce  plan. 

(888)  Déf,  J)cux  plans  AB,  MN  sont  parallèles  l'un  à 
l'autre  lorsqu'il  sont  partout  ù  la  môme  distance  l'un  do 
l'autre, 

(889)  La  distance  qui  sépare 
deux  plans  parallèles  est  la  perpen- 
diculaire CD,  EF  menée  d'un  de  ces 
plans  à  l'autre. 

(890)  Cor.  deux  plans  parallèles 
prolongés  à  l'infini,  ne  se  rencon- 
treraient jamais. 

(891)  Déf.  Un  angle  solide  S  est 
l'espace  angulaire  compris  entre  plusieurs 
plans  ASB,  BSC,  CSD,  etc.  se  rencontrant 
en  un  même  point  S  qui  en  est  le  sommet. 

Il  faut  au  moins  trois  plans  pour  former 
un  angle  solide. 

PEOPOSITION  I.  THÉORÈME. 

(892)  Trois  points  A,  B,  C,  situés  non  en  ligne  droite, 
sont  dans  un  même  plan,  et  en  déterminent  la  position. 

Car,  si  l'on  conçoit  un  plan  qui 
contienne  deux,  quelconques,  A,  B, 
de  ces  points,  et  que  ce  plan  tourne 
autour  de  la  droite  AB  qui  les  relie, 
jusqu'à  ce  qu'il  rencontre  le  troisième 
point  C,  les  trois  points  seront  alors  dans  le  plan  et  en 
détermineront  la  position. 
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(893)  Cor.  1.  Un  triangle  AHC  ou  deux  lignes  AB,  AO 
qui  s'intersectent,  déterminent  la  position  d'un  plan. 

(894)  Cor.  2.  Do  là,  aussi,  deux 
parallèles  AB,  CD  déterminent  la  posi- 
tion d'un  plan;  car,  menant  la  sécante        , ^ 

EF,  le  plan  des  deux  droites  AB,  EF,  j^ 

est  en  même  temps  celui  des  droites  Cl),  EF,  et  par  suite, 

celui  des  parallèles  AB,  CD. 

PEOP.  II.  THÏ:OR. 
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(895)  Si  une  ligne  droite  AP  est  perpendiculaire  à 
deux  droites  BB,  CC,  au  point  V  de  leur  intersection  ; 
elle  sera  perpendiculaire  au  plan  MN  de  ces  lignes  ;  c'est- 
à-dire,  elle  sera  perpendiculaire  à  toutes  les  droites  qu'elle 
rencontrera  dans  ce  plan  et  par  conséquent  (882)  au  plan 
lui  môme. 

Ayant  mené  par  lo  point  P, 
dans  le  plan  MN,  une  droite  quel- 
conque PQ,  et  par  un  point  quel- 
conque Q  de  cette  ligne,  une 
droite  BQC  telle  (788)  que  BQ 
soit  égale  à  CQ  ;  joignez  AB,  AQ, 
AC.  La  base  BC  étant  divisée 
en  deux  parties  égales  au  point 
Q,  le  triangle  BPC  donnera  (393)  PC^+PB2=2PQ2-f  2QC2. 
Le  triangle  BAC  donnera  de  même,  AC^-t-AB''^=2AQ^-{- 
2QC' .  Retranchant  la  première  équation  de  la  seconde,  et 
observant  que  les  triangles  APC,  APB  qui  sont  tous  deux 
rectangles  en  P,  donnent  AC^— PC^=AP^,  et  AB^— PB'^= 
AP'^  ;  on  aura  AP^+AP^=2AQ^+2PQ''^.  Prenant  donc  les 
moitiés  des  deux,  on  a  AP^=AQ^— PQ^,  ou  AQ^= AP^-fPQ^  ; 
d'où,  le  triangle  APQ  est  rectangle  en  P  et  par  suite,  AP 
perpendiculaire  à  PQ. 
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(896)  Soo.  H  est  donc  évident,  non  seulement  qu'une 
ligne  droite  peut  être  perpendiculaire  à  toutes  les  lignes 
qu'elle  rencontra  dans  un  plan,  mais  qu'il  en  est  toujours 
nécessairement  ainsi,  lorsqu'elle  est  perpendiculaire  ;'i  deux 
droites  menées  dans  le  plan  ;  ce  qui  prouve  l'exactitude  du 
Cor.  (882) 

(897)  Cor.  1.  La  perdendiculaireAP  est  (313)  plus  courte 
qu'une  ligne  oblique  quelconque  AQ;  donc,  elle  mesure  la 
vraie  distance  du  point  A  au  plan  MN  ;  ce  qui  prouve 
l'exactitude  des  d5fs.  (885)  et  (889). 

(898)  Cor.  2.  En  un  point  donné  P  sur  un  plan,  il  ne 
peut  y  avoir  plus  d'une  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  car, 
s'il  pouvait  y  en  avoir  deux,  ayant  mené  par  ces  deux  per- 
pendiculaires un  plan  dont  l'intersection  avec  le  plan  M!N" 
Boit  PQ,  ces  deux  perpendiculaires  seraient  perpendiculaires 
à  la  ligne  PQ  en  un  môme  point  de  cette  ligne  et  dans  un 
même  plan,  ce  qui  (128)  est  impossible. 

(899)  Cor.  3.  Il  est  de  même  impossible  de  mener  d'un 
point  A  hors  d'un  plan,  deux  perpendiculaires  à  ce  plan  ; 
car,  soient  AP,  AQ  ces  deux  perpendiculaires,  alors  le  triangle 
APQ  aurait  deux  angles  droits  APQ,  AQP,  ce  qui  est  im- 
possible. 

(900)  Cor.  4.  Si  trois  lignes  droites  BC, 
BD,  BE  se  rencontrent  en  un  même 
point  B,  et  qu'une  droite  AB  soit  perpen- 
diculaire à  chacune  d'elles  en  ce  même 
point  ;  ces  trois  lignes  sont  dans  un 
même  plan  ;  car,  par  la  prop.,  AB  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  chacune  des  deux  lignes  BC,  BD 
BC,  BE  et  BD,  BE,  ce  qui  serait  évidemment  impossible  si 
les  plans  CBD,  CBE,  DBE  étaient  inclinés  l'un  à  l'autre; 
les  plans  CBD,  DBE  font  donc  partie  d'un  seul  et  même 
plan  CBE  et  les  trois  lignes  BC,  BD,  BE  sont  dans  ce  plan. 
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PROP.  III.  THÉOR. 


(901)  Si  d'un  point  donné  A  hors  a'un  plan  MN,  l'on 
mène  une  perpendiculaire  AP  à  ce  plan  et  des  lignes 
obliques  AD,  AC,  A  etc.,  à  divers  points  du  plan  ;  toutes 
lignes  obliques  également  distantes  de  la  perpendiculaire, 
seront  égales  ;  et  de  celles  qui  seraient  inégalement 
éloignées  de  la  perpendiculaire,  la  plus  éloignée  sera  la 
plus  longue. 

Car,  les  angles  APB,  APC, 
APD  étant  droits;  si  l'on  suppose 
que  les  distances  PB,  PC,  PD 
soient  égales  entre  elles,  les 
triangles  APB,  APC,  APD  au- 
ront chacun  un  angle  égal  con- 
tenu par  des  côtés  égaux,  ce  qui 
(237)  les  rendra  égaux  en  toutes 
choses  ;  de  là,  les  hypoténuses  ou  lignes  obliques  AB,  AC, 
AD  seront  égales  entre  elles.  De  môme,  si  PE  excède  PD 
ou  son  égale  PB,  la  ligne  oblique  AE  sera  évidemment  plus 
grande  que  AB  ou  son  égale  AD. 

(902)  Sco.  1.  PROB.  Toutes  les  droites  obliques  égales 
AB,  AC,  AD,  etc.,  terminent  dans  le  cercle  BCD  décrit  du 
centre  P  où  la  perpendiculaire  AP  rencontre  le  plan  MN  ; 
d'où  il  suit  que  pour  mener  à  un  plan  une  perpendi- 
culaire AP,  d'un  point  A  hors  de  ce  plan,  il  suffit  de 
marquer  sur  ce  plan,  au  moyen  d'un  même  rayon  AD  plus 
grand  que  la  perpendiculaire  AP,  trois  points  B,  C,  D,  et 
de  trouver  ensuite  (417)  le  centre  du' cercle  passant  par 
ces  points;  ce  centre  sera  le  point  P  où  devra  tomber 
la  perpendiculaire  demandée. 

(903)  Sco.  2.  L'angle  d'inclinaison  (883)  ABP  de  la  droite 
AB  au  plan  MN,  est  évidemment  égal  à  celui  de  toute  autre 
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ligne  AC,  AD,  etc.,  également  oloign6o  do  l.i  perpendicu- 
laire; ce  qui  est  clair,  à  cause  des  triangles  égaux  ABP, 
ACr,  ADP,  etc. 

PROP.  IV.  THÉOR. 

* 

(904)  Si  d'un  point  A  hors  d'un  plan  MN,  l'on  mène  à 
ce  plan  une  perpendiculaire  AP,  et  que  du  pied  de  la 
perpendiculaire  on  mène  une  perpendiculaire  PI),  à  une 
ligne  quelconque  BC  du  plan,  puis  du  point  d'intersec- 
tion r>,  une  droite  1)  A  au  premier  point  ;  cette  dernière 
sera  perpendiculaire  à  la  ligne  du  plan. 

Prenez  DB=DC  et  menez  PB, 
PC,  AB,  AC.  Puisque  BD=DC, 
on  a  l'hypoténuse  PB=PC  et 
puisque  PB=PC,  on  a  (901)  à 
cause  de  la  perpendiculaire  AP, 
l'hypoténuse  ou  ligne  oblique 
AB=AC;  la  ligne  AD  a  donc 
deux  de  ses  points,  A  et  1), 
également  éloignés  des  extrémités  B  et  C  ;  d'où,  AD  est 
perpendiculaire  à  BC  au  point  milieu  D  de  cette  ligne  (316). 

(905)  Cor.  Il  est  évident  aussi  que  BC  est  perpendiculaire 
au  plan  APD,  puisqu'elle  est  en  même  temps  perpendicu- 
laire à  chacune  des  droites  AD,  PD. 

(906)  Sco  1.  Les  deux  lignes  AE,  BC  offrent  un  exemple 
de  deux  lignes  qui  ne  se  rencontrent  pas,  parce  qu'elles  ne 
sont  pas  situées  dans  un  même  plan.  La  plus  petite  dis- 
tance entre  ces  lighes  est  la  droite  PD,  qui  est  en  môme 
temps  perpendiculaire  à  chacune  Telles.  La  distance  PD 
entre  ces  ligues  est  la  plus  courte,  parce  que  si  l'on  joint 
d'eux  autres  points  quelconques  A,  B,  on  aura  AB>AD, 
AD>PD  ;  d'où  AB>PD. 
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(907)  Soo.  2.  Quoique  les  deux  lignes  AE,  CB  no  soient 
pas  situées  dans  uu  même  plan,  rien  n'empêche  de  les 
concevoir  comme  formant  l'une  avec  l'autre  un  angle  droit, 
puisque  si  l'on  menait  par  un  des  points  de  AE  une  paral- 
lèle à  BC,  ces  deux  lignes  seraient  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre.  Do  même  la  ligne  AB  et  la  ligne  VD  qui  représen- 
tent deux  lignes  quelconques  non  dans  un  même  plan,  sont 
supposées  former  l'une  avec  l'autre  le  môme  angle  que  for- 
meraient AB  et  une  droite  parallèle  à  PD  menée  par  un  dos 
points  do  AB. 

PROP.  V.  THÉOR. 


(908)  Si  l'une  AP  de  deux  lignes  parallèles  AP,  ED,  est 
perpendiculaire  à  un  plan  MN,  l'autre  sera  aussi  perpen- 
diculaire au  même  plan. 

Soit  EP  le  plan  (894)  des  paral- 
lèles AP,  ED  et  PD  son  intersec- 
tion avec  le  plan  MN;  ayant 
mené  dans  le  plan  MN  la  droite 
BC  perpendiculaire  à  PD  et  joint 
AD,  on  aura  (905)  BC  perpendi- 
culaire au  plan  EP  ;  d'où,  l'angle 
BDE  ^âc  droit;  mais  (149)  l'angle  EDP  est  aussi  droit, 
puisque  (882;  AP  est  perpendiculaire  ;\  PD  et  DE  parallèle 
à  AP;  la  ligne  DE  est  donc  perpendiculaire  aux  deux 
droites  DP,  DB  et  par  suite  (895)  perpendiculaire  au  plan 
MN  de  ces  lignes. 

(909)  Seo.  PROB.  Si  l'on  avait  à  ériger  une  perpendicu- 
laire NF  à  un  plan  MN,  en  un  point  donné  N  de  ce  plan  ; 
ily  aurait  d'abord  à  laisser  tomber  sur  ce  plan  (902)  une  per- 
pendiculaire AP  d'un  point  quelconque  A  hors  de  ce  plan, 
puis  à  mener  à  cette  dernière  une  parallèle  NF  qui,  par  la 
prop.,  serait  la  perpendiculaire  demandée. 
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(910)  Cor.  1.  Réciproquement,  si  deux  lignes  droites  AP, 
DE  sont  perpendiculaires  à  un  même  plan  MN,  elles  seront 
parallèles;  car,  si  elles  ne  le  sont  pas,  menez  par  le  point  D 
une  parallèle  à  AP,  cette  parallèle  sera  par  la  prop.,  perpen- 
diculaire au  plan  MN  ;  on  pourrait  donc  par  un  môme  point 
D  mener  à  un  plan  plus  d'une  perpendiculaire,  ce  qui  (898) 
est  impossible. 

(911)  Cor.  2.  Deux  lignes  A  etB  parallèles  à  une  troisième 
ligne  C  sont  parallèles  entre  elles  ;  car,  concevez  un  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  C  ;  les  lignes  A  et  E  étant  paral- 
lèles à  C,  seront,  par  là  prop.,  perpendiculaires  au  même 
plali  ;  et,  par  le  dernier  cor.,  parallèles  entre  elles. 

Les  trois  lignes  sont  supposées  ne  pas  être  dans  un  même 
plan  ;  autrement,  la  proposition  serait  déjà  connue  (143). 

PROP.  VI.  THÉOR. 

(912)  Les  intersections  ML,  HK  de  deux  plans  paral- 
lèles A  B,  CD,  par  un  troisième  plan  MN,  sont  des  lignes 
parallèles. 

Car,  les  droites  ML,  HK  sont 
dans  un  même  plan  MK  ou  MI*r, 
et  étant  prolongées  ne  se  ren- 
contreraient pas,  puisque  (890) 
les  plans  AB,  CD  qui  les  con- 
tiennent ne  peuvent  se  rencon- 
trer ;  donc  (141)  ML,  HK  sont 
parallèles. 

(913)  Cor.  1.  Les  parallèles  MH,  LK  comprises  entre 
deux  plans   parallèles    AB,   CD,    sont    égales;  car    les 

intersections  ML,  HK  du  plan  MK  de  ces  parallèles  avec  les 
plans  AB,  CD,  sont  parallèles  par  la  prop.  et  comme  les 
parallèles  entres  parallèles  sont  (271)  égales,  on  a  Mîï=LK. 
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(914)  Cor.  2.  Une  ligne  droite  EF  perpendiculaire  à 
l'un  AB  de  deux  plans  parallèles  AB,  CD,  est  aussi  per- 
pendiculaire à  l'autre  ;  car,  ayant  mené  dans  lo  plan  CD 
nne  ligne  quelconque  FH,  et  par  les  lignes  EF,  FH  un  plan 
EH,  l'intersection  EM  de  ce  dernier  avec  le  plan  AB  sera, 
par  la  prop.,  parallèle  à  FH  ;  or  la  droite  EF  perpendicu- 
laire au  plan  AB  est  (882)  perpendiculaire  à  EM  et  (149)  à 
sa  parallèle  FH;  et  EF  étant  perpendiculaire  à  une  ligne 
quelconque  FH  dans  le  plan  CD,  est  (882)  perpendiculaire 
à  ce  plan. 

(915)  Cor.  3.  Deux  plans  AB,  CD  perpendiculaires  à 
mie  même  ligne  droite  EF  sont  parallèles  l'un  à  l'autre  ; 

car,  ayant  mené  dans  l'un  des  deux  plans,  une  ligne  quel- 
conque FH,  et  par  les  lignes  EF,  FH,  un  plan  EH 
intrersectant  AB  en  EM,  on  aura  (150)  EM  parallèle  à  FH, 
à  cause  de  EF  perpendiculaire  (882)  à  chacune  d'elles. 
Soit  maintenant  EM=FH,  on  aura  (167)  MH  parallèle  et 
égale  à  EF  ;  or  MH  étant  parallèle  à  EF  est  (908)  perpen- 
diculaire à  chacun  des  deux  plans  AB,  CD,  et  cette  perpen- 
diculaire est,  par  constr.,  une  perpendiculaire  quelconque; 
donc,  etc.  (888). 

(916)  Cor.  4.  Les  angles  d'inclinaison  de  deux  plans 
parallèles  AB,  CD  coupés  par  un  troisième  plan  MN  sont 
égaux  ;  car,  par  la  prop.  l'intersection  ML  est  parallèle  à  HK 
et  si  l'on  mène  dans  le  plan  MN"  (MK)  une  droite  EC^I-  per- 
pendiculaire à  l'une  ML  de  ces  intersections,  elle  sera  (149) 
perpendiculaire  à  l'autre.  Maintenant,  qu'on  mène  dans 
l'un  AB  des  deux  plans  parallèles,  la  droite  EP  perpendicu- 
laire à  ML  et  par  les  lignes  EP,  EG  un  plan  ER  ;  l'intersec- 
tion FR  de  ce  dernier  avec  le  plan  CD  sera,  par  la  prop., 
parallèle  à  EP  et  ces  parallèles  étant  par  constr.  dans  un 
même  plan  avec  la  droite  EG,  on  aura  (148)  l'angle  GB'R= 
GEP;  or,  GEP  est  (878)  l'angle  d'inclinaison  des  plans 
AB,  MN,  à  cause  de  EG,  EP  toutes  deux  perpendiculaires 
par  constr.  à  ML  ;  donc  aussi  GFR  est  l'angle  d'inclinaison 
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de8  plans  CD,  MN,  car  (908)  HK  parallèle  à  ML  est  perpen- 
diculaire au  plan  ER,  et  par  suite  (882)  aux  lignes  FG,  FR 
situées  dans  ce  plan  ;  donc,  etc.  (880). 

(917)  D'ailleurs,  il  suit  immédiatement  de  la  déf.  (878) 
de  l'inclinaison  de  deux  plans  et  des  corollaires  (879)  et 
(880)  de  cette  déf.,  que  deux  plans  parallèles  coupés  par  un 
troisième  plan  forment  avec  ce  dernier  des  angles  corres- 
pondants et  égaux,  tout  de  même  que  (147)  deux  lignes 
parallèles  intersectées  par  une  troisième  ligne  ;  et  il  est 
évident,  comme  pour  les  lignes,  que  1°  deux  plans  qui 
s'intersectent,  font  les  angles  opposés  au  sommet  égaux  ; 
2°  tous  les  angles  formés  par  plusieurs  plans  qui  se 
coupent  dans  une  même  ligne,  valent  ensemble  4 
angles  droits  ;  3°  dans  l'intersection  des  plans  parallèles 
par  une  ligne  ou  par  lui  troisième  plan,  les  angles 
correspondants  ainsi  que  les  angles  alternes  sont  égaux 
et  les  angles  intérievirs  ou  internes  valent  ensemble 
deux  angles  droits. 

PEOP.  VII.  THÉOE. 

(918)  Si  deux  angles  CAE,  DBF  non  dans  un  même 
plan,  ont  leur  côtés  AC,  BD  et  AE,  BF  parallèles  et 
tournés  dans  le  même  sens  ;  ces  angles  seront  égaux  et 
leurs  plans  parallèles. 

Ayant  fait  AC=BD  et  AE= 
BF,  joint  CE,  DF  et  mené  AB, 
CD,  EF,  on  voit  (274)  que  la 
fig.  AD  est  un  parallélogramme, 
à  cause  de  AC  parallèle  et  égale 
à  BD  et  on  a  par  conséquent 
CD=AB.  On  a  de  même  EF= 
AB,  à  cause  de  AE  parallèle  et  égale  à  BF  ;  d'où  (911)  CD 
est  égale  et  parallèle  à  EF,  et  CE  par  conséquent  égale  et 
parallèle  à  DF  ;  donc  les  trianghs  CAE,  DBF  ont  leurs 
côtés  correspondants  égaux  et  par  suite  l'angle  CAE=DBF. 
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(919)  En  second  lieu,  le  plan  ACË  ou  MN  est  parallèle 
au  plan  BDF  ou  PQ  ;  car,  ayant  mené  (902)  A'B  perpendi- 
culaire au  plan  MN  des  lignes  AC,  AE  et  du  point  de 
rencontre  A'  dans  le  plan  MN,  les  droites  A'C,  A'E'  paral- 
lèles à  AC,  AE  et  par  conséquent  (911)  parallèles  à  BD,  BF, 
on  aura  (882)  A'B  perpendiculaire  à  A'C,  A'E'  et  (149)  à 
leurs  parallèles  BD,  BF  ;  donc,  A'B  sera  (895)  perpendicu- 
laire à  chacun  des  deux  plans  MN,  PQ,  et  ces  plans  seront 
pour  cette  raison  (915)  parallèles  l'un  à  l'autre. 

(920)  Cor.  1.  Si  deux  plans  parallèles  MN^  PQ  rencon- 
trent deux  autres  plans  AD,  AF  ;  les  angles  CAE,  DBF 
formés  par  les  intersections  des  plans  parallèles  seront 
égaux  ;  car  (912)  l'intersection  AC  est  parallèle  à  BD,  et 
AE  à  BF. 

(921)  Cor.  2.  Si  trois  lignes  droites  AB,  CD,  EF,  non 
dans  un  même  plan,  sont  égales  et  parallèles  ;  les  triangles 
opposés  ACE,  BDF  formés  par  les  droites  joignant  les 
extrémités  des  trois  premières  lignes,  seront  égaux  et 
leurs  plans  parallèles  ;  car  les  parallèles  égales  AB,  CD 
donnent  (274)  AC  égale  et  parallèle  à  BD.  On  a  de  même 
AE  parallèle  et  égale  à  BF  et  par  suite  le  triangle  ACE  égal 
BDF,  et  le  plan  ACE  parallèle  à  BDF,  par  la  prop. 


PEOP.  VIII.  THÉOR. 


(922)  Deux  lignes  droites  AB,  CD  coupées  par  trois 
plans  parallèles  MN,  PQ,  ES,  sont  divisées  en  parties 
AE,  EB  et  CF,  FD  ayant  entre  elles  le  même  rapport  \ 
cà-d.  qu'on  aura  AE  :  EB  ::  CF  ;  FD. 


if-v  .  ;      • 

k.  .'■■■; 


S-t- 


Ri»!  ;■;'<, 


[•,.>.^v*t*-\  ■ma 

9-'    ■V    1     ■*       ^       ■■    ■      ""' 


Ifl 

Pf'"^ 

'^'T» 

Wk*''.'  *'■  '  - 

'^^'fwl 

JB^i.'\:  ;-  J . . 

fil 

Rj''-:-; 

A,-  .^UIB 

J»'.Ï^',''  ^:\'  .. 

£ÛHl^'^^ 

WËC^T    •'' 

fffrr  iM 

■sT^'  ■  "'■ 

«Ptnflfl 

Sr''*-'                        I 

SiÉWi 

Mj;.-'"'  ■'•?  - 

^hB 

wf^  .^''''^.''' 

laH 

E;  '.'iv.^.s>  '• 

Hi^B 

R»'-*^  .1  ,"::,^I^* 

84G 


GÉOMÉTRIE. 


Menez  AD  qui  rencontrera  le 
plan  PQ,  soit  en  G,  et  joignez 
AC,  GF,  EG,  BD  ;  les  intersec- 
tions  EG,  BD,  des  plans  parallèles 
PQ,  R8,  par  le  plan  ABD,  sont 
(912)  parallèles,  et  donnent  (509) 
AE  :  EB  ::  AG  :  GD  ;  de  même, 
les  intersections  parallèles  AC, 
GF  donnent  AG  :  GD  ::  CF  :FD  ; 
d'où,  on  a  (75  Ax.)  AE;EB:: 
CF  :  FD. 

(923)  Cor.  Si  le  nombre  des  plans  coupants  était  plus 
grand  que  trois,  ou  prouverait  tout  de  même  que  les  parties 
d'une  des  lignes  sont  proportionnelles  à  celles  de  l'autre  ;  et 
s'il  y  avait  plus  de  deux  lignes,  un  raisonnement  analogue 
ferait  voir  que  toutes  ces  lignes  sont  divisées  proportionnel- 
lement ;  donc  en  général,  si  un  nombre  indéfini  de  lignes 
droites  sont  coupées  par  plus  de  deux  plans  parallèles  ; 
les  parties  de  l'une,  quelconque,  de  ces  lignes  seront 
proportionnelles  à  celles  de  toutes  les  autres. 

FROP.  IX.  THÉOR. 

(924)  Tout  plan  AB  passant  par  une  ligne  AP  perpen- 
diculaire à  un  plan  MN,  sera  perpendiculaire  à  ce  plan. 

Soit  BC  l'intersection  des  plans  AB, 
MN  ;  dans  le  plan  MN  menez  DE 
perpendiculaire  à  BP  ;  alors  AP  per- 
pendiculaire au  plan  MN,  sera  (882)  m 
perpendiculaire  à  chacune  des  deux 
lignes  BC,  DE  ;  mais  l'angle  APD,  for- 
mé par  les  droites  AP,  PD  toutes  deux 
perpendiculaires  à  la  commune  inter- 
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section  BC,  mesure  (878)  l'angle  d'inclinaison  des  plans 
AB,  MN,  l'un  à  l'autre  ;  et  puisque  cet  angle  est  droit,  les 
deux  plans  sont  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 

(925)  Soc.  Quand  trois  droites  telles  que  AP,  BP,  DP, 
sont  perpendioulaires  l'une  à  l'autre  ;  ohaoune  de  ces 
lignes  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres,  et 
les  trois  plans  sont  en  oonséquence  perpendioulaires 
l'un  à  l'autre. 

PROP.  X.  TFÉOR. 


(126)  Si  deux  plans  AB,  MN,  sont  perpendiculaires 
l'un  à  l'autre  ;  une  ligne  AP  menée  dans  l'un  de  ces 
plans,  perpendiculaire  à  leur  commune  intersection  BC, 
sera  perpendiculaire  à  l'autre  plan. 

Car,  ayant  mené  dans  le  plan  MN, 
la  droite  DP  perpendiculaire  à  BC  ; 
alors,  parce  que  les  plans  sont  per- 
pendiculaires, l'angle  APD  est  droit 
et  la  ligne  AP  est  perpendiculaire  à 
chacune  des  deux  droites  BP,  DP 
et  par  suite  (895)  perpendiculaire 
au  plan  MN  de  ces  lignes. 

(927)  Cor.  1.  Si  un  plan  AB  est  perpendiculaire  à  un 
plan  MN,  et  qu'en  un  point  P  de  la  commune  intersec- 
tion, l'on  érige  une  perpendiculaire  AP  à  l'un  d'eux  ; 
MN,  cette  dernière  sera  dans  l'autre  plan  AB;  car,  si 
non,  alors  dans  le  plan  AB  on  pourrait  mener  AP  perpen- 
diculaire à  la  commune  intersection  BP,  et  cette  AP  serait 
en  même  temps  perpendiculaire  au  plan  MN  ;  il  y  aurait; 
alors  au  même  point  P  deux  perpendiculaires  au  plan  MN, 
ce  qui  (898)  est  impossible. 

(928)  Cor.  2.  Si  deux  plans  AB,  AD  sont  perpendicu- 
laires à  un  troisième  plan  MN  ;  leur  commune  intersection 
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AP  sera  aussi  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  cur,nynnt  élevé 
au  point  V  la  porpondiculairo  A.}.*  au  plau  MN,  cotte  per- 
pondiculairo  sera,  par  le  de»  •  cor.,  en  môme  temps  dans 
le  plan  A 13  et  dans  le  plan  Al) ,  lonc,  elle  est  leur  commune 
iutersectlou. 

PROP.  XI.  PROB. 
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(929)  Mener  une  droite  II K  qui  soit  perpendiculaire  à 
chacune  de  deux  lignes  AH,  C'I)  non  situées  dans  un 
même  plan. 

Ayant  mené  on  un  point 
quelconque  E  de  l'une  AU 
des  deux  lignes,  une  parallèle 
EF  à  l'autre  ligne  CD,  et  élevé 
(909)  une  perpendiculaire  EG 
au  plan  liEF,  on  fera  passer  '^893)  parlaperpondiculairoEG 
et  la  ligne  AB  un  plan  GK  (jui,  a  l'endroit  de  son  intersec- 
tion avec  l'autre  ligne  CD,  déterminera  un  point  II  d'oh  on 
mènera  IIK  perpendiculaire  à  AB  ;  la  droite  JIK  sera  la 
perpendiculaire  voulue  par  le  problème. 

Car,  IIK  perpendiculaire  A  AB  et  dans  le  mémo  plan  que 
EG,  est  (150)  parallèle  à  cotte  dernière  ;  or  EG  est  perpen- 
diculaire au  plan  BEF  et  par  suite  (914)  au  plan  parallMo 
(919)  GIID  des  lignes  HG,  IID  parallèles  à  EB,  EF;  donc, 
HK  qui  est  parallèle  à  EG,  est  aussi  (908)  perpondiculairo 
au  plan  GHD  et  (882)  à  la  ligne  HD  qu'elle  rencontre  dans 
ce  plan,  et  elle  est  par  constr.  perpendiculaire  à  la  ligne 
AB  ;  donc,  elle  est  perpendiculaire  à  chacune  des  deux 
lignes  AB,  CD. 

PROP.  XU.  THÉOR. 


(930)  Dans  tout  angle  solide  S  fbrmé  de  trois  singles  plans 
(ou  rectilignes)  ASB,  ASC,  BSC,  la  somme  de  deux,  quel- 
conques, de  ces  angles  est  plus  grande  que  le  troisième. 
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Il  ost  olttir,  tout  (l'abord,  ijuo  i'(»tto 
jirop.  ii'oxigo  uno  dômoustnition  (luo 
tlaiis  lo  eus  où  l'unglo  pluii  (lUo  l'on  com- 
imro  ù  lu  Boimuo  des  doux  autres,  ost 
phus  gruud  (juo  chacun  do  coa  doruiorH. 
Soit  doue  ASn  plus  y^ratul  (juo  ASO  ou 
IJSO;  il  oat  à  déuioutror  (juo  ASIKASC'+HSC. 

T)i\na  lo  plan  ASU,  tuitoa  l'anij^lc  nsl)=IJS(^;  pronoz  81) 
Il  volonté,  nionoz  par  lo  point  I),  lu  droite  ADh,  fuites 
S('=Sl)otjoi.i,Mioz  M\  WC.  Les  doux  oôtés  lîS,  SI)  sont 
ét^aux  aux  doux  lîS,  SC^  ;  l'uni^'le  nS(^=nsi)  ;  les  triangles 
r>Sl),  r»^U^  sont  donc  égaux  (237)  et  on  n  ni)=lîC  ;  mais 
A1KA0  +  !U^  ;  ôtant  d'un  côté  lil)  et  do  l'autre,  son  égale 
BO,  il  reste  A1><A(\  Los  doux  cotés  AS,  SI),  sont  égaux 
aux  deux  AS,  SO  ;  lo  troisième  côté  AD  est  moindre  (pio  le 
troisii^mo  côté  At';  donc  (260)  l'angle  AS1)<^AS(^.  Ajou- 
tant 1]SD=BS0,  on  a  ASI)-(  liSl)  ou  ASH<ASC+13So'. 
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(931)  La  somme  des  angles  plans  ASB,  BSC,  CSD,  etc. 
qui  forment  ou  qui  contiennent  un  angle  solide  quelcon- 
que S,  est  moindre  que  quatre  angles  droits. 

Ayant  coupé  l'angle  solide  S  par  un 
plan  AD  mené  ù  volonté,  et  tiré  d'un 
point  quelconque  O  dans  ce  plan  aux 
angles  de  la  fig.  les  droites  OA,  OB,  O 
etc.  ;  le  nombre  des  triangles  AOB,  BOC^, 
etc.,  formés  par  ces  lignes  sera  égal  à 
celui  dos  triangles  composants  ASJ3, 
BSC,  etc.  de  l'angle  solide  S  ;  or  la  somme  des  angles  des 
triangles  ASB,  BSC,  etc.  formés  autour  du  sommet  S,  est 
égale  à  la  somme  des  angles  d'un  nombre  ^égal  de  triangles 
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AOB,  BOC,  etc.,  formés  autour  du  po'mt  0  ;  mais  au  point 
B,  la  somme  des  angles  ABO,  CBO  égale  h  ABC  est  moin- 
dre (930)  que  celle  des  angles  ABS,  CBS;  de  môme,  au 
point  C,  onaBCO+BCO<BC84-l>CS;  et  il  en  est  ainsi 
de  tous  les  anglea  du  polygone  ABCDE  ;  d'où  il  suit  que  la 
somme  de  tous  les  angles  aux  bases  des  triangles  ayant  leurs 
sommets  eu  O,  est  moindre  que  la  somme  des  angles  aux 
buses  des  triangles  dont  les  sommets  sont  en  S  ;  do  là,  pour 
suppléer  au  défaut,  la  somme  des  angles  en  O  est  plus 
grande  que  celle  des  angles  en  S.  Mais  la  somme  des 
angles  en  O  vaut  (140)  quatre  angles  droits  ;  donc,  la  som- 
me des  angles  plans  qui  contiennent  l'angle  solide  S  est 
moindre  que  quatre  angles  droits. 

(932)  Sco.  Cette  démonstration  est 
fondée  sur  la  supposition  que  l'angle 
solide  dont  il  s'agit  est  convexe,  ou 
que  le  plan  d'aucune  des  surfaces 
composantes  ASB,  BSC,  etc.  ne  puisse 
rencontrer  1'  -ngle  solide  ;  s'il  en  était 
autrement,  comme  dans  la  fig.,  où  la 
base  ABCDEF  formée  par  le  plan 
coupant  AE  est  un  polygone  concave  (256)  et  l'angle  solidfl 
S  par  conséquent  lui  même  concave,  la  somme  des  angUs 
plans  ne  serait  plus  limitée,  mais  pourrait  atteindre  une 
valeur  quelconque,  augmentant  indéfiniment,  suivant  le 
nombre  et  la  grandeur  (122)  des  angles  rentrants  BCD  du 
pol.  AE. 


PROP.  XIV.  THÉOB. 

(933)  Si  deux  angles  solides  S,  T,  sont  contenus  chacun 
par  trois  angles  plans  respectivement  égaux  l'un  à 
l'autre  ;  savoir  :  ASC  à  DTF,  ASB  à  DTE  et  BSC  à  ETF, 
les  plans  ASB,  ASC  et  DTE,  DTF,  des  angles  égaux 
fieront  également  inclinés  entre  eux. 
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;  mais  au  point 
ABC  est  moin- 
J  ;  de  môme,  au 
;  il  on  est  ainsi 
'oîi  il  suit  que  la 
ngles  ayant  leurs 
a  des  angles  aux 
n  8  ;  de  là,  pour 
8  enO  est  plus 
s  la  somme  des 
8  ;  donc,  la  som- 
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iment,  suivant  le 
rentrants  BCDdu 


contenus  chacun 
A  égaux  l'un  à 
E  et  BSC  à  ETF, 
des  angles  égaux 
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Ayant  pris  SB  à  volonté,  me- 
nez (902)  BO  perpendiculaire  au 
plan  ASC  ;  du  point  0  où  la 
perpendiculaire  rencontre  lo 
plan,  menez  OA,  OC  porpoudi- 
culairos  à  SA,  feiJ  et  joignez 
AB,  BC  ;  prenez  maintenant 
TE=SB,  menez  EP  perpendiculaire  au  plan  DTF, 
PF,   perpendiculaires  à  TD,  TF  et  joignez  ED,  EF. 

Les  triangles  SMi,  TDE  sont  (904)  respectivement  rec- 
tangles en  A,  D,  et  puisque  l'angle  ASB=DTE  et  le  côté 
SB=TE,   les   triangles   sont  égaux  en    toutes    choses    et 
donnent  l'angle  SBA==TED  et  les  côtés  AS,  AB  respective- 
ment égaux  à  DT,  DE.  On  prouverait  de  même  que  CS=FT 
etBC=EF.     Cela  posé,  lo  quadrilatère  AOCS  est  égal  au 
quadrilatère  DPFT  ;  car,  par  superposition  des  angles  égaux 
ASC,  DTF,  et  à  cause  de  l'égalité  des  lignes  AS,  DT  et  CS, 
FT  et  des  angles  droits  SAO,  TDP  et  SCO,TFP,  il  est  clair 
que  les  points  A,  0,  C,  tomberont  respectivement  sur  D,  P,  F, 
et  qu'on  aura  AO=DP.    Mais  les  triangles  AOB,  DPE  sont 
rectangles  en  0,  P  ;  l'hypoténuse  AB=DE  et  le  côté  A0= 
DP;  d'où,  (312)  ces  triangles  sont  égaux  et  l'angle  OAB= 
PDE.  Or,  l'angle  OAB  est  (878)  l'inclinaison  des  deux  plans 
ASB,  ASC  et  l'angle  PDE,   celui  de  deux  plans  DTE, 
DTF  ;  donc,  ces  deux  inclinaisons  sont  égales  entre  elles. 

(934)  Si  la  perpendiculaire  BO  tombait  en  dehors  de 
la  base  ASC,  il  est  clair  que  l'angle  BAO  serait  obtus  au  lieu 
d'être  aïgu  et  l'angle  obtus  ajouté  à  l'angle  A  vaudraient  en- 
semble deux  angles  droits  ;  mais  dans  ce  cas  il  eu  serait  de 
même  de  la  perpendiculaire  EP  et  de  l'angle  EDP  ;  de  sorte 
qu'on  aurait  encore  A=D. 

(935)  Sco.  Si  deux  angles  solides  sont  contenus  par  trois 
angles  plans  respectivement  égaux  l'un  à  l'autre  et 
disposés  de  la  même  manière  dans  chaque  figure  ;  ces 
deux  angles  solides  seront  égaux  et  étant  appliqués  l'un 
à  l'autre,  ooincideront  dans  toutes  leurs  parties. 
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On  a  déjà  vu  que  les  quadrilatères  AOCS,  DPFT  peuvent 
être  superposés  à  l'un  l'autre,  les  points  A,  O,  C,  tombant 
respectivement  sur  D,  P,  F  ;  mais  les  triangles  AOB,  DPE 
sont  égaux  en  toutes  choses  et  OB  perpendiculaire  au  plan 
ASC,  se  confondra  avec  PE  et  le  point  B  avec  le  point  E  ; 
de  plus  BS  tombera  sur  ET  et  les  deux  angles  solides  coïn- 
cideront entièrement. 

(936)  Rem.  Si  les  plans  composants,  au  lieu  d'être  dis- 
posés d'une  manière  correspondante  dans  chacun  des  deux 
angles  solides,  étaient  placés  dans  un  ordre  inverse,  comme 
ils  le  seraient  si  les  perpendiculaires  OB,  PE  tombaien'  de 
côtés  opposés  des  plan»  ASC,  DTF,  on  ne  pourrait  plus  faire 
coïncider  les  angles  solides  ;  mais  les  plana  composants  n'en 
seraient  pas  moins  également  inclinés  entre  eux,  et  les 
angles  solides  égaux  dans  toutes  leurs  parties,  sans  cepen- 
dant admettre  la  superposition.  On  donnera  à  ces  sortes 
d'angles  le  nom  d'angles  symétriques. 

(937)  La  même  remarque  s'applique  aux  angles  solides 
formés  de  plus  de  trois  plans  composants  A,  B,  C,  D,  E, 
etc.,  et  des  mêmes  angles  disposés  en  ordre  inverse  A,  etc., 
E,D,B,C.  Ces  angles  solides  sont  encore  égaux  sans  être 
capables  de  superposition  et  on  leur  donne  de  même  le  nom 
d'angles  solides  symétriques. 

(938)  Il  en  est  autrement  des  figures  planes  dans  lesquelles 
l'égalité  par  symétrie  ne  peut,  à  proprement  dire,  exister, 
toutes  ces  figures  pouvant  se  renverser  pour  admettre  la 
superposition,  tandis  que  dans  le  cas  des  solides,  la  troisième 
dimension  ou  épaisseur  peut  être  prise  dans  deux  directions 
difierentes. 

Cor.  Les  conclusions  de  ce  théorème,  relativement  aux 
angles  solides  qui  ne  sont  contenus  que  par  trois  plans 
composants,  s'appliquent  également  à  tout  autre  angle  solide, 
quelque  soit  le  nombre  des  angles  plans  qui  le  contiennent  ; 
car,  tout  angle  solide  polyèdre  peut  évidemment  se  décom- 
poser en  autant  d'angles  solides  trièdres  que  l'angle  polyèdre 
a  de  faces  moins  deux. 
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DEFINITIONS    et   CONSEQUENCES 


(939)  Déf.  On  nomme  polyèdre  solide  ou  simplement 
polyèdre,  tout  corps  (119)  terminé  par  des  plans  ou  surfaces 
planes  ;  ces  derniers  étant  évidemment  (877)  terminés  à 
leur  tour  par  des  lignes  droites  qui  sont  ies  côtés  ou  arêtes 
du  polyèdre. 

(940)  Déf.  Le  prisme  AI  est  un 

solide  borné  par  plusieurs  parallélo- 
grammes AG,  BH,  etc.  terminés  à 
chaque  extrémité  par  des  polygones 
égaux  et  parallèles  AD,  FI,  qu'on 
nomme  bases  du  prisme.  L'ensem- 
ble des  parallélogrammes  composants 
constitue  la  surfkce  latérale  ou  oou- 
vexe  du  prisme.  A  la  commune 
intersection  AF,  ou  BG,  etc.  de  deux 
faces  adjacentes  AK,  AG  ou  AG,  BH,  etc.,  du  prisme,  on 
donne  le  nom  de  côté  ! 
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(941)  Sco.  1.  Pour  construire  le  prisme;  soit  AD  un 
polygone  quelconque  ;  on  mènera  dans  un  plan  FI  parallèle 
à  celui  AD  de  la  base,  les  droites  FG,  GH,  etc.,  respective- 
ment parallèles  et  égales  à  AB,  BC,  etc.  ;  ce  qui  donnera 
(151  et  203)  le  polygone  FI  en  tout  égal  au  pol.  AD  ;  car, 
(918)  les  angles  correspondants  FGH,  ABC,  GHI,  BCD,  etc., 
sont  égaux  et  les  côtés  AB,  FG,  BC,  GH,  etc.  le  sont  pnr 
constr.  Maintenant,  on  joindra  par  des  droites  AF,  BG, 
etc.,  les  sommets  homologues  ou  angles  correspondants  A, 
F,  B,  G,  etc.,  des  deux  polygones,  formant  ainsi  (démonstr. 
du  par.  918)  les  parallélogrammes  AG,  BH,  etc.  et  par  suite 
(940)  le  prisme  AI  :  ce  qui  prouve  l'exactitude  de  la  déf. 
de  ce  solide.  f 

(942)  Sco.  2.  On  peut  encore  concevoir  le  prisme  formé 
par  le  mouvement  d'un  plan  AD  parallèlement  à  lui-même 
le  long  d'une  ligne  BG,  ou  CH,  etc. 

(943)  Cor.  1.  Il  suit  directement  de  ce  qui  précède  que 
dans  un  prisme,  toute  section  parallèle  à  la  base  est  en 
même  temps  égale  à  la  base. 

(944)  Cor.  2.  Dans  tout  prisme  AT,  les  sections  ad, fi 
formées  par  des  plans  parallèles,  sont  des  polygones 
égaux  5  car  il  est  clair  que  le  solide  ai  est  lui-même  un 
prisme  et  les  sections  a  d,  fi^  bases  de  ce  prisme,  sont  égales 
par  la  déf. 

2°  D'ailleurs,  on  a  (912.)  f  g  et  les  autres  côtés  du  pol.// 
parallèles  à  a  6  et  aux  côtés  correspondants  du  pol.  «rf  et 
fg—a  6,  g  h=b  c,  etc.  (parallèles  entre  parallèles).  Les  côtés 
correspondants  des  pois,  a  d,  fi,  sont  donc  en  même  temps 
parallèles  et  égaux,  et  les  angles  correspondants  de  ces 
polygones  en  conséquence  (918)  égaux  et  par  suite,  les 
polygones  eux-mêmes  égaux. 

3°  De  plus,  les  faces  ag,  b  h,  etc.  du  sol.  a  i  sont,  par  la 
dém.,  des  parallélogrammes,  et  les  bases  étant  par  le  cor.,  des 
polygones  égaux  et  par  hyp.,  parallèles  entre  eux,  le  sol.  ai 
est  un  prisme. 
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(945)  Déf.  La  hauteur  du  prisme  AI  est  la  distance 
entre  ses  deux  baseu,  ou  (889)  la  perpendiculaire  IP  menée 
d'un  point  quelconque  I  de  la  base  supérieure  au  plan 
(prolongé  s'il  le  faut)  AD  de  la  base  inférieure. 

(946)  Déf.  Un  prisme  AI  est  droit  quand  un  AF  de  ses 
côtés  et  par  conséquent  (940  et  908)  tous  les  autres  BG,  CH, 
etc.,  sont  perpendiculaires  au  plan  générateur  ou  (914)  aux 
plans  des  bases,  et  dans  ce  cas  chacun  de  ces  côtés  est  égal 
à  la  hauteur  du  prisme  et  chacune  de  ses  faces  est  un 
rectangle.  Dans  tout  autre  cas,  le  prisme  est  oblique,  et 
la  hauteur  IP  moindre  que  le  côté  ID  ou  HC,  etc. 

(947)  Déf.  Un  prisme  est  triangulaire,  quadrangulaire, 
pentagonale,  hexagonale,  etc.,  suivant  que  sa  base  ou  le 
plan  générateur  est  un  trjangle,  quadrilatère,  pentagone, 
hexagone,  etc. 

(948)  Déf  On  nomme  parallélipipède 
(pour  abréger  on  écrira  parallépipède)  un 
prisme  AD  dont  la  base  AF  est  un  paral- 
lélogramme et  dont  toutes  les  faces  sont 
par  conséquent  (940)  des  parallélogram-  A  C 

mes.  Le  parallépipède  est  dit  rectangulaire  quand  toutes 
ses  faces  sont  des  rectangles  ;  et  les  fkces  ou  les  plans 
composants  du  parallépipède  rectangulaire  sont  tous 
perpendiculaires  entre  eux;  car  AE  étant,  à  cause  des 
rectangles  EC,  EB,  perpendiculaire  à  chacune  des  deux 
lirnes  AB,  AC,  est  (895)  perpendiculaire  au  plan  AF  de  ces 
lignes  ;  d'où  il  suit  (924)  que  les  plans  EB,  EC  passant  par 
cette  perpendiculaire  AE  sont  eux-mêmes  perpendiculaires 
au  plan  AF  ;  et  on  démontrerait  de  même  la  perpendicu- 
larité  de  tous  les  autres  plans  entre  eux. 

(949)  Déf  Parmi  les  parallépipèdes  rectangulaires,  on 
distingue  le  cube  ou  hexaèdre  réguUer,  terminé  par  six 


carres  égaux. 
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(950)  Déf.  Le  cylindre  AK  est  un 
solide  qu'on  peut  concevoir  engendré 
par  le  mouvement  d'un  cercle  ACE 
parallèlement  à  lui-même  le  long  d'une 
ligne  AF  ou  BG,  etc.  perpendiculaire 
au  plan  de  la  base. 

(951)  Soo.  1.  Le  cylindre  n'est  donc 
autre  chore  qu'un  prisme  droit  ayant 
pour  base  ou  pour  plan  générateur  un 
polygone  régulier  ABCD  etc.  d'un 
nombre  indéfini  de  côtés,  c.-à-d.  (430  et  665)  un  cercle  ; 
pour  surfkoe  latérale  ou  convexe  un  nombre  de  parallélo- 
grammes AG,  BH,  etc.  égal  à  celui  des  côtés  du  polygone 
et  par  conséquent  (665)  d'une  largeur  AB,  BC,  etc.  indéfi- 
niment petite,  et  pour  hauteur  une  droite  AF,  BG,  OP,  etc. 
menée  perpendiculairement  d'un  point  quelconque  d'une  de 
ses  bases  au  plan  de  l'autre  base. 

(952)  Sco.  2.  On  peut  encore  concevoir  le  cylindre  formé 
par  la  révolution  d'un  rectangle  BPOG  autour  de  la  ligue 
immobile  OP  qu'on  appelle  axe  du  cylindre.  Dans  ce 
mouvement,  les  côtés  PB,  OG  demeurant  toujours  perpen- 
diculaires à  OP,  décrivent  les  cercles  égaux  ou  bases  ACE, 
FHL,  le  côté  BG  décrivant  eu  même  temps  la  surface 
convexe  du  cylindre. 

(953)  Cor.  Toute  section  ace  au  cylindre  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  ou  (915)  parallèle  à  la  base  est 
(943)  un  cercle,  et  toute  section  AFKD  par  un  plan 
passant  par  l'axe  du  cylindre,  est  un  rectangle  AK 
double  du  rectangle  générateur  AO  ou  BO. 

(954)  Soo.  3.  Les  côtés  ou  arêtes  AF,  BG,  etc.  du 
prisme  droit  étant  perpendiculaires  au  plan  de  la  base,  sont 
évidemment  compris  dans  la  surface  convexe  du  cylindre  ; 
de  là,  le  prisme  et  le  cylindre  se  touchent  le  long  de  ces 
côtés  et  le  prisme  est  dit  inscrit  au  cylindre  ou  le  cylindre 
circonscrit  au  prisme. 
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le  cylindre  formé 


De  même,  si  les  polygones  servant  de  bases  au  prisme 
étaient  circonscrits  aux  cercles  servant  de  bases  au  cylindre, 
et  les  angles  correspondants  reliés  par  des  droites,  il  est  clair 
qu'on  aurait  un  prisme  oirconîjcrit  au  cylindre  ou  un 
cylindre  inscrit  dans  le  prisme. 

(955)  Déf.  La  pyramide  ABC13E-S 
est  un  solide  formé  par  plusieurs  plans 
triangulaires  procédant  d'un  même 
point  S  qui  en  est  le  sommet  et  termi- 
nés par  les  côtés  d'un  même  polygone 
AD  qui  en  est  la  base  ;  l'ensemble  des 
plans  triangulaires  composants  étant 
ce  qui  constitue  la  surface  latérale  ou 
convexe  de  la  pyramide. 

(956)  Déf  Si  de  la  pyramide  AD-S  B  c 
ou  retranche  la  pyramide  ad-S  par  un  plan  a  c?  parallèle  au 
plan  AD  de  la  base,  on  donne  au  solide  qui  reste  AD-d  le 
nom  de  pyramide  tronquée  ou  tronc  de  pyramide. 

(957)  Déf.  La  hauteur  d'xme  pyramide  est  la  perpen- 
diculaire SP  abaissée  du  sommet  S  sur  le  plan  AD  de  la 
base,  prolongé  s'il  le  faut. 

(958)  Déf  Une  pyramide,  comme  un  prisme,  est  trian- 
gulaire, quadrangulaire,  etc.,  suivant  que  sa  base  est  un 
triangle,  un  quadrilatère,  etc. 

(959)  Déf  Une  pyramide  est  régulière  quand  sa  base  est 
un  polygone  régulier  et  qu'en  même  temps  la  perpendicu- 
laire tombant  du  sommet  sur  le  plan  de  la  base,  passe  par  le 
centre  (175)  de  la  base.  Cette  perpendiculaire  est  appelée 
axe  de  la  pyramide. 

(960)  Déf  La  droite  SF  menée  du  sommet  S  d'une 
pyramide  régulière,  perpendiculaire  à  l'un  quelconque  AB 
des  côtés  du  polygone  AD  qui  en  constitue  la  base,  est 
l'apothème  ou  la  hauteur  inclinée  de  la  pyramide. 
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(061)  Déf  Lo  cône  AOE-S  n'est 
autre  cliose  q^i'une  jtyruniido  régu- 
lière AB(^DE-S  ayant  pour  base 
un  cercle  ACE  ou  (430  et  655)  un 
polygone  régulier  AUCDE  etc.  d'un 
nombre  indélini  de  côtés  et  ces  côtés 
en  conséquence  indéfiniment  petits. 

(962)  Sco.  1.  Quand  le  côté,  l'arc 
ou  l'unité  (430)  AB  du  périmètre 
de  la  base  est  indéliiiiment  petit,  le 
rayon  droit  (175)  FP  du  pol.  devient  égal  (667)  au  rayon 
oblique  (555,  2")  AP,  et  il  est  clair  que  la  hauteur  inclinée 
SF  de  la  pyramide  devient  en  même  temps  la  hauteur 
inclinée  ou  apothème  SA  du  cône,  dont  on  peut  en  con- 
iénnence  regarder  la  surfkce  latérale  ou  convexe  comme 
îomposée  d'un  nombre  de  triangles  égal  à  celui  des  côtés 
du  polygone  qui  lui  sert  de  base  et  ayant  chacun  pour  hau- 
teur la  hauteur  inclinée  SA  ou  le  côté  du  cône  et  pour  bases 
les  côtés  indétiniment  petits  du  polj^gone. 

(963)  Sco.  2.  On  peut  encore  concevoir  le  cône  engendré 
par  la  révolution  d'un  triangle  rectangle  APS  autour  du 
côté  immobile  SP  qu'on  nomme  axe  du  cône.  Dans  ce  mou- 
vement, le  côté  AP  décrit  le  cercle  ACE,  base  du  cône,  et 
l'hypoténuse  AS  en  décrit  la  surface  latérale. 

(964)  Déf.  Comme  pour  la  pyramide,  S  est  lo  sommet  du 
cône  et  la  perpendiculaire  SP  en  est  la  hauteur. 

(965)  Déf.  Si  dn  cône  ACE-S  on  retranche  le  cône 
aces  par  un  plan  be  parallèle  à  celui  BE  de  la  base,  on 
donne  au  solide  BE-e6  qui  reste  le  nom  de  eône  tronqué 
ou  tronc  du  cône. 

(966)  Sco.  On  peut  le  concevoir  engendré  par  la  révolu- 
tion d'un  trapèze  rectangulaire  AP  pa  autour  de  l'axe  P^ 
qui  est  en  même  temps  la  hauteur  du  tronc  ;  les  cercles 
ACE,  ace  étant  ses  bases  et  A  a  ou  (962)  SA— Sa,  son  côté 
ou  sa  hauteur  inclinée. 
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(967)  Cor.  Il  suit  do  ces  (lufinitions  que  toute  section 
d'un  cône  ou  d'un  cône  tron  ;ué  par  un  plan  b  e.  perpen- 
diculaire à  l'axe,  c.-à-à.  (915)  parallèle  à  la  base  on  aux 
bases,  est  un  cercle,  car,  pendant  que  le  triangle  rectangle 
APS  tourne  autour  de  PS,  la  ligne  ap  perpendiculaire  à 
PS,  décrit  un  cercle,  et  ce  cercle  n'est  autre  chose  que  la 
section  faite  par  un  plan  he  perpendiculaire  â  l'axe  au 
point  j).  Toute  sectionpassant  par  l'axe  PS  ou  Pp,  est  un 
triangle  isocèle  ASD  double  du  triangle  générateur  APS 
ou  un  trapèze  AD  d  a  double  du  trapèze  décrivant  AP  p  a. 

(968)  Sco.  Il  est  clair,  comme  pour  le  prisme  et  cylindre 
(954)  que  les  côtés  AS,  lîS,  etc.  de  la  pyramide  sont  dans 
la  surtiice  latérale  du  cône,  la  pyramide  étant  inscrite  dans 
le  cône,  ou  le  cône  inscrit  à  la  pyramide  ;  et  hï  le  polygone 
servant  de  base  à  la  pyramide  était  circonscrit  au  cercle  ser- 
vant de  base  au  cône,  la  pyramide  serait  circonscrite  au 
cône  ou  le  cône  inscrit  dans  la  pyramide. 

2°  De  même,  pour  lo  tronc  de  cône,  les  côtés  A  a,  B  6  du 
tronc  de  pyramide  sont  dans  la  surface  latérale  du  premier 
et  le  tronc  de  pyramide  peut  être  regardé  comme  inscrit 
au  tronc  de  cône  ou  le  tronc  de  cône  circonscrit  au  tronc 
de  pyramide,  et  si  les  bases  polygones  du  tronc  de  pyramide 
étaient  circonscrites  aux  cercles  servant  de  bases  au  tronc 
de  cône,  ou  aurait  un  tronc  de  pyramide  circonscrit  au 
tronc  de  cône  ou  tronc  de  cône  inscrit  au  tronc  de 
pyramide.  Il  est  donc  clair  que  le  tronc  de  cône  n'est 
autre  chose  qu'un  tronc  de  pyramide  régulière  ayant 
pour  bases  parallèles  des  cercles  (967). 

(969)  Déf.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  sont  dits  sem- 
blables, quand  leurs  axes  sont  entre  eux  comme  les  diamè- 
tres de  leurs  bases. 

(970)  Déf.  Deux  prismes  droits  ou  pyramides  régulières 
sont  semblables  quand  leurs  bases  sont  des  polygones 
semblables  et  leurs  hauteurs  respectivement  proportionellcs 
aux  côtés  homologues  de  ces  bases. 
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(971)  Déf.  Deux  prismes  ou  pyramides  quelconques 
sont  semblables  quand  leurs  bases  sont  des  polygones  sem- 
blables, leurs  hauteurs  proportionnelles  aux  côtés  homolo- 
gues des  bases  et  les  inclinaisons  des  divers  plans  composants 
égales  dans  chaque  figure  ;  ou,  en  général  : 

(972)  Déf.  Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsqu'il  sont 
contenus  par  un  même  nombre  de  plans  semblables,  disposés 
de  la  même  manière  et  ayant  en  conséquence  entre  eux 
(PROP.  XIII,  LIVRE  II.)  des  inclinaisons  égales,  à  cause 
des  angles  plans  correspondants  des  faces  ou  plans  sembla- 
bles de  ces  polyèdres. 

(973)  Déf.  La  diagonale  d'un  polyèdre  est  une  droite 
reliant  les  sommets  de  deux  angles  solides  non  adjacents. 

(974)  Déf.  La  sphère  est  un  solide  terminé  par  une 
surface  courbe  dont  tous  hs  points  sont  également  éloignés 
d'un  point  intérieur  appelé  centre. 


D 


On  peut  la  concevoir  en- 
gendrée par  la  révolution  d'un 
demi-cercle  DAM  autour  de  son 
diamètre  DM;  car  la  surface 
décrite  dans  ce  mouvement  par 
la  courbe  DAM  aura  tous  ses 
points  H,  F,  etc.  également 
éloignés  du  centre  C. 

(975)  Déf  Le  solide  décrit 
dans  le  même  mouvement  par 
le  secteur  (192)  DGF  ou  FCH,  etc.  est  appelé  secteur  sphéri- 
que.  Celui  que  décrit  le  demi-segment  (191)  FOD  ou  AND 
et  la  demi-zone  (202)  ANOF  est  la  calotte  sphérique 
FDG,  ADK  et  le  segment  sphérique  AG,  et  la  surface 
décrite  par  la  circonférence  AF,  AD  ou  FD  est  la  zone 
sphérique  AG,  ADK  ou  FDG. 
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(976)  Déf.  Le  rayon  d'une  sphère  est  une  droite  CD,  CF, 
etc.  menée  du  centre  à  un  point  quelconque  D,  F,  de  la  sur- 
face ;  le  diamètre  ou  axe  DM  est  une  ligne  passant  par  le 
centre  et  terminée  de  part  et  d'autre  par  la  surface. 

Tous  les  rayons  d'une  sphère  sont  égaux,  et  tous  les 
diamètres  égaux,  étant  chacun  double  du  rayon. 

(977)  Déf.  Un  plan  RS  est  tangent  à  une  sphère  quand 
leurs  surfaces  respectives  n'ont  qu'un  seul  point  commun  D  ; 
ce  qui  a  lieu  quand  le  plan  est  perpendiculaire  à  un  rayon 
CD  de  la  sphère  à  l'extrémité  D  de  ce  rayon,  car  (882)  CD 
perpendiculaire  au  plan  RS  est  perpendiculaire  à  toute  ligne 
DB  qu'il  rencontre  dans  ce  plan  et  tout  autre  point  B  du 
plan  touchant,  RS,  donne  CB,  hypoténuse  du  triangle  rec- 
tangle CDB,>CD,  côté  de  ce  dernier  ;  et  par  conséquent 
>CI  et  hors  de  la  sphère. 

Il  est  de  même  évident  (476.  2)  que  deux  sphères  n'ont 
qu'un  point  commun  et  par  conséquent  se  touchent,  quand 
la  distance  entre  leurs  centres  est  égale  à  la  somme  ou 
différence  de  leurs  rayons. 

(978)  Sco.  1.  Le  segment  sphérique  (975)  est  donc  une 
partie  de  la  sphère  solide  comprise  entre  deux  plans  paral- 
lèles et,  de  même,  la  zone  (975)  sphérique  est  une  partie  de 
la  surface  de  la  sphère  comprise  entre  deux  plans  parallèles  ; 
car  les  demi-cordes  génératrices  FO,  AN  sont  (410)  perpen- 
diculaires au  diamètre  ou  à  l'axe  DM,  et  par  suite  (882)  les 
plans  FPE,  AQL  sont  perpendiculaires  à  ce  même  diamètre 
et  en  conséquence  (915)  parallèles  l'un  à  l'autfe. 

(979)  Sco.  2.  Les  plans  parallèles  qui  terminent  les  seg- 
ment et  zone  qu'on  vient  de  définir  en  sont  les  bases  et 
quand  la  corde  génératrice  FO  devient  la  tangente  BD,  et  le 
plan  PE,  le  plan  RS,  le  segment  et  la  zone  n'ont  dans  ce  cas 
qu'une  seule  base. 

(980)  Déf.  La  hauteur  d'une  zone  ou  d'un  segment  est 
la  distance  (889)  entre  les  deux  plans  parallèles  qui  en 
forment  les  bases. 
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(981)  Cor.  1.  Il  suit  du  mouvement  générateur  (974) 
d'une  sphère  que  toute  section  d'une  sphère  par  un  plan 
est  un  cerole  ;  car,  il  est  clair  qu'on  peut  supposer  l'axe 
DM  dans  une  direction  quelconque  dans  la  sphère  et  lu 
demi-corde  génératrice  FO  ou  AN  en  un  point  quelconque 
de  cet  axe;  or  la  demi-corde  perpendiculaire  à  l'axe  dans 
toute  sa  révolution  autour  de  ce  dernier,  engendre  un  plan 
(882)  FPE,  AQL  et  le  point  F,  A,  extrémité  du  rayon  FO, 
AN",  décrit  dans  ce  plan  la  circonférence  FPE,  AQL. 

(982)  D'ailleurs,  soit  PE  une  section  faite  par  un  plan 
dans  une  sphère  dont  C  est  le  centre.  Du  point  C  ayant 
mené  (902)  CO  perpendiculaire  à  ce  plan  et  les  rayons 
OP,  CE,  CF,  etc.  à  divers  points  de  la  courbe  qui  termine 
cette  section  ;  les  lignes  obliques  CP,  CE,  etc.  sont  égales, 
étant  rayons  de  la  sphère  ;  elles  sont  donc  (902)  également 
■éloignées  de  la  perpendiculaire  CO  ;  donc  les  droites  OP, 
CE,  O  etc.,  sont  égales  et  la  section  PE  est  un  cercle  dont 
le  centre  est  0. 

(983)  Cor.  2.  Un  grand  cercle  est  une  section  qui  passe 
par  le  centre  de  la  sphère  et  son  rayon  étant  égal  à  celui  de 
la  sphère,  il  suit  que  tous  les  grands  cercles  sont  égaux. 

(984"^  Cor.  3.  Deux  grands  cercles  se  bissecteut  toujours 
mutuellement,  car  leur  commune  intersection  passe  par  le 
centre  et  est  en  conséquence  (976)  un  diamètre. 

(985)  Cor.  4.  Il  est  clair  que  tout  grand  cercle  divise 
la  sphère  et  sa  surfkce  en  deux  parties  égales  ;  car  si  on 

séparait  les  deux  hémisphères  pour  les  placer  ensuite  sur  la 
base  commune  avec  leurs  convexités  tournées  dans  le  même 
sens,  les  deux  surfaces  coïncideraient  entièrement,  nul  point 
de  l'une  étant  plus  près  du  centre  qu'un  point  quelconque 
de  l'autre. 

(986)  Cor.  5.  Un  petit  cercle  de  la  sphère  est  une  section 
qui  ue  passe  pas  par  le  centre  ;  et  il  suit  de  la  démonstration 
du  par.  (981)  ou  (982)  que  le  centre  d'un  petit  cercle  et 


!    » 


SOLIDES.  — D£FS.,  etc. 


363 


celui  de  la  sphère  sont  dans  une  même  ligne  perpendi- 
culaire au  plan  du  petit  cercle. 

(987)  Cor.  6.  Les  petits  cercles  sont  d'autant  plus 
petits  qu'ils  sont  plus  éloignés  du  centre  de  la  sphère  ; 

cur,  plus  CO  est  grand,  plus  la  corde  FG,  diamètre  du  petit 
cercle  FPE,  est  petite  (461). 

(988)  Cor.  7.  On  peut  tou^jours  fkire  passer  un  arc  de 
grand  cercle  par  deux  points  quelconques  de  la  surfkce 
de  la  sphère  ;  car  ces  deux  poitjl  ,  avec  !*•  centre  de  la 
sphère,  fout  trois  points  qui  déterminent  (892)  la  position 
d'un  plan  ;  mais  si  les  deux  points  donnés  étaient  à  l'extré- 
mité d'un  diamètre,  ces  deux  pointa  et  le  centre  seraient 
alors  dans  une  seule  et  mémo  ligne  droite,  et  cette  ligne 
pourrait  servir  de  commune  intersection  à  un  nombre  indé- 
liiii  de  grands  cercles. 

(989)  Déf.  La  Ivme  sphérique  DAMBD  est  cette  partie 
de  la  surface  d'une  sphère  qui  est  comprise  entre  deux 
domi-grands  cercles  se  rencontrant  en  un  diamètre  commun 
et  sert  de  base  à 

(990)  Déf.  L'onglet  sphérique  DAMBD 

qui  est  cette  partie  de  la  sphère    solide 


comprise 
cercles. 


entre    les    mêmes    demi-grands 


(991)  Rem.  Le  cylindre,  le  côno  et  la  3f 

sphère  sont  les  trois  corps  ronils  dont  traitent  les  éléments 


de  la  géométrie. 
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PROPOSITION  I.  THÉOBÊME. 


(992)  La  surfkce  convexe  ou  latérale  AG+BH  +  etc. 
(940)  d'im  prisme  droit  AI  est  égale  au  périmètre  AB+ 
BC+etc.  de  sa  base  AD  ou  FI  multiplié  par  sa  hauteur 
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AF;  c.-;\-(l.  qu'on  aura  la  surface  du  pri8mo=(AB+BC-f 
CD+etc)XAF. 

Car,  les  hauteurs  AF,  BG,  etc.  des 
facea  coniposnntos  sont  toutes  éfçales  à 
la  hauteur  AF  du  prisme  et  toutes  ces 
faces  sont  (946)  des  rectangles  ;  d'où  il 
suit  que  ABx  AF+BCxBG+CDxCH 
+etc=(AB+BC+CD+etc)XAF.  Ajou- 
tant à  cette  surface  latérale,  la  double 
surface  do  la  base  AD,  on  aura  la  surface 
totale  du  prisme. 

Rem.  11  est  a  peine  nécessaire  de  dire  que  la  surfkce  du 
oube  (949)  est  sextuple  de  celle  d'une  de  ses  fkoes. 

(993)  Cor.  1.  On  a  vu  que  (951)  le  cylindre  n'est  autre 
chose  qu'un  prisme  droit  ayant  pour  base  un  polygone  d'un 
nombre  indéfini  de  côtés,  c.-à-d.  (665)  un  cercle;  donc,  la 
surfkoe  latérale  d'un  cylindre  est  égale  au  '^  érlmètre  ou 
à  la  circonférence  de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur . 
et  si  à  cette  surface  on  ajoute  celles  do  ses  bases  puriiUèlos, 
on  aura  la  surface  totale  du  cylindre. 

(994)  Cor.  2.  Si  deux  prismes  droits  ou  deux  cylindres 
ont  même  hauteur,  leurs  surfkoes  convexes  seront  entre 
elles  comme  les  périmètres  ou  circonférences  de  leurs 
bases,  et  réciproquement  si  les  périmètres  ou  circonfé- 
rences des  bases  sont  égales,  les  surfkces  seront  entre 
elles  comme  les  hauteurs. 

(995)  Cor.  3.  Les  surfaces  latérales  de  deux  prismes 
droits  quelconques  ou  de  deux  cylindres,  sont  entre  elles 
comme  les  périmètres  de  leurs  bases  multipliés  par  leurs 
hauteurs  respectives,  c.-à-d.  comme  les  produits  de  ces 
périmètres  et  hauteurs. 

(996)  Sco.  1.  La  surfkce  latérale  d'un  prisme  quelcon- 
que Al  est  égale  au  produit  de  son  côté  AF  par  le 
périmètre  d'une  section  LMNKS  fkite  par  un  plan  LR 
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que  la  surfkoe  du 
de  ses  fkoes. 

ylindre  n'est  autre 
I  un  polygone  d'un 
un  cercle;  donc,  la 
>  au  '^  érlmètre  ou 
e  par  sa  hauteur . 
es  bases  parallèles, 

ou  deux  cylindres 
rexes  seront  entre 
nférences  de  leurs 
êtres  ou  circonfé- 
faces  seront  entre 

de  deux  prismes 
es,  sont  entre  elles 
lultipliés  par  leurs 
les  produits  de  ces 

1  prisme  quelcon- 
1  côté  AF  par  le 
;e  par  un  plan  LK 


perpendiculaire  à  l'un  des,  et  par  conséquent  (908)  à 
tous  les  côtés  du  prisme. 

Car,  LM,  ligne  danw  le  plan  LU,  est 
porpoiulicnlairo  (882)  h  AF  et  égale 
par  cons{'<iuont  (180)  à  la  hauteur  ou 
largeur  du  parallélogramnio  AG  ;  ou 
a  du  niônio  MN  porpoiidiculaire  à  BC4, 
hauteur  du  parallélograninio  liH,  NU 
largeur  du  parallélogr.  CI  et  ainsi  do 
suite,  et  puisque  AF=liG  =  ClI=ctc., 
il  est  clair  que  la  surface  latérale  du 
pri8rae=(LM+i\lN+NI-i+etc.)x  AF. 

(997)  Soo.  2.  S'il  s'agissait  d'un 
cylindre  oblique,  c.-à-d.  d'une 
partie  de  cylindre  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  Ai), 
FI  non  perpendiculaires  à  l'axe 
OP,  il  est  clair  que  comme  dans 
le  cas  du  prisme  oblique  (996)  on 
eu  obtiendrait  la  surface  latérale 
en  multipliant  la  longueur  de  son 
côté  AF  ou  sa  hauteur  inclinée  par  le  périmètre  ou  la  cir- 
conférence d'une  section  LR  perpendiculaire  au  côte  ou  à 
l'axe,  cette  Pcction  étant  par  la  déf.  (950)  du  cylindre,  un 
cercle. 

Rem.  La  méthode  du  par.   (437)  servira  ù  trouver  au 
besoin  les  surfaces  AD,  FI,  des  bases  parallèles. 

(998)  Sco.  3.  Et  si  la  section  LR  n'était  pas  un  cercle  ; 

c.-à-d.,  si  le  solide  AI  ne  formait  pas  partie  d'un  cylindre 
régulier,  mais  avait  au  contraire  pour  bases  parallèles  des 
figures  curvilignes  ou  mixtilignes  semblables  quelconques  et 
pour  coupe  perpendiculaire  LR  une  figure  analogue  à  celles 
des  bases  ;  il  est  évident  qu'on  en  obtiendrait  tout  de  même 
la  surface  latérale  en  faisant  le  produit  de  son  côté  AF  par 
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le  périmètre  de  la  section  LR  faite  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  ce  côté,  le  solide  dont  il  s'agit  n'étant  autre  chose 
qu'un  prisme. 

On  aurait  encore  la  surface  totale  du  solide  en  ajoutant  à 
sa  surface  latérale,  la  double  surface  d'une  de  ses  bases  que 
l'on  obtiendrait  par  le  procédé  du  par.  (437). 

(999)  Cor.  4.  Les  surfaces  latérales  de  deux  prismes 
quelconques  ou  de  deux  cylindres  obliques  quelconques 
soit  réguliers  (997)  ou  irréguliers  (998)  sont  entre  elles 
comme  les  produits  des  côtés  ou  hauteur^^  inclinées  de 
ces  solides  par  les  périmètres  des  sections  faites  dans 
ces  corps  par  des  plans  perpendiculaires  aux  dits  côtés. 

PROP.  II.  THÉOR. 
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(1000)  Si  les  trois  plans  bf,  b  h,  ad  qui  constituent  un 
des  angles  solides  b  d'un  prisme  a  i  sont  respectivement 
égaux  aux  trois,  BF,  BlI,  AI)  qui  forment  l'angle  solide 
B  d'un  autre  prisme  AI,  et  sont  situés  d'une  manière 
correspondante  dans  chaque  figure  ;  les  deux  prismes 
seront  égaux  l'un  à  l'autre. 

Car,  ayant  superposé 
la  base  ad  à.  son  égale 
AD,  ces  deux  bases 
coïncideront  ;  mais  les 
trois  angles  plans  abg, 
cbg,  abc  qui  forment 
l'angle  solide  b  sont 
égaux  aux  trois  ABG, 
CBG,  ABC  qui  for- 
ment l'angle  solide  B, 
et  ils  sont  disposés  de  la  même  manière;  donc  (935)  les 
angles  solides  6  et  B  sont  égaux  ;  donc  le  côté  b  g  tombera 
sur    son  égal  BG.     Il  est  de  plus  évident,  à  cause  des 
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parallélogrammes  égaux  6/,  BF,  h  h,  BH,  que  le  côté  (/f 
tombera  sur  GF  et  g  h  sur  GH;  donc  (893)  le  plan  fi  de  la 
base  supérieure  coïncidera  avec  le  plan  FI  de  la  base 
inférieure.  Maintenant  les  deux  bases  supérieures  étant, 
par  la  déf.  du  prisme,  égales  à  leurs  bases  inférieures,  sont 
égales  entre  elles  ;  donc  ht  coïncidera  avec  HI,  ik  avec  IK, 
etc.  ;  donc  les  faces  latérales  des  deux  prismes  coïncideront, 
et  les  deux  prismes  coïncideront  en  entier  et  seront  en  con- 
séquence (85  Ax.)  égaux. 

(1001)  Cor.  1.  Si  les  trois  plans  abfj,  cbg,  ad  qui  cons- 
tituent un  des  angles  solides  6  d'une  pyramide  abcde-g 
sont  respectivement  égaux  aux  trois  ABG,  CBG,  AD 
qui  contiennent  l'angle  solide  B  d'une  autre  pyramide 
ABCDE-G,  et  sont  situés  d'une  manière  correspondante 
dans  chaque  figure  ;  les  deux  pyramides  seront  égales 
l'une  à  l'autre. 

Car,  par  la  démonstr.  du  théor.,  on  aura  l'angle  solide 
è=B  et  comme  le  sommet,  g  tombera  en  G,  les  deux  pyrami- 
des coïncideront  entièrement  et  seront  (85  Ax.)  égales. 

(1002)  Cor.  2.  Deux  prismes  droits  ayant  leurs  bases 
et  hauteurs  respectivement  égales,  sont  égaux.  Car,  le 
côté  ab  étant=AB  et  la  hauteur  bg—BG,  le  rectangle  bf 
sera=BF  ;  de  même,  on  aura  le  rectangle  b  /t=BH  ;  et  de 
cette  manière  les  trois  plans  qui  forment  l'angle  solide  b 
seront  égaux  aux  trois  qui  forment  l'angle  solide  B.  De  là, 
les  deux  prismes  sont  égaux. 

PROP.  III.  THÉOR. 

(1003)  Les  fkces  opposées  AU,  BG  de  tout  parallépipède 
AG  sont  égales  et  parallèles. 
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biiHOM  ni>,  Fil  noi\l  «los  |)!iriill(''Io- 
tj-rniunu^H  Ogmw  o1  Ioh  ooloa  on  punt. 
î^nillMoR.  Il  rofllo  «loncn  (IcMuontrcr 
(ju'il  (Ml  ont  iiinwi  «Ion  IhooH  latrrnloa 
oppof^éoH  y\ll,  nu  ot  AF,  1)(1.     Or, 

Al>  6laul,  ôgnl  ot  luinilIMo,  à   IH-  ol  __^ 

AK  :\   1U<\  on  n  (HIB)  l'anglo  (MiK  B  0 

(•»t)-(,l  à  riViiM'U^  1^/VK  ol  lo  plnn  CK  parnIIMo  nii  plnn  DK  ; 
donc  W  pamllologriinnno  lUJ  cpt  ôo-iil  et,  piimllMn  m 
i>avivll»''loirr.  AU  ;  ot  oi\  «UMnontroniit  tout,  do  mOnio  rc-galité 
et  lo  i>aralU^liMn\o  dcR  faces  opposôoH  AV,  IXK 

(1004)  Sco.  1.  l'uiw<iuo  lo  parallôpipodo  est  un  solido 
l)oni6  par  wix  plans,  dont  coux  ^\m  «ont  oppoRÔfl  o!»tro  eux 
Bont,  ôi>!\ux  ot  ]v.\rall(''i«^R,  il  nnit  (pi'on  pont  prendre  poiu' 
basea  dn  parallôpip^<lo,  l'utie  ipieloonipie  de  bob  laces  avec 
celle  (ini  lui  est  opposée. 

(1005)  Cor.  Les  diagonales  d'un  parallépipède  ee  bls- 
sectent  mutuellement.  Viw,  Roiont  nionéoR  Ioh  diagonnloH 
A(i  KC  reliani  loH  RonunotR  opi^osC'H  A,  G,  K,  ('.  Puiniiuo 
AK  est  égale  et  parallèle  (911)  A  CG,  la  figure  AKGG  est  un 
parailélogrannne  ;  dono  les  diagotuiles  AG,  KO  se  bJHHOO- 
teiit  (283)  mutuollon\ont.  On  démontrerait  ainai  que  lo8 
diaiïonalea  VA\  1>1^'  ne  bissectont  ;  donc  les  quatre  diagoju'.os 
se'biRsoctent  nwituelloinent  on  \\\\  nuMno  point  qu'on  ;)oul 
regarder  comme  centre  du  paralléi>ipéde. 

(1006)  Sco.  2.  L'intersection  0  des  diagonak;^  est  ovi- 
demn\ent  le  sommet  de  six  pyramides  ayant  potir  bases 
les  six  i^aces  du  parallépipède  et  si  le  parallépipède  était  un 
cube  il  est  clair  (311)  que  ses  quatre  diagonales  seraient  égales, 
et  le.  six  pyramides  seraient  égales  et  régulièi-es,  ayant  pour 
bases  des  carrés  égaux  et  pour  cotés  ou  arêtes  les  demi- 
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H  0 

('^lo  nu  |)Inn  DE  ; 
ci    pivnilIMn     au 
<lo  nu^nio  r^^nlité 
Hh 

(lo  QHi  nu  BolidG 
>l)])OHÔ8  ontro  eux 
tout  proudro  pour 
(lo  BOB  lUoos  avec 


illépipède  ee  bis- 

iCîOH  loH  (lia;yi;()ii!iloH 
},  E,  (1.  PuiH.|uo 
uro  A  Eue  ont  un 

VU,  EO    HO    biHHOO- 

ait   aiusi   quo   Ioh 

I  quatre  <liii^o)i('(0,s 

point  qu'on   )oul 


iagonalc;'  est  ovi- 
fiyant  pour  l)i)80H 
llopip(*(lo  était,  un 
les  soraiout  (\c;'aloM, 
ilièi'os,  ayaîit  pour 
i  arôtcs  les  ilonii- 


dinpjoualoH  v'pjnloH  (1005)  du  solide  ;  nar, 

woit  A1î(jI)-H  uuo  dn  rnn  [lyramideR,  loi 

jilauHoouipoHantR  A  HH,  (THH,  A  \U  )D  d'un 

dcR  nngleH  Roliden  15  do  ootto  pymniido 

Hont  /*gaujr  aux  |»latiH  oonipoHntitB  homo- 

|(»ja:;nes  do  l'anglo  Holido  oorreHpondant 

do  tout^^fl  loR  autroR,  Ioh  baflORf  tant  toutes 

<lon  carrés  C;gaux,  ooinmo  il  a  été  dit,  ot 

l(»8  t'rtooH  latéraloR  dos  triangles  iHocèkm 

{•sîiuix,  À  cause  do  AB  -IK]  ot  do  A8==BH=«=C8.     Do  plus, 

nynut  mono  HP  perpendioulairo  au  plan  do  la  base,  lo  pied 

P  do   la   porpotuliculairo   sera   (Dém.  do  901)   A   cause   de 

AS=nS=otc,  ogaloinont  CdoignO  dos  points  angulairos  A,  B, 

0,  D  du  pol.  rég.  ABCD  ot  la  pyramide  sera  en  conséquence 

réguliènî  par  la  déf.  (959)  et  aura  {)our  hauteur  la  demi- 

hiintcur  HP  du  cube. 

(lOOl)  Soo.  3.  Hi  on  a  trois  lignes  droites  AB,  AE,  AD, 
paHRtiiit  par  un  niônio  [)oint  A,  ot  faisant  l'une  avec  l'autre 
<U>H  angIcH  donnén,  on  pont  former  sur  ces  lignes  un  parall6- 
l»i|»î>ilo.  A  cet  effet,  on  mènera  par  l'extrémité  do  chaque 
JifTiic  un  plan  [jaralièlo  au  j)lan  dos  deux  autres  lignes; 
«avoir:  par  le  imint  B,  un  [dan  parallèle  à  DAE,  par  lo  point 
I),  un  pian  parallèle  à  BAE  et  par  lo  point  E,  un  plan 
piualièlo  A  BAD.  Los  intersections  mutuelles  de  ces  plaua 
formeront  lo  parallépipèdo  demandé. 


PROP.  IV.  THÉOR. 


(1008)  Tout  paralléplpède  AG  est  réduisible,  c-à-d. 
équivalent  ou  égal  en  solidité  à  un  parallépipèdo  rec- 
tangulaire de  même  hauteur  et  de  base  équivalente. 
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'l'on-»  l«m  plnnn  oon>poHnnlw  \V\\\\ 

il  OMt  A  «li\i\u>ut»t»r  «pio  lo  jMnnlN^ 

pi|>^«lv>   oMimto  ost    rôthilMiMu  A  r,    ^. 

un  pnmH»''pi)M^«lo  »tMMnnmj|i«in>  \\\\  \  , 

n\t>ino  bn«vM»t  *lo  litiulonrtMniivi»-  V   . 

A  oot  oMot.  HM\t\t  inouA  pin  los  «îtolto^  pnmllMoH   AU,  IM' 
lo>»  pliuïrt    \i\  P.;  porpoiblioultUro»  nu   pliui  A(Mo  li/hix»,» 
<M   on   oon»<Vphu\oo   ô\i,lon>nuM\t    p.uoll.^loM   ouho   om\,    Io 
nouvonn  «oli,lo  A  y  Pom  ^t>44  IV')  un  pinnll,«pip,N,lo  ol  ou  muu 
^ïUâ  on  040^  f/;  /i ,;  ivMporlivonw^ut  piU'nllM(«H  A  AH.  iM'oi 
)>.u"  oou«,Sp»ont  (mi^  p.u-.«ll,N|o.  ,\  K|<\  Ih;  ;  on  Hnm.lô  nu^mo 
^mtt^   A,-  purulNNlo  of   ^^^^.,lo  A  IW*  H   oon>u>o  A  K  om|  m,HNi 
p!U.<INMo  ,M  osi<»lo  A  l»n.  l,>«,lou\  tiitinu-low  \\\  ,.  Ill>/,  ,n,,'oht 
vimol  \i;n>  ou.u«\,  ol  ^louuoiout  K  ,      ll  /,;  los  pm'MlNMojvvrun 
mo«  hN:ll,;»»Nhnu  ,louo  «Hnniv.  ot  roinn\p  lo«  piU'MllrlomM, 
KH,  nr  Noni  nn^sl  ôuanv  ^UH>;n  v\  |,.m  tntutuK^M  |-"A,,  |||i/, 
otf.uw.   Uv<.   vlou\  pi^*n\o»   !vi.uvuul.»iiv«   KU  r.  llr,/  kimoik 
aOlH)^  ,\tf«u\  ot  lo«  p;«n<llopi|MNv!o.  A(,\  A  ,;  ,m»  ooninpio.uv 
t\tf!«u\    ruu   A   r«\ï(iv;  los   Ihoo»  oohip.osjM(to«  A/".  H ,/ oljuif 
on  nu^moton\j>^  piMpon.Hv'uluiros  piu>  ovu»!.(l  mi  pj„„  A(' 
ilo  la  hrt^o. 

MAiiUonttUt,  i^i  lo«  imu^^î.  i'ju'Oh  ,lii  piu'«llôpip,N,|o  A,; 
<M«uont  tvMUos  poHHMhHvMihuivs  outroollo.,  lo  p,n'Hllopip,\l0 
!»omif  nv(<uviiul«ijv;  nu»is  .i  rllof,  no  lotaiout  pM«,  ou  pnMvao- 
mit  iMn\n\o  on  viont  \lo  lo  {W\u\  A 
l»ntSh\otion«lu  piualU'*pip«\»lo  A,; 
on  un  p{\>{»llôpip^\lo  CMpiiv^lont 
rt  <;»  on  \m  \v{viK\w\\i\\\{  «l'un  oôt«^ 
lo  pvi!»n\o  trirtujiul.'Uiv  Ai^t-  po\ïr 
lui  i\joutov  \lo  Trtutiv  lo  prisn\o 
trirtugulrtin^  i^gnl  Ur/. 
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au  plan  AE  ou  PE  do  la  bnae.  Il  est  clair  que  de  cette 
manière  le  parallépipède  oblique  AH  deviendra  le  parallépi- 
pède  droit  AC,  et  si  les  bases  parallèloa  PI),  OP  de  ce 
dernier  n'étaient  pas  des  rectaugloS)  on  répéterait  l'opération 
en  prenant  pour  base  une  des  faces  rectangulaires  AO  ou  AF 
du  solide  et  en  supposant  encore  le  sol.  composé  de  tranches 
parallèles  à  cette  base. 

(1010)  Cor.  Deux  parallépipèdes  ayant  une  base  com- 
mune ou  des  bases  égales  ou  équivalentes  situées  dans 
un  m«n\e  plan  et  leurs  bases  opposées  (parallèles)  aussi 
situées  dans'  un  même  plan,  o'est-à-dire,  (888)  ayant 
même  hauteur,  sont  équivalents. 

PROP.  V.  THÉOR. 

(1011;  Tout  prisme  tringulaire  AlîC-EFG  est  moitié 
d'un  parallépipède  oorrespondant  BH,  c.-à-d.  d'un  parallé- 
pipède  décrit  avec  le  môme  angle  solide  B  et  les  mêmes 
côtés  BA,  BC,  BP  (1007). 

Les  côtés  AE,  CG  tous  deux  paral- 
lèles (948)  à  DH,  sont  en  conséquence 
(911)  parallèles  entre  eux  ot  le  plan 
EC  do  ces  parallèles  divise  le  parallé- 
pipède ]ÎH  en  deux  prismes  triangu- 
laires équivalents  ACP,  ACII  ;  car 
AC,  EG,  diagonales  des  parallélo- 
grammes BD,  PH,  partagent  (270  et  DB  0 
281)  ces  bases  égales  (1003)  en  triangles  égaux  ABC,  ACD, 
EGP,  EGH  ;  de  plus,  les  faces  opposées  BG,  AH  sont  égales 
et  les  faces  AP,  DG  aussi  égales  ;  donc  les  plans  qui  contien- 
nent les  angles  solides  B,  H  des  deux  prismes  sont  respective- 
ment égaux,  et  les  angles  plans  correspondants  de  ces  angles 
solides  sont  en  conséquence  égaux,  savoir  :  ABC  à  GUE, 
ABP  à  GIID  et  CBP  à  EIID;  mais  les  plans  composants 
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clair  que  <ie  cotto 
en  (Ira  le  puraîlépi- 
los  PI),  OF  (le  ce 
)éterait  l'opération 
guiaires  AO  ou  AF 
)inpo8é  do  tranches 

tit  une  base  com- 
ités situées  dans 

(parallèlos)  aussi 
Lire,    (888)  ayant 


-EFG  est  moitié 

.-à-d.  d'un  paralié- 
0  B  et  les  mêmes 
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jgaux  ABC,  ACD, 
G,  AH  sont  égalea 
3  plans  qui  contien- 
les  sont  respecti ve- 
nants de  ces  angles 
)ir  :  ABC  à  GHE, 
plans  composants 


des  deux  anpfles  solides  sotit  situéH  dans  un  ordre  inverso 
dans  les  doux  prisnies  et  ces  aniçlos  no  peuvent  eu  con- 
Kéquonce  ôtre  8upor[>OHos  l'un  u  l'autre,  mais  n'en  sont  pas» 
moins  égaux  par  symétrie  (936)  ;  on  prouverait  do  mémo 
l'égalité  des  angles  solides  J),  F  ainsi  que  do  ceux  en  (',  F, 
et  on  A,  G  ;  les  doux  solides  sont  donc  sous  tous  los  rapports 
symétriques  et  équivalents  l'un  }\  l'autre,  et  par  conséciuont 
équivalents  chacun  â  la  moitié  du  parallépiiiédo  corres- 
pondant BIT. 

(1012)  D'ailleurs,  regardant  le  paralloiiipède  comme  com- 
posé do  tranches  infiniment  minces  ou  (119)  de  surfaces 
superposées  ;  il  est  clair  que  le  plan  coupant  AG  interscctera 
chacune  de  ces  surfaces  BD,  hd,  FH,  etc.  dans  sa  diagonale 
respective  AO,  ««?,  EG,  etc.,  partageant  ainsi  toutes  les 
surfaces  ou  t  anches  composantes  en  deux  parties  égales 
ABC,  ADC,  abc,  a  de,  EFG,  EllG,  etc.  et  par  suite 
lo  parallopipèdo  lui-même  aussi  en  deux  parties  égales. 

(1013)  Autrement  encore,  ayant 
fait  passer  par  les  sommets  B,  F,  les 
plans   ac,   eg  perpendiculaires   au 
coté  BF  et  par   conséquent  (915) 
parallèles  entre  eux,  le  solide  B  h 
sera    (944.  3°)     un    parallépipèdo 
droit  (946)  équivalent  à  BH  ;  car 
on  aura  (912)  a  B,  ad  respective- 
ment parallèles  et  égales  à  e  F,  c  h, 
ce  qui  donnera  a  6=BF=AE  et  par 
conséquent  rt  A=c  E  ;  on   aura  aussi  c?/i=BF=T)H  et  par 
suite  rf  D=/i H  et  comme   AD=EH  et  ad==eh,   les  plans 
composants  «  BA,  ABD,  Ad,      eFE,  EFH,  EA  des  angles 
solides    correspondants  A,  E  des  deux  pyramides  A  d~B, 
E  h-¥    seront   respectivement   égaux   et   disposés  dans   le 
même  ordre  ;  ces  pyramides  seront  donc  (1001)  égales  et  le 
derai-parallépipède   Bf^e=BDE;  on   prouverait   de  même 
l'égalité  (de  volume)  des  demi-parallépipèdes  B  dg,  BDG  ;. 
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mais  les  demi-parallépipèdes  droits  IW/c,  Br/ 7  sont  égaux 
(1002)  leurs  bases  B  r^  a,  B  f/ c  étant  égales  (270)  et  leurs 
hauteurs  aussi  égales  ;  donc  (68  Ax.)  les  doux  prismes  tri- 
angulaires composants  du  parallépipède  BH  soit  égaux. 

PROP.  VI.  THÉOR. 

(1014)  La  solidité  (120)  ou  le  volume  d'un  parallépipède 
rectangulaire  AF  est  égale  au  produit  de  sa  base  DE  par 
sa  hauteur  AO. 

Pour  comprendre  la  nature 
de  ce  meauremeut,  il  est 
nécessaire  de  se  rappeler  (333) 
que  le  nombre  d'unités  linéai- 
res Ce  dans  une  dimension 
CE  de  la  base,  multiplié  par 
le  nombre  d'unités  linéaires 
C  d  dans  l'autre  dimension 
CD   de  la  base,   donnera  le 

nombre  d'unités  de  surface  dans  la  base  DE  du  parallépipède. 
Pour  chaque  unité  en  hauteur  Ca,  il  est  clair  qu'il  y  aura 
autant  d'unités  solides  ou  cubiques  (24)  db  que  d'unités  de 
surface  dans  la  base;  d'où  il  suit  que  le  nombre  d'unités 
superficielles  dans  la  base  multiplié  par  le  nombre  d'unités 
linéaires  dans  la  hauteur,  donne  le  nombre  d'unités  de 
volume  dans  le  parallépipède. 

2°  En  d'autres  termes,  la  solidité  du  parallépipède 
rectangulaire  est  égale  au  produit  continu  (41)  de  ses  trois 
dimensions  EC,  DC,  AC. 

(1015)  Sco.  1.  Cette  mesure  du  parallépipède  n'est  absolue 
qu'autant  que  l'on  suppose  à  l'unité  de  mesure  ^6  ou  à  sa 
racine  (40)  a  6  certaine  valeur  définie  comme  celle  d'un 
mètre,  pied,  pouce,  ligne,  etc.  (334)  ;  dans  ce  cas  l'unité  de 
volume  d  b  vaudra  un  mètre,  pied,  pouce,  ligne,  etc.  cubique        % 
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et  lo  produit  ECxI>Cx  AO  donnera  évidemment  le  nombre 
de  mètres,  pieds,  pouces,  lignes,  etc.,  cubiques  contenus  dans 
le  parallépipipède,  c.-à-d.  la  solidité  ou  le  volume  du  corps 
dont  il  s'agit. 

(1016)  Soo.  2.  Si  Ton  ne  suppose  pas  à  l'unité  de  mesure 
une  valeur  définie,  le  pr'^duit  do  la  multiplication  ne 
signifiera  rien  par  lui  même,  pui8«;ue,  etc.  par.  (335). 

(1017)  Soo.  3.  Ri  les  trois  dimensions  d'un  autre  parallépi- 
pèk  sont  divisées  en  unités  linéaires  égales  à  celle  du 
solide  dont  il  s'agit  et  multipliées  ensemble  la  même 
manière,  les  deux  produits  seront  entre  eux  (336)  oomme 
les  solides  et  serviront  à  exprimer  leur  volume,  étendue, 
grandeur  ou  solidité  relative. 

(1018)  Soo.  4,  Le  cube,  ayant  toutes  ses  dimensions  égales, 
si  le  côté  est  1,  la  solidité  sera  Ix  1X1=1  :  si  le  côté  est  2, 
la  solidité  sera  2x2x2=8:  si  le  côté  est  3,1a  solidité  sera 
3x3x3=27  et  ainsi  de  suite  ;  de  là,  si  les  côtés  d'une  série 
de  cubes  sont  entre  eux  comme  les  nombres  1,  2,  3,  etc.  les 
cubes  eux-mêmes  ou  leurs  solidités  ou  volumes  seront  entre 
eux  comme  les  nombres  1,  8,  27,  etc.  C'est  de  là  qu'en 
arithmétique,  le  cube  d'un  nombre  est  le  nom  qu'on  donne 
à  un  produit  résultant  de  trois  facteurs  (23)  chacun  égal  à 
ce  nombre. 

(1019)  Soo.  5.  S'il  s'agissait  de  trouver  un  cube  qui  fût 
double  d'un  cube  donné,  le  côté  du  cube  requis  devrait  être 
à  celui  du  cube  donné  comme  la  racine  cubique  de  2  est  à 
l'unité.  Il  est  facile  par  construction  géométrique  de  trouver 
la  racine  carrée  de  2  (310)  ;  mais  on  ne  peut  de  même  en 
trouver  la  racine  cubique,  au  raoins'on  ne  peut  le  faire  par  les 
opérations  de  la  géométrie  élémentaire,  qui  consistent  à 
n'employer  que  des  lignes  droites  dans  les  quelles  on  connaît 
deux  points,  et  des  cercles  dont  les  rayons  et  les  centres  sont 
déterminés. 

Par  suite  de  cette  difficulté,  le  problème  de  la  duplioation 
du  cube  devint  fameux  parmi  les  anciens  géomètres,  ainsi 
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(\uo  oi^liii  «l\t  U  ii-ipt««(>(tou  d'un  (tunlo  moto,  )mvu:o  M:10)  «pil 
«^«t  rt  pou  prt^i*  «lo  )h  nu^iuo  imtuit».  On  n  »M»pou«l»n>l  «lojMiir' 
loMiiloiniM  «l«S»ouv«M'l  )«>>»  HolutiouH  «lont  oom  |trol>l^n»»»i«  Kont 
nUM\'opnl»l»>H,  o{  \\\\y\u\\\o  \\\y\\\\H  sHuplof»  «|Uo  loM  «>oMN< nu'tionn 
»lo  lu  m'oinoU'io  olr«uouli>ii'i>.   i^llon   n't>t>  muU   pm«  po\i»' oolu 

^10\J0^  Vov   l,    lin  MoUtUto  d'un  ^mvrtUt^pip^^^^o  t>i  K'^t\^rrt 
vrtItMu«>nt  \V\\\\  priMtno  niu»Uu>nq\u>  omI  «^ri»U>  n\i  vtrodult 
»lt»  wrt  Imwo  pur  Mrt  hiu»t*i\ii*. 

i\\\\  vx\  pttMuiov  \i«>\t,  t\>Mt  p!»n«II«'pip«'^»lo  ost  i^lOOM^ 
tVpiiviklont  A  un  piuallopip^tlo  ro\M!>nn'uliù\v  i»ymU  h»  t)»»*^!)»»» 
h«\ut»MM'  ot  nu»»  l>i\so  «\p»ivt»loMto,  Or  lu  soHililo  tlo  oo  \l»>n>ior 
ost.  pj\v  \\\  pvv^p  ,  t^iLïulo  A  HU  l»!>so  «Multiplioo  pur  «a  huutour; 

m^  U«ï*o  pnr  ï»a  htujtonr.  , 

^UVJll^  Kn  Noi'Otul  lloxi.  lout  prisnu»  tiiunu'uliùiv  ot*!  ^^lOl^ 
»\\oitu>  vlii  p;u-{UK*pip^»lo  <lv»  n\«^n\o  )\mitonv  ol  vlo  buso  iI\m>Mo 
«lo  oollo  \\{\  pr\su\o  ;  n\;uH  h\  solivlito  \lu  p!M»llopip^»lv>  OvSi 
vUVJtl)^  Ovïî>l*^  ù  !«j>  b)»so  nuihiplioo  par  hu  luuUour;  vlo  lA. 
ooHo  Aw  prisiuo  uiuojïuhùiv  osi  uusKi  ovial»»  au  pr\>*luit  ilo  sa 
\^rt>5\\  y\\\\  osi  \\\v>iti<^  »lo\vllo  \\\\  piuallopipôvlo.  pars;»  haulour. 

y^lOviU^  Kn  tu>i.Hi«Nmr»  Ut»u,  il  o^t  ohùr  vîiOl  ot  t^>4^|U0 
Un\[  pi'isino  pout  î<o  \li\>sorou  juH»u\t  do  pri!it>\OH  (rinnjkjuliu 
WvS  do  n\<M»\o  hiUXour  \pi\M\  poul  t\»nuor  do  tritinjulos  dunn  lo 
pv^lviivuo  tpù  lui  soit  ilo  baso.  Muis  lu  solidito  do  ohiupjo 
pnsu\o  (nuu>ïuUù»v  ost  v^O:;!!'^  o^ïuIo  uu  piwluit  ^W  m  Imso 
puv  su  hjuUour;  ot  ootto  IwaUour  otunt  U  nuM»\o  pour  tous 
lo?»  priî^miv^  vvi\>pv^s{»utsi  tl  s»\ùt  «pio  Ux  sv>nu\\o  \lo  tv>us  lo?« 
pnsu\os  purtiols  doit  otiv  ^yulo  A  ih>1U>  do  tous  lo?»  trittus;K\H 
ovMupvv«»<u»ts  \io  U  Ivttso,  uwiUipliiH^  jm»»  lu  Uuutour  couimuno. 

tVp^lo  ttu  pr\Hluit  vlo  su  buso  pur  su  huutour, 

(^tOQÏ^^  C\\r,  îl  !Lft  »o!idit«'>  du  cyliudit»  t»st  <^gi\lo  au 
produit  dt>  »a  Ututc  (var  su  hautour  ;  car.  ou  n  vu  v^&l^  M^o 
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lo  oviiluiro  h'ohI  luilro  vhony  i\\\'\\\\  priHiuo  droit  nynnl,  |Huir 
ItiiHO  nit  tMMvIo  ol  pour  liiuilour  \o  viA<>  du  oyliiulro  ou  lu 
juM'pondioulairo  nionro  »>nli'«»  moh  1»hhom  nurullMoH. 

(lOVrM)  H(H>.  (I.  Hoil,  Ail  ou  II  lo  nvyon  d»»  lu  I)hm(>  du 
ovlindro,  Il  MahnuliMiri  lu  Hurl'noo  «lo  lu  buno  nom  rr.  I<^  ou 
•r  A  H^  :  onr,  MJ  l'ou  r»'|>rop«oido  ((Hl)  pur  «■  lu  oihvudortMHM» 
(lu  oiMvIo  «lont  l«»  diinu^liiMHM  l,ulorH,  paivo  (|Uo  Ioh  oinHUi- 
lArouooH  Hont  onh'o  oIIoh  (550)  «'onnuo  I»'m  nivoiiH  ou  diuiu^- 
livs,  ou  nuni  lo  diiouMrt»  I  i\  m.  oiivoulouMU'o  ;r  oonuuo  lo 
diiOuMro  «AU  «*f»t  A  lu  oiivouloroui'o  di>ul  lo  ruyoïi  t»Ht  A  II, 
0.  Ad.  t  :rr::'J.\Il:oiiv.  Ail;  douo  oiro.  AU  ,T\'2An.  Mul- 
iiplitud  «lo  pari.  «M  «l'uulrt»  pur  ^All,  «>u  u  iAUxoiiv. 
AU— .TX  All^  o[\  Hurluoo  AH-^'ffx  AH'^  :  «lo  lu»  lu  MurtUoo  du 
o«M-olo  ont  e>fi,\\U->  uvi  produit  du  ourr<S  du  vuyon  pur  le 
non\l>rt>  oouniuut  .t  (il.  HlHDoto.)  qui  ropn^Nonto  lu  oir- 
»'onlV>iou««o  «K»u(.  1«»  «liuui«''tr«<  ost,  I  «ui  lo  rupport  do  U 
ctroontbrc>uoo  u\i  «ItuuuMro. 

()u  uuru  «lono    pour  1>ms«mIu  «\vlin«lr«>  roxpri^NH"M)i\  ,txUV, 
kA\^  ou  (ÎK))  .t  K^  ot  pour  hu  «orulil«'',  .t.K'^xH  ou  ^K'^II. 

aO'Jl5)  Soo.  7.  Lu  Holldltô  du 
priHn\o  Al  ont  oMoor«»  «'^ulo  uu 
pi-oduti  do  8U  huuluur  lnollu<^o 
ou  oôit^  .\K«ui  lUî  ou  oto.  pur  lu 
mu'tUoo  d'uuo  «jooilon  ti  «/  ou  /  i  por- 
poiulioululix>  1^  uo  uôto. 

Ku  olVot,  uyunt  \\\v>\\('  pur  lo«  poiufn 
II,  U.  U>!»plu»»sff  »/,  y'i",  t«>un  «lotix  por- 
poj>«Houluir«»s  A  lUî,  lo  nouvouu  woli- 
«lo  il  i  }»oru  (044,  îl''"»  uu  prisuu>  «Iroit  '04(î\  ot.  oo  prisino  a  i 
sonv  (Mpuvulout  A  .\l  ;  our  los  poiids  K,  G  sorvoiit  chacun  «lo 
î»ou\u\ot  A  alitant  do  pyra»ni«lo8  «juo  lo  pri^ino  u  do  tuoos 
latoraK>s,  n\oins  «loux,  ot  oos  pyrun\i«lort  sont  rospoi'tivoniout 
éiïîdos  doux  îV  «loux  (Dém.  «lu  pur.  1013)  suvoir:  a  K-H  A 
/K-U,      ù  i)-B  t\  A'i-U    ot  «^  C'-U  A  *  lUU  («jt  uiu«i  do  suite 
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si  lo8  bases  AD,  FI  des  prismes  étaient  des  polygones  d'un 
plus  grand  nombre  do  côtés);  donc  le  solido/K  <G  «[u'on 
retranche  du  prisme  AI  d'une  part  est  égal  en  tout  au  hoU- 
do  a  E  (/ B  qu'on  lui  ajoute  d'autre  part,  étiint  cotnposé  d'un 
môme  nombre  de  pyramides  égales  disposées  de  la  méinu 
manière  dans  chaque  solide;  donc  le  prisme  a  i  est  équiva- 
lent au  prisme  AI  ;  or  le  prisme  droit  ai  a  i)Our  mesure  sa 
base  ad  multipliée  par  sa  hauteur  perpeiidiculaire  lUI  ;  donc 
aussi  le  prisme  oblique  AI  qui  est  équivalent  à  fu' a  pour 
mesure  sa  hauteur  inclinée  ou  son  côté  BG  multi[)lié  par  lu 
surface  d'une  section  a  d  ou  fi  perpendiculaire  à  ce  côté. 

(1026)  Sco.  8.  Le  cylindre  oblique  (997)  n'étant  autre 
chose  (951)  qu'un  prisme  A  base  curviligne,  on  aura  (1020) 
sa  solidité  en  fkisant  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur 
ou  (1025)  le  produit  de  son  côté  par  la  surfUce  d'une 
section  perpendiculaire  à  ce  côté  ;  cette  section  étant,  par 
la  déf.  du  cylindre,  un  cercle. 

(1027)  Sco.  9.  Et  si  le  solide  était  celui  du  par.  (998)  on 
en  obtiendrait  tout  de  môme  la  solidité  par  la  méthode  du 
dernier  par.,  ce  solide  n'étant  encore  autre  chose  qu'un 
prisme. 

(1028)  Cor.  3.  Comparant  deux  prismes  ou  deux  cylin- 
dres, ou  un  prisme  avec  un  cylindre,  droits  ou  obliques 
et  de  même  hauteur  ;  les  produits  des  bases  par  les 
hauteurs  ou  les  produits  des  côtés  par  des  sections  per- 
pendiculaires à  ces  côtés,  sont  entre  eux  comme  ces  bases 
ou  sections,  et  si  les  bases  ou  sections  sont  égales,  les 
prismes  et  cylindres  seront  entre  eux  comme  leurs 
hauteurs  ;  et  si  les  bases  ni  les  hauteurs  ne  sont  égales, 
les  solidités  de  ces  corps  seront  entre  elles  comme  les 
produits  de  ces  bases  ou  sections  par  les  hauteurs  ou 
côtés  de  ces  solides. 

(1029)  Cor.  4.  Les  prismes  et  cylindres  droits  et  obli- 
ques dont  les  bases  et  hauteurs  ou  sections  perpendicu- 
laires et  côtés  sont  réciproquement  proportionnels,  sont 
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équivalents,  et  s'ils  sont  équivalents,  leurs  bases  et 
hauteurs  ou  côtés  et  sections  sont  réciproquement 
proportionnels. 

PROP.  VII.  THÉOR. 


(1030)  Les  prismes  triangulaires  semblables  CPB,  cp  h 
ont  l'un  à  l'autre  le  rapport  composé  (81)  des  rapports 
]K)  :  b  c,  13D  :  h  d,  15  A  :ba,  de  leurs  côtés  ou  autres  lignes 
homologues  ;  c'cHt-à-dirc  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits continus  (41)  13  A  X  BC  xBD,  baxbcxbd,de  ces  côtés. 

Eu  eftbt,  puisque  les  prismes 
sont  Eemblables,  les  plans  qui 
contiennent  les  angles  solides 
lioniologues  B,  b  sont  (972, 
Déf.)  semblables,  et  semblable- 
ment  situés.  Les  angles  solides 
B,  6  sont  donc  (935)  égaux  ot 
étant  appliqués  l'un  à  l'autre,  l'angle  c  6  c?  coïncidera  avec 
CBD,  le  côté  ba  avec  BA  et  le  prisme  cpb  prendra  la  posi- 
tion cpB.  Du  point  A  menez  AH  perpendiculaire  à  la 
base  commune  des  prismes  ;  le  plan  ABH  sera  alors  (924) 
perpendiculaire  au  plan  de  la  base  commune.  Par  le  point 
a,  menez  dans  le  plan  ABH  la  droite  a  h,  perpendiculaire 
à  BH  ou  parallèle  à  AH  et  par  conséquent  (926  ou  908) 
perpendiculaire  à  la  base  BDC,  et  AH,  a  h  seront  (945)  les 
hauteurs  des  deux  prismes. 

Maintenant,  à  cause  des  triangles  semblables  ABH,  aBh 
et  CBD,  cBd,  et  des  parallélogrammes  semblables  AC,  a  c, 
on  a  AH:a/i;:AB:aB::BC:Bc::BD:Bc/;  or  les  bases 
équiangles  CBD,  cBc^  sont  entre  eux  (586)  comme  BCxBD 
à  B cxB  d  et  les  prismes  CPB,  cpB  sont  eatre  eux  (1028) 
comme  CBDx  AH  :  cB  c?Xa/i;  donc,  CPB;cpB;:BCx 
BDxAB:BcxBc/XaB. 
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(1031)  Cor.  1.  Les  prismes  triangulaires  semblables 
sont  entre  eux  oomme  les  cubes  (36)  de  leurs  hauteurs, 
côtés  ou  autres  lignes  homologues  ;  car,  les  bases  seinbla- 
bles  dos  deux  prismes  donnent  (552)  base  (^l^D  :  base  cBd:: 
BC''^  :Bc^;  donc  base  CBD  :  base  cJid::  Ail'"*  :  a  /t''^,  et  mul- 
tipliant les  antécédents  par  AH  et  les  conséquents  par  a  h, 
on  obtient  (105^  base  BCD  x  AH  :  base  bcdxah::  AH^  : 
a  h  ::  BO^  :  bc^::  etc.  ;  mais  la  solidité  du  prisme  est  égale  a 
sa  base  multipliée  par  sa  hauteur  (1020)  ;  donc,  prisme 
CPB  :  prisme c p bi:  AR^  :  ah^::BG^ :bc^::  AB"' :ab^:: etc. 

(1032)  Cor.  2.  Eu  général,  les  prismes  et  les  cylindres 
semblables  quelconques,  (le  cylindre  n'étant  autre  choso 
qu'un  prisme)  snnt  entre  eux  comme  les  cubes  ou  produits 
continus  (41)  ci  a  leurs  hauteurs,  côtés  rayons  ou  autres 
lignes  homologues  ;  car,  les  prismes  ou  cylindres  étant 
semblables,  leurs  bases  eont  (971)  des  polygones  semblables 
composés  (207)  d'un  même  nombre  de  triangles  semblables, 
semblablement  situés  ;  les  deux  prismes  ou  les  doux  cylin- 
dres pourront  donc  se  diviser  en  un  nombre  égal  de  prismes 
triangulaires,  dont  les  faces  seront  semblables  et  disposées 
de  même  dans  les  deux  solides  ;  donc  les  prismes  triangu- 
laires seront  semblables  ;  mais  ces  prismes  triangulaires 
sont  entre  eux  comme  les  cubes  ou  comme  les  produits 
continus  de  leurs  côtés  homologues,  et  ces  côtés  étant 
proportionnels,  les  sommes  des  prismes  triangulaires,  c.-à-d. 
les  prismes  polygones  eux  mêmes  et  les  cylindres  seront 
entre  eux  comme  les  produits  continus  ou  cubes  de  leurs 
côtés  homologues. 

PROP.  VIII.  THÊOR. 

(1033)  Si  une  pjnramide  AO-S  est  coupée  par  un  plan  a  c 
parallèle  à  sa  base  AC  ;  sa  hauteur  SO  et  ses  côtés  ou 
arêtes  SA,  SB,  S  etc.  seront  divisés  proportionnellement; 
et  la  section  a  c  sera  im  polygone  semblable  à  la  base. 
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En  premier  lieu,  ou  aura  S  a  :  SA  :: 
S  b  :  ISB  ::  S  0  :  SO  ::  etc.  ;  car  les  plana 
parallèles  AC,  a  c  coupés  par  un  troi- 
sième plan  A8B  donnent  (912)  a  b 
parallèle  à  AB  ;  les  triangles  SAB,  S  ab 
sont  donc  semblables  et  donnent  (520) 
S  a  :  SA  ::  S  />  :  SB  ;  on  a  de  môme  S  b  : 
SB::Sc:  SC::Sc:  SE::  et  ainsi  do 
suite.  De  là  les  côtés  SA,  SB,  S  etc. 
sont  coupés  proportionnellement  en 
a,A,  c,  etc.  La  hauteur  SO  est  aussi  coupée  dans  la  même 
proportion  en  o  ;  car  BO  et  B  o  sont  (812)  parallèle!  et 
donnent  SO:So::SB:S6. 

(1034)  En  second  lieu,  concevons  la  pyramide  divisée  par 
les  plans  ESB,  DSB  ;  on  aura  (912)  e  b  parallèle  à  EB  et  ^  6 
parallèle  DB  et  comme  on  a  déjà  «/>  parallèle  à  AB,  les 
triangles  semblables  ASB,  a  S  6,  ESB,  e  S  /;,  donnent  a  b  : 
AB  ::  S  ft  :  SB  et  e  6  :  EB  ::  S  ft  :  SB  ;  d'où  o»  obtient  (75.  Ax.) 
a6:AB::eô:EB  et  ait.  (94)  «/>  :  e6::  AB:EB.  On  prou- 
verait do  môme  que  ab:ae::  AB  :  AE  ;  les  triangles  aeb^ 
AEB  sont  donc  «(luiangles  et  semblables,  leurs  côtés  étant, 
comme  on  vient  de  le  voir,  respectivement  proportionnels 
l'un  à  l'autre.  Un  raisonnement  analogue  ferait  voir  que 
les  autres  triangles  composants  ebd,  EBD,  cbd,  CBD  sont 
respectivement  semblables;  les  polygones  ac,  AO  sont  donc 
composés  d'un  même  nombre  de  triangles  semblables  dis- 
posés de  la  môrae  manière  dans  chaque  fig.  ;  donc  (207)  ces 
polygones  sont  semblables  ;  donc,  etc. 
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(1035)  Cor.  1.  Si  deux  pyrami- 
des AC-S,  XYZ-S  de  même 
hauteur,  ou  dont  les  bases  AC, 
X  YZ  sont  situées  dans  un  même 
plan  et  les  sommets  S,  S  aussi 
dans  un  même  plan  parallèle 
au  premier,  sont  coupées  par 
un  troisième  plan  parallèle  aux 
deux  autres,  les  sections  ac,xi/z 
faites  par  ce  plan  seront  entre 

elles  comme  les  bases  ;  c.-à-d.,  les  surfaces  de  ces  sections 
seront  proportionnelles  à  celles  des  bases  ou  acxy  z::AG: 
XYZ.  En  effet,  les  polygones  ae,  AC  étant  par  la  prop., 
semblables,  leurs  surfaces  sont  (554)  comme  les  carrés  des 
côtés  homologues  a  b,  AB  ;  mais  a  b  :  AB  ::  S  a  :  SA;  d'où,  ac: 
AC::Srt^:SA^.  Pour  la  même  raison  xy ziXYZi:^ x^ : 
SX2.  Mais  puisque  ac,  xyz  sont  dans  un  même  plan 
parallèle  à  celui  des  bases  et  sommets  on  a  aussi  (922)  Sa: 
SA  ::  S  a:  :  SX  ;  donc  (75.  Ax.)  a  c  :  AC  ::xy  z:  XYZ  ou  ait. 
ac'.xyz::  AC  :  XY^Z  ;  donc  etc. 

(1036)  Cor.  2.  Si  les  bases  AC,  XYZ  de  deux  pyramides 
de  même  hauteur  sont  équivalentes,  toutes  sections  a  c, 
xyz  de  ces  pyramides  fkites  par  des  plans  parallèles 
aux  bases  et  à  des  distances  égales  de  ces  dernières, 
seront  aussi  équivalentes. 

(1037)  Cor.  3.  Deux  pyramides  de  même  hauteur  et  de 
bases  équivalentes,  sont  équivalentes  ou  égales  en  volu- 
me ;  car,  en  concevant  les  bases  de  ces  pyramides  sur  uu 
même  plan  et  les  pyramides  elles-mêmes  coupées  par  des  plans 
parallèles  aux  plans  des  bases,  les  sections  correspondantes 
ac,xyz  seront  égales  (204)  par  le  dernier  corallaire.  La  même 
chose  aura  lieu  pour  toutes  les  sections  correspondantes, 
faites  par  d'autres  plans  parallèles  à  celui  de  la  base  ;  donc 
puisqu'on  peut  (119)  concevoir  les  pyramides  divisées  dans 
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tonte  leur  hauteur  jDar  des  plana  infiniment  rapprochés  l'un 
do  l'autre  et  en  conséquence  composées  de  tranches  ou 
sections  d'une  môme  épaisseur  infiniment  petite,  et  que  ces 
sections  sont  en  nombre  égal,  puisque  les  pyramides  ont 
même  hauteur,  il  est  visible  que  ces  pyramides  sont  égales. 

(1038)  Cor.  4.  De  deux  pyramides  AC-S,  XYZ-S  de 
hauteur  égale  et  de  bases  équivalentes,  les  troncs  com- 
pris par  un  même  plan  parallèle  à  celui  de  la  base  ou  par 
des  plans  parallèles  à  ceux  des  bases  et  à  des  distances 
égales  de  ces  dernières,  sont  équivalents  ou  égaux  en 
volume  ;  car,  par  le  dernier  cor.  la  pyramide  a  c-S  est  équiva- 
lente à  la  pyramide  xy  ^-S  et  comme  les  pyramides  entières 
AC-S,  XYZ-S  sont  aussi  égales  par  le  même  cor.  ;  il  suit 
que  si  des  pyramides  entières  on  retanche  les  pyramides 
partielles,  les  restes,  c.-à-d.  les  troncs  AC-6  et  XZ-y  seront 
équivalents. 

FEOF.  IX.  THÉOB. 

(1039)  La  surfkce  latérale  ou  convexe  d'une  pyramide 
régulière  AD-S  est  égale  au  périmètre  de  sa  base  AD 
multiplié  par  sa  demi-hauteur  inclinée  SF. 

En  effet,  dans  la  pyramide  régulière 
le  point  P  où  la  perpendiculaire  SP 
rencontre  la  base  est  (959)  le  centre  du 
pol.  rég.  AD  ;  et  (555,  2°)  les  rayons 
PA,  PB,  Peto.  du  pol.  sont  égaux  entre 
eux.  Dans  les  triangles  rectangles  SPA, 
SPB,  SP  etc.,  les  côtés  sont  donc  égaux 
et  les  hypoténuses  SB,  SC,  S  etc.  en 
conséquence  égales  (311).  Les  triangles 
A8B,  BSC,  etc.  qui  composent  la  sur-  B         C 

face  latérale  de  la  pyramide  sont  donc  égaux  entre  eux 
puisque  leurs  côtés  sont  égaux  et  leurs  bases  AB,  BC,  etc. 
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aussi  égales.  Mais  la  surface  le  l'un  quelconque  ASB  de 
ces  triangles  est  égale  (344)  à  sa  base  par  la  demi-perpendi- 
culaire SF  qui  est  (960)  la  hauteur  inclinée  de  la  pyramide  ; 
de  là,  la  surface  de  tous  les  triangles  composants  ou  la 
surface  latérale  de  la  pyramide  est  égale  au  périmètre  de  sa 
base  par  sa  demi-hauteur  inclinée. 

(1040)  Cor.  1.  La  surface  convexe  d'un  trono  AD-e  de 
pyramide  régulière  AD-S  est  égale  à  la  demi-somme  des 
périmètres  de  ses  bases  supéreure  et  inférieure  a  d,  AD 
multipliée  par  sa  hauteur  inclinée /F. 

Car,  la  section  a  d  est  semblable  (1034)  à  la  base  AD  et 
cette  base  étant  un  polygone  régulier,  il  suit  que  a  6=6 c= 
c  d--eic.  De  plus,  on  a  (912)  ab,  b  c,  etc.  respectivement 
parallèles  à  AB,  BC,  e^\  La  surface  latérale  du  tronc  de 
cône  est  donc  composée  des  trapèzes  (172)  égaux  AB  ba,  BC 
€  b,  etc.  et  la  hauteur  perpendiculaire /F  de  tous  ces  trapèzes 
est  égale,  puisqu'elle  n'est  que  la  différence  entre  les  hau- 
teurs égales  des  triangles  composants  ASB,  BSC,  etc. 
et  a  S  6,  6  Se,  etc.  des  pyramides  régulières  AD-S,  acf-S; 
mais  la  surface  d'un  de  ces  trapèzes,  comme  AB  ba,  est 
(346)  égale  à  J  (AB+a  6)x/F;  de  là,  la  surface  de  tous  ces 
trapèzes  ou  la  surface  latérale  du  tronc  est  égale  à  la  demi- 
somme  des  périmètres  des  bases  inférieure  et  supérieure 
multipliée  par  la  hauteur  inclinée  du  tronc. 

(1041)  Cor.  2.  On  a  vu  (961)  que 
le  cône  n'est  autre  chose  qu'une 
pyramide  régulière  ayant  pour  base 
un  cercle  ;  donc,  la  surfkce  latérale 
du  cône  est  égale  au  périmètre  ou 
à  la  circonférence  de  sa  base  par 
son  côté  ou  (962)  sa  hauteur  incli- 
née. 

(1042)  Cor.  3.  La  surface  latéra- 
le du  trono  de  cône  B  e  est  égale 
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au  produit  de  son  côté  ou  de  sa  hauteur  inclinée  A  a  par 
la  demi-somme  des  oiroonférenoes  de  ses  bases  parallèles 

BE,  h  e  ;  car,  le  tronc  de  cône  n'est  autre  chose  (968  2°)  qu'un 
tronc  de  pyramide  régulière,  et  tout  ce  qui  est  vrai  du  tronc 
de  pyramide,  l'est  également  du  tronc  de  cône. 

(1043)  Cor.  4.  Soient  K,  G,  les  points  milieux  des  côtés 
Oo,T>d  du  trapèze  générateur  (966)  O  c?  du  tronc  de  cône  ; 
GK  sera  (325)=(OP+q<^)  et  puisque  (557  et  559)  les  cir- 

conférences  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  rayons, 
on  a  cir.  GK=^(c:r,  0J)4  cir.  o  d)  ;  donc  la  surfkoe  convexe 
du  tronc  de  cône  est  égale  à  son  côté  multiplié  par  la 
circonférence  d'une  section  à  distances  égales  de  ses  bases 
parallèles. 

(1044)  Sco.  1.  Si  une  ligne  J)d  située  entièrement  du 

même  côté  de  la  droite  O  o  et  dans  le  même  plan,  tourne 

autoc  de  l'axe  Go,  la  surface  décrite  par  J)  d  aura  pour 

mesurv.  (1043)  D  c?X(cir.  OD+cir.  o  d)  ou  D</xcir.  KG,  les 

2 
lignes  OD,  od,  KG  étant  des  perpendiculaires  abaissées  des 

extrémités  et  du  milieu  de  D  rf  sur  l'axe  O  o  ;  car,  si  l'on 

prolonge  Go,  De? jusqu'à  ce  qu'elles  se  rencontrent  en  S, 

il  est  évident  que  la  surface  décrite  par  D  d  est  celle  d'un 

tronc  de  cône  ayf;nt  pour  rayons  respectifs  de  ses  bases  les 

Jroites  GD,  od  et  pour  sommet  du  cône  entier  le  point  S. 

Donc,  etc. 

Cette  mesure  vaudra  toujours,  même  quand  le  point  o 
tombera  en  S,  formant  ainsi  un  cône  complet,  ou  encore 
quand  la  ligne  D  d  sera  parallèle  à  l'axe,  formant  ainsi  un 
cylindre.  Dans  le  premier  cas  od  n'aurait  aucune  valeur  et 
dans  le  second  cas  l'on  aurait  o  d=OJ)=KG. 

(1045)  Sco.  2.  Soit  L  le  côté  d'un  cône,  R  le  rayon  de  sa 
base;  la  circonférence  de  cette  base  sera  (671)  2;r.R,  et  la 
surface  du  cône  sera  2n^RxjL,  ou  ;rRL. 
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PBOF.  X.  THÉOS. 

(1046)  Toute  pyramide  triangulaire  ABC-F  est  le 
tiers  d'un  prisme  triangulaire  ABC-DEF  de  même  base 
et  de  môme  hauteur. 

Menez  lo  plan  FAC  qui  enlèvera 
du  prisme  la  pyramide  ABC-F;  il 
restera  la  pyramide  qnadrangulaire 
ACDE-F  ayant  F  pour  sommet  et 
pour  base  le  parallélogramme  AD. 
Menez  la  diagonale  EC  et  le  plan 
EFC  qui  partagera  la  pyramide  qna- 
drangulaire en  deux  pyramides  tri- 
angulaires ACE-F,  DCE-F.  Ces  deux 
dernières  ont  bases  %ales  ACE,  DCE  dans  un  même  plan 
et  ont  même  hauteur  (la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet 
F  sur  le  plan  AD  de  la  base)  ;  ces  pyramides  sont  donc 
(1037)  équivalentes.  Mais  les  pyramides  DCE-F  et  ABC-F 
ont  bases  égales  ABC,  DEF  et  même  hauteur,  savoir,  la 
perpendiculairô  menée  entre  les  bases  parallèles;  de  là,  les 
deux  pyramides  sont  équivalentes.  Or,  on  vient  de  voir  que 
la  pyramide  DCE-F  est  équivalente  à  ACE-F;  donc  les 
trois  pyramides  ABC-F,  ACE-F,  CDE-F  qui  composent  le 
prisme  BED  sont  toutes  équivalentes  l'une  à  l'autre.  Donc 
la  pyramide  est  le  tiers  du  prisme  de  même  base  et  de 
même  hauteur. 

(1047)  D'ailleurs,  on  a  vu  (1006)  que  le  cube  peut  être 
décomposé  en  six  pyramides  égales  entre  elles  et  chacune 
par  conséquent  équivalente  à  la  sixième  partie  du  cube  ou 
au  tiers  du  demi-cube,  c.-à-d.  au  tiers  d'un  prisme  ayant 
pour  base,  la  base  de  la  pyramide  ou  du  cube  et  pour  hau- 
teur la  hauteur  de  la  pyramide  ou  (1006)  la  demi-hauteur 
du  cube.  Or,  (1037)  les  pyramides  dont  les  hauteurs  sont 
égales  et  les  bases  équivalentes  sont» elles-mêmes  équiva- 
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ABC-F    est    le 
F  de  même  base 


1118  un  même  plan 
baissée  du  sommet 
imides  sont  donc 
)CE-F  et  ABC-F 
[jauteur,  savoir,  la 
allèles  ;  de  In,  les 

vient  de  voir  que 
A.CE-F;  donc  les 

qui  composent  le 
î  î\  l'autre.  Donc 
nême   base  et  de 

le  cube  peut  être 
I  elles  et  chacune 
partie  du  cube  ou 
i'un  prisme  ayant 
cube  et  pour  bau- 
i)  la  demi-hauteur 
les  hauteurs  sont 
es-mêmes  équiva- 


lentes ;  et  (1028)  les  prismes  de  même  hauteur  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases  ;  donc  si  ces  bases  sont  équivalentes, 
les  prismes  eux-mêmes  seront  de  volume  égal  ;  donc,  toute 
pyramide  est  le  tiers  d'un  prisme  de  môme  hauteur  et 
de  base  égale  ou  équivalente. 

(1048)  Cor.  1.  Il  suit  du  par.  (1046)  que  la  solidité  d'une 
pyramide  triangulaire  est  égale  au  tiers  du  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur. 

(1049)  Ccr.  2.  Il  suit  du  par.  (1047)  que  la  solidité  de 
toute  pyramide  est  égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur. 

D'ailleurs,  on  arrive  encore  à  cette 
conclusion  sans  l'aide  du  par.  (1047) 
en  supposant  la  pyramide  dont  il  s'agit 
divisée  en  pyramides  triangulaires 
ABE-S,  DBE-S,  etc.,  par  des  plans 
ESB,  DSB  passant  (893)  par  ses  arêtes 
opposées  ES,  BS,  etc.  ;  cette  construc- 
tion donnera  autant  de  pyramides  partiel- 
les que  le  pol.  AC  contient  de  triangles 
et  ayant  toutes  une  hauteur  commune  80.  Mais  chacune  de 
ces  pyramides  composantes  a  pour  mesure  (1048)  le  tiers 
du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur;  de  là,  la  somme  des 
pyramides  triangulaires  ou  la  pyramide  polygone  entière 
AC-S  aura  pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  la  somme  des 
bases  partielles  par  la  hauteur  commune  ;  donc,  etc. 

(1050)  Cor.  3.  Le  cône  n'étant  (961)  qu'une  pyramide, 
sa  solidité  est  égale  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteiu:. 

(1051)  Cor.  4.  Toute  pyramide  est  le  tiers  du  prisme 
de  même  hauteur  et  de  même  base  ;  conclusion  déjà 
établie  au  par.  (1047). 

(1052)  Cor.  5.  Tout  oône  est  le  tiers  du  cylindre  de 
mêmes  base  et  hauteur. 
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(1058)  Cor.  6.  Deux  pyramides  ou  deux  oônes  de  même 
hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases,  et  ceux  de 
même  base,  comme  leurs  hauteurs. 

(1054)  Cor.  7.  Les  pyramides  et  les  cônes  sont  entre 
eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  et  hauteurs. 

(1055)  Sco.  1.  S'il  s'agissait  de  la 
solidité  d'un  cône  oblique  &e-S, 
c.-à-d.j  d'un  cône  BE-S  dont  on 
aurait  retranché  un  onglet  ou  partie 
ABÉ-d  par  un  plan  6e  incliné  à  l'axe 
SO  du  cône,  il  est  clair  que  l'on 
obtiendrait  encore  cette  solidité  en 
faisant  (437)  le  produit  de  sa  base 
curviligne  6  e  par  sa  hauteur  SP,  ce 
cône  n'étant  autre  chose  qu'une  pyramide  oblique. 

(1056)  Sco.  2.  Et  si  la  section  du  cône  par  un  plan  a  c 
perpendiculaire  à  son  axe,  n'était  pas  im  cercle  ;  c.-à-d., 
si  le  solide  6  e-8  ne  formait  pas  partie  d'un  cône  régulier, 
mais  avait  au  contraire  pour  base  une  figure  curviligne  ou 
mixtiligne  quelconque  et  pour  section  ac  une  ligure  analogue 
à  celle  de  la  base,  on  regarderait  encore  ce  solide  comme 
une  pyramide  dont  on  obtienderait  la  solidité  comme  il  a 
déjà  été  dit. 

(1057)  Sco.  3.  On  peut  arriver  à  la  solidité  d'im  corps 
polyèdre  quelconque  en  divisant  ce  corps  en  pyramides  par 
des  plans  menées  par  un  même  angle  solide  ;  dans  ce  cas,  le 
polyèdre  sera  divisé  en  autant  de  pyramides  partielles  que  le 
solide  a  de  faces,  moins  les  faces  composantes  de  l'angle 
solide  dont  partent  les  plans  de  section  ;  mais  si  on  fait 
passer  tous  les  plans  par  un  point  quelconque  situé  à  l'in- 
térieur du  solide,  il  y  aura  alors  autant  de  pyramides  com- 
posantes que  de  faces  composantes  dans  la  surface  entière 
du  polyèdre,  et  comme  la  solidité  de  chacun  *  de  ces 
pyramides  sera  égale  à  la  surface  de  sa  base  (face  du 
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polyèdre)  par  sa  hauteur  (perpendiculaire  menée  du  sommet 
commun  de  toutes  les  pyramides  au  plan  de  la  base  do 
chacune  d'elles)  il  est  clair  qu'on  arrivera  à  la  solidité  du 
polyèdre  dont  il  s'agit  en  faisant  la  somme  des  solidités  do 
toutes  les  pyramides  composantes. 

(1058)  Soo.  4.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  remarquer  que 
pour  arriver  à  la  surface  latérale  d'une  pyramide  ou 
d'un  cône  oblique,  il  y  aura  à  déterminer  séparément  celle 
de  toutes  les  faces  latérales  composantes  du  solide  et  à  en 
prendre  la  somme,  et  si  le  solide  était  de  la  nature  do  celui 
du  par.  (1056)  le  même  procédé  conduirait  encore  infaillible- 
ment au  même  résultat,  la  surface  latérale  plane,  courbe  ou 
mixte  du  solide  pouvant  toujours  être  considérée  comme 
composée  d'un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  triangles 
aboutissant  à  un  scmmet  commun  et  ayant  pour  bases  les 
côtés  plus  ou  moins  grands  du  .polygone  ou  de  la  figure 
plane  servant  de  base  au  solide,  et  pour  côtés  les  arêtes  ou 
côtés  du  solide. 

(1059)  Sco.  5.  On  obtiendra  la  surfkoe  d'un  polyèdre 
quelconque  en  fkisant  la  somme  des  surfaces  de  toutes 
ses  fkces  composantes. 

(1060)  Sco.  6.  Soit  E,  le  rayon  de  la  base  d'un  cône,  H  sa 
hauteur  ;  la  solidité  du  cône  sera  ;rR^XiH  ou  ^ttH^H. 
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(1061)  Le  tronc  de  pyramide  FltLQ-fg  h  compris  (956) 
entre  deux  plans  parallèles,  est  équivalent  à  la  somme  de 
trois  pyramides  ayant  pour  hauteur  commime  la  hauteur 
du  tronc,  et  pour  bases,  la  base  inférieure  du  tronc,  la 
base  supérieure  et  ime  moyenne  proportionnelle  entre  les 
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deux  bases.  Sôpnrez  par  lo  plan  F  cj  H 
{8i92)  la  pyramide  triangulaire  FGH  -r 
ayant  pour  base  la  base  inférieure  du 
tronc  et  pour  hauteur  celle  du  trotic, 
le  sommet^  étant  dans  le  plan  do  la 
base  supérieure. 

Cetce  pyramide  enlevée,  il  restera 
la  pyramide  quadrangulaire  FH  hf-çf 
ayant  pour  base  le  quadrilatère  F  h  et  y  pour  sommet.  Par 
les  points /,//,  II,  menez  un  plan  qui  divisera  la  pyramide 
quadrangulaire  en  deux  pyramides  triangulaires  F/H-^/, 
fhll-g.  Cette  dernière  a  pour  base  la  base  supérieure/i/Â 
du  tronc  et  pour  hauteur  la  hauteur  du  tronc,  parce  que  son 
sommet  H  est  dans  la  base  inférieure.  On  connaît  donc 
déjà  deux  des  pyramides  qui  composent  le  tronc. 

Il  reste  à  considérer  la  troisième  pyramide  F  fH-g.  Ayant 
mené  Kg  parallèle  à /F,  concevons  une  nouvelle  pyramide 
F/II-K  ayant  K  pour  sommetet  pour  base  le  triangle  F/H; 
ces  deux  pyramides  sont  équivalentes  (1037)  ayant  même 
base  F/H  et  même  hauteur,  car  les  sommets  ^,  K  sont 
situés  dans  une  même  droite  gK  parallèle  à /F  et  par 
conséquent  (887)  parallèle  au  plan  de  la  base  et  (884)  à  des 
distances  perpendiculaires  égales  de  cette  base.  Mais  la 
pyramide  F/H-K  peut  être  regardée  comme  ayant  son 
sommet  eu/,  et  sa  hauteur  sera  de  cette  manière  égale  à 
celle  du  tronc  ;  il  reste  donc  à  démontrer  que  sa  base  FKH 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  bases  FGH,  f  g  h-,  or, 
les  triangles  FHK,/<7  A  ont  chacun  un  angle  égal  en  F,/; 
de  là  (586)FHK:/^/i::FKxFH:/5rX//i;  mais  à  cause 
des  parallèles,  FK=fg,  doucFRKifg h::FR:fk;  on  a 
aussi  FHG  :  FHK  ::  FG  :  FK  ou  fg;  maie  les  triangles  sem- 
blables FGH, /^/i  donnent  FQifgiiFKifh;  d'où  FGH: 
FIIK::FHK:/^/i  ;  c.-à-d.  que  FHK  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  bases  FGH,/^A.  Donc,  etc. 


SOLIDES. —  PROPS.,  ETC. 


891 


On  a  vu  (1038)  que  lo  tronc  de  pyramide  triangulaire  est 
L'(iuivalent  au  tronc  do  pyramide  polygone  do  môme  hauteur 
et  de  base  équivalente  ;  cotte  proposition  dont  on  vient  do 
démontrer  la  vérité  dans  le  cas  d'un  tronc  do  pyramide 
triutignlairo  est  donc  vraie  pour  un  tronc  do  pyramide 
quelcon(iuG. 

(1062)  D'ailleurs,  on  peut  aussi  détermi- 
ner le  volume  d'un  tronc  de  pyramide  AC  h 
en  faisant  le  volume  de  la  pyramide  entière 
AC-S  et  retranchant  le  volume  do  la  pyra- 
mide partielle  a  c-S.  A  cet  eft'ot,  ayant  pro- 
longé deux  quelconques  Aa,  B6  des  côtés 
(lu  tronc  donné  jusqu'à  leur  rencontre  on 
S  et  mené  80  perpendiculaire  au  plan  de 
la  base;  80  sera  (957)  la  hauteur  de  la 
pyramide  entière,  S  o,  celle  de  la  pyramide  partielle  et  0  o, 
celle  du  tronc  ;  or  on  a  vu  (1033)  quo  \u  section  abc  parallèle 
à  ABC  donne  AB  :rt6::SA  :  Sa::  80:  S  o  et  div.  (96) 
AB— rt  6:  a  6::S0— So  :  S  0,  ou  AB— a  6:  a />::0  o  :  S  o,  ce 
qui  donnera  (1049)  le  volume  du  tronc— surf.  ACxJSO 
(ou  Oo+So)— surf.  acX^So. 

(1063)  Cor.  1.  Le  trono  de  cône  oompris  entre  deux 
plans  parallèles  est  égal  en  solidité  à  la  somme  de  trois 
oônes  ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du 
trono,  et  pour  bases,  la  base  inférieure  du  tronc,  sa  base 
supérieure  et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
deux  bases;  car,  comme  on  l'a  vu  (968)  le  tronc  de  cône 
n'est  autre  chose  qu'un  tronc  de  pyramide  régulière  ayant 
pour  bases  parallèles  des  cercles.  Soit  OA  le  rayon  de  la 
base  inférieure  du  tronc  de  cône,  o  a  celui  de  sa  base  supé- 
rieure et  O  0  sa  hauteur  ;  on  aura  (1024)  pour  surface  de  la 
base  inf.  it  OA^,  pour  surface  de  la  base  sup.  ;r  o  a^  et  pour 
moyenne  proportionnelle  entre  ces  bases  ttOAxo  a;  l'expres- 
sion de  la  solidité  du  tronc  sera  donc  iO  oxOA^.  n+l  0  ox 
oa  .  TT+JO  oxAOXcio.;r,  ou  ce  qui  est  la  même  chose, 
è7:Oox(OA^-fo/-i-OAxoa). 
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(1064)  D'aillexirs,  on  aura  encore  le  volu- 
me (lu  tronc  (le  cono  en  faisant  la  diilôronce 
(ks  volumes  du  C(')ne  entier  et  du  c(')ne  par- 
tiel dont  on  obtiendra  la  hauteur  en  faisant 
AO—ao:oa::0  o  :  So  et  on  aura  S  0=8  o+ 
Oo;  AO,  ao  étant  les  rayons  des  bases 
parallèles. 

(1065)  Sco.  1.  S'il    s'agissait    de    la 
solidité  du  tronc  d'un  cône  oblique,  on 

ferait  tout  do  môme  la  dift'érenco  des 

volumes  (1055)  des  cônes  obliques  entier 

et   partiel   dont  on   aurait    encore    les 

hauteurs  respectives  en|faiaant  AO— ao: 

ao::Pp:Sp  onAV—ap:ap::Vp:Sp 

et  SP=S/>+Pp;   AO,  rto  ou   AP,  ap 

étant  évidemment  des  ligriea  homologues  formant  partie  des 

droites  parallèles  (912)  AB,  a  h  (prolongées  s'il  le  faut)  qno 

déterminera  dans  les  bases  parallèles  du  tronc  un  plan  SBP 

passant  par  l'axe  SO  du  cône  et  par  la  perpendiculaire  SP 

qui  en  est  la  hauteur. 

Il  est  clair  aussi  (1062)  que  toutes  autres  lignes  homologues 
quelconques  BC,  ôcdes  deux  bases  parallèle8  donneraient 
BC— 6c:6(;::P??:Sjt). 

(1066)  Soo.  2.  Et  si  le  trono  B  a  était  celui  du  solide 
du  par.  (1056)  ou  aurait  encore  son  volume  égal  à  la  diffé- 
rence des  volumes  du  sol.  entier  et  du  sol.  partiel,  et  les 
hauteurs  de  de  ces  solides  en  faisant  BC— 6  c  :  ô  c  ::  P p  :  S  p, 
et  SP=Sp-fPi5;  BC,  6  c  étant  comme  auparavant  deux 
lignes  homologues  quelconques  des  bases  parallèles  da 
tronc. 

(1067)  Sco.  3.  Prob.  Déterminer  le  volume  d'im  tronc 
de  pyramide  ou  d'un  tronc  de  cône  AC  c  dont  les  bases 
AO,  a  c  ne  sont  pas  des  plans  parallèles. 


SOLIDES.  — PBOFB.,  ETC. 


898 


olu- 

& 

uco 

j 

\ 

;)ar- 
mi)t 

ak^ 

p^ 

0  + 

/ 

\ 

ISOB 

.lIl-^ 

-6c:  6c::Pp:Sp, 


Ayant  prolonjOfé  doux  quelconques 
Art,  13  6  des  côtés  du  tronc  do  pyra- 
mide jusqu'A  leur  rencontre  en  S, 
soramet  commun  des  pyramides  en- 
tière et  partielle,  on  mènera  dans  le 
plan  A  h  la  droite  ae  parallèle  à  AB. 
On  aura  alors  AB— ae.-rte:;  Aa:  aS 
et  Aa:  AS::rto:  SP,  les  droites  a  o, 
SP  étant  (975)  toutes  deux  perpendi- 
culaires au  plan  de  la  buse  AC  et  par 
conséquent  (910)  parallèles  entre 
elles.  On  mènera  ensuite  Sp  per- 
pendiculaire au  plan,  prolongé  s'il 
le  faut,  de  la  base  ac  et  on  aura  le 
volume  du  tronc^surf.  ACX:^  SP— surf,  a  ex  jSp.  Si  le 
point  S  était  inacessible,  ou  mènerait  d'un  point  quelconque 
n  du  côté  a  S  une  perpendiculaire  nr  au  plan  de  la  base  ac. 
Il  est  clair  (910)  que  n r  serait  alors  parallèle  à  Sp  et  toutes 
deux  perpeudiculairo8  »  la  commune  intersection  a'p  d'un 
plau  S  pa  perpendiculaire  (924)  au  plan  a  c,  ce  qui  donnerait, 
dans  les  triangles  rectangles  semblables  anr,a8p,an: 
aS::nr:Sp. 

(1068)  Pour  oe  qui  est  du  trono  de  cône,  il  y  aurait  à 
prendre  sur  le  périmètre  de  sa  base  inférieure,  deux  points 
quelconques  A,  B,  et  à  déterminer  sur  sa  surface  latérale,  la 
direction  de  deux  droites  A  a,  B  6  qui  étant  prolongées,  so 
rencontreraient  au  sommet  commun  S  des  deux  cônes.  A 
cet  effet,  il  suffirait  d'appliquer  à  la  surface  latérale  du  tronc 
une  ligne  droite  Aa,  B6  passant  par  le  point  A,  B  et  tou- 
chant dans  toute  sa  longueur  à  cette  surface,  comme  le  fait 
(968  2"*)  le  côté  A  a,  B  6  du  tronc  de  pyramide  inscrit.  On 
établirait  encore  les  lignes  requises  A  a,  B  6  en  appliquant 
à  la  surface  convexe  du  tronc  en  A  et  B,  respectivement,  une 
surface  plane,  comme  serait  (968  2°)  une  des  faces  du  tronc 
de  pyramide  circonscrit,  et  qui  à  l'endroit  de  son  contact 
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avoc  le  périmètre  do  la  base  supériouro  du  tronc,  détormi- 
norait  un  point  a,  h,  dans  la  direction  rociuise  AS,  H8.  On 
a  maintonant  dans  lo  triangle  ASB,  la  Imno  AB  et  loa  unglon 
adjacents  A,  13,  pour  trouver  AS  et  par  suito  a  S=»  AS-  A  a,  et 
les  triangles  rectangles  semblables  Aort,  APS  donnent  An: 
oa::  AS:  PS.  Enfin  on  aura  comme  auparavant  aw:?tr::a»S: 
8  p  et  volume  du  tronc=»8urt'.  AC  x  J  SP— surf,  a  ex  i  S  />. 
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FROP.  XII.  THÉOK 

(1069)  Les  pyramides  semblables  AC-S,  «  < -S  ont  l'uno 
à  l'autre  le  rapport  composé  des  rapports  A B  :  a  A,  ]](]; 
br,li\S  :  h  8,  etc.  de  leurs  côtés,  hauteurs,  ou  autres  lignes 
homologues,  cVst-A-diru  sont  entre  elles  comme  les  pro- 
duits continus  BAxBCxBS,./>«x/>cx6S  de  ces  côtés,  o te. 

En  efl'et,  puisque  les  pyramides  8orit 
semblables,  les  angles  solidcH  au  sommet 
sont  contenus  pur  un  m(>tne  nombre  <lo 
plans  semblables,  disposas  de  la  m^me 
nuinit>ro  et  par  consécpjeut  (872)  égale- 
ment inclinés  entre  eux;  ou  pourra 
donc  faire  coïncider  ces  angles  solides 
et  les  deux  pyramides  seront  alors  dis- 
posées, comme  dans  la  iig.,  de  manière 
à  avoir  l'angle  solide  au  sommets  com- 
mun. 

Dana  cotte  position,  les  bases  AO.  ac  seront  pnrallèlcc,  A 
cause  des  faces  semblables  A BS,  «  6  S,  BCS, />»c8,  (lui 
donnent:  angle  Sa 6-^-SAB et  S6c«»SBC;  de  là  le  plan  «r 
est  (919)  parallèle  au  plan  A(î.  Cela  posé,  SP  étant  la 
hauteur  do  la  i>yramide  A(/-S  et  S/>  celle  de  la  ])yrnini(lo 
ac-8,  on  aura  (1033)  SP  :  Sp::SB  :  S  6::  AB  :  a/;:;  BC  ://r; 
or  les  bases  équiangles  AO,  ac  sont  entre  eux  (586)  coninio 
BAxBC:  AaXôc,  car  les  triangles  équiangles  ABC,  aftr, 
ont  entre  eux  (586^  ce  rapport  et  ces  triangloB  sout  (207)  don 
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parties  correepondautos  ou  dos  sous-multiples  Cgaux  des 
basos  AC,  a  c  ;  v.t  les  pyramides  AO-8,  a  c-S  sont  entre  elles 
(1054)  coinntu  les  biisos  multipliées  [>ar  les  hauteurs  ;  donc 
cc'H  pyramides  sont  aussi  entre  elles  comme  SB XAlixBC: 

(1070)  Cor.  Les  pyramides  et  les  oônes  (qui  no  sont 
un're  chose  (pie  des  pyramides)  semblables,  sont  entre 
eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs,  côtés,  rayons 
ou  autres  lignes  homologues  ;  car,  les  hases  seinhiahles 
AC, «<•  sont  efitre  elles  eomme  les  carres  Ali',  a  f>  des  côtés 
homolopues::»]]'':  S/r::Sr*:  S//'*::  Ar'"^:a//"'ct  multii)liant 
les  antécédents  et  conséquents  par  Si*,  R/',  on  a  base 
ACXSP :  base  acxSp:: SI»*' :  S //' ;: SB'' :  S  6'' ::  AB^ :  a //* :: 
Ap3:rt/::etc.  ou  (73  Ax.)  pyr.  AC-S  :  pyr.  ac^S::SB3: 
S />-'::  etc. 

PROF.  Zin.  THÊOR. 


(1071)  La  surfkoe  d'une  sphère  est  égale  au  produit  de 
son  diamètre  par  un  de  ses  grands  cercles. 

(-ar,  le  demi-ecrclo  ACF 
qui  en  tournant  autour  de  son 
uxo  AF  ongondro  (974)  la 
Bplièro  BG,  peut  être  regardé 
coinmo  un  demi-poly|jjono  ré- 
gulier d'un  nombre  indéfini 
do  côtés  Ali,  B(),  etc.  et 
chacun  de  ces  côtés  on  consé- 
quence (685)  indéfiniment 
petit.  La  droite  DE  peut  dana 
co  cas  ôtre  regardée  (430)  comme  partie  de  l'are  générateur 
c-  (667)  le  rayon  ON  comme  rayon  du  cercle.  C'ela  posé,  on 
a  vu  (1044)  que  la  surf.  DG  décrite  par  la  partie  1)K  du 
pôriuiéti'o  générateur  et  qui  est  colle  d'uu  cône  tronqué  DG, 
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d'un  côneEFQ,  ou  d'un  cylindre  CR,  est  dans  ciiaque  cas  égale 
au  produit  du  côté  DE  par  la  circonférence  d'une  section  NV 
à  distances  égales  des  bases  parallèles  EG,  DR;  mais  à 
cause  des  triangles  semblables  (323)  DKE,  NMO,  on  a  DE  : 
EK  ou  HI::ON:NM  (^NV);  d'où,  HIXON=DExNM. 
Le  même  raisonnement  donnera  pour  surface  latérale  du 
cône  EG-F  le  produit  FHxcirc.  CL  ou  ON  et  pour  surface 
latérale  du  cylindre  CR  on  aura  IPXcirc.OU  ou  ON;  la 
surface  latérale  d'une  zone  (975)  quelconque  CG  est  donc 
égale  à  (HI  +  IP)Xcirc.  ON,  celle  d'une  zone  quelconque 
DFR  n'ayant  (979)  qu'une  base  DR,  égale  à  (FH+ III) x cire. 
ON,  et  celle  de  la  sphère  entière  égale  à  (FH+HI+IP+PA) 
Xcirc.  ON;  c.-à-d.  à  FAXcirc.  ON. 

(1072)  Cor.  Puisque  la  surface  d'un  grand  cercle  est  égale 
(431)  au  produit  de  sa  circonférence  par  le  demi-rayon  ou 
par  le  quart  du  diamètre,  il  suit  que  la  siirfkce  d'une  sphère 
est  égale  à  quatre  de  ses  grands  cercles  ;  on  à  iTr.OW^  ou 

(1073)  Sco.  1.  La  surfkce  d'une  zone  est  égale  à  sa 
hauteur  multipliée  par  la  circonférence  d'un  grand 
cercle  de  la  sphère. 

(1074)  Sco.  2.  Deux  zones  prises  dans  la  même  sphère 
ou  dans  des  sphères  égales,  sont  entre  elles  comme  leurs 
hauteurs,  et  toute  zone  est  à  la  surfkce  de  la  sphère 
comme  la  hauteur  de  la  zone  est  au  diamètre  de  la 
sphère. 

2°  Il  est  clair  aussi,  d'après  ce  qui  a  déjà  été  dit  que  les 
surfkces  de  deux  sphères  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  rpyons  ou  autres  lignes  homologues  de  ces 
sphères,  et  que  les  surfaces  de  deux  zones  semblables 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons  ou  lignes 
homologues  de  ces  zones  ou  des  sphères  dont  ces  zones 
fbnt  partie. 
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(1075)  La  solidité  d'une  sphère  est  égale  à  sa  surfkoe 
multipliée  par  le  tiers  de  son  rayon. 

En  effet,  regardant  encore  comme  ligne  droite  la  partie  in- 
définiment petite  AB  de  l'arc  générateur  de  la  sphère  et  01  en 
conséquence  (667)  comme  rayon  de  la  sphère,  si  l'on  prolonge 
AB  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  en  H  l'axe  pro- 
longé GII  de  la  sphère, 
le  triangle  OBH  com- 
posé des  triangles  rec- 
tangles ONB,  HNB,  dé- 
crira   (963)    pendant  la 

révolution  du  périmètre  générateur,  des  cônes  qui  seront 
(1052)  les  tiers  des  cylindres  correspondants  décrits  par 
les  rectangles  RN,  SN,  et  le  triangle  OAH  composé  des 
triangles  OMA,  HMA  décrira  des  oônes  qui  seront  les  tiers 
des  cylindres  correspondants  décrits  par  les  rectangles  PM, 
LM.  Le  solide  décrit  par  le  triangle  AOB  sera  donc  égal  à  la 
différence  des  solides  ou  double-cônes  décrits  par  les  triangles 
OBH,  OAH,  et  ces  double-cônes  sont  entre  eux  (1053) 
comme  BN^  à  AM^,  c.-à-d.  (557)  comme  les  surfaces  des 
cercles  décrits  par  les  rayons  BN,  AM  autour  de  l'axe 
commun  OH;  or,  ces  solides  ont  respectivement  pour 
mesure  (1050)  surf.  BNxjOH  (ou  ^ON-fJ*NH)  et  surf. 
AMXJOH  (ou  J  OM+MH)  ou  (1024)  ;rBN^xiOH  et 
;rAM^X^OH  ;  donc,  le  solide  aura  pour  mesure  ;:  (BN^— 
AM2)x|0H.  Mais  (370^  BN2-AM''^=(BN+AM)  x  (BN- 
AM)=^(347)  21KXBQ;  donc  la  mesure  du  solide  dont  il 
s'agit  est  7rX2IKxBQX  JOH,  ou  ce  qui  est  la  même  chose, 
iîTXlKxBQxOH  (2Xi  étant=î)  ;  or,  le  triangle  AOB 
étant  isocèle  et  01  par  conséquent  (236)  perpendiculaire 
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a  AB,  les  triangles  semblables  OIH,  AQB  donnent  BQ: 
OI::AB:OH;  d'où,  ABxOI=BQxOH,  mais  ABxOI=2 
surf.  AOB;  de  là,  on  a  BQxOH=2surf.  AOB  ;  donc  le 
solide  décrit  par  AOB  est  encore=§7rXlKx2AOB,  ou  JttX 
AOBxIK,  ou  ce  qui  est  la  même  chose  AOEx^circ.  IK, 
IrrIK  étant=§  cire.  IK.  Donc  le  solide  décrit  par  le  triangU 
AOB  a  pour  mesure  la  surface  de  ce  triangle  multipliée  par 
les  §  de  la  circonféreueo  décrite  par  le  point  milieu  I  de  sa 
base. 

Maintenant,  les  tri- 
angles AQB,  OKI  sont 
(323)  semblables  et  don- 
nent la  proportion  AB  : 
AQ    ou    MN::OI:IK; 

d'où,  ABxIK=MNxOI     G  OS  KMB 

et  le  volume  du  solide  est  encore  égal  (*)  à  ^ttXOI  MN, 
c.-à-d.  aux  §  du  produit  continu  de  t:  par  le  carré  de  la  per- 
pendiculaire 01  menée  du  centre  à  la  base  AB,  par  la 
distance  MN  entre  les  deux  perpendiculaires  tombant  sur 
l'axe. 

Mais,  par  hyp.  AB  est  partie  de  la  demi-circonférence 
génératrice  de  la  surface  de  la  sphère  et  01  est  le  rayon  de 
la  sphère  ;  le  solide  décrit  par  le  triangle  AOB  est  donc  le 
secteur  sphérique  (975)  décrit  par  le  secteur  AOB  du  demi- 
cercle  générateur  de  la  sphère  solide  ;  or,  on  prouverait  tout 
de  même  que  le  volume  du  secteur  sphérique  décrit  par  SOC 
ouparAOF=§n-xOI^xONou§7rXOI^XMF,  et  la  somme 
des  secteurs  sphériques  composants  est  égale  à  la  sphère;  donc 
le  volume  de  la  sphère=§ffOr'X(FM+MN+NO-f  OG)  ou 
§;rOI^XFG  qui  est  encore  égala  J;rOI^X2FG  ;  mais  ;rOf  est 

(•)  L'étudiant  verra  que  |  ;r  x  OI^  x  MN  =  AOB  x  l  cire.  IK,  car  AOB  =  \ 
«AB  X  01;  d'où  il  suit  que  AOB  x  3  cire.  IK=  ^AB  x  01  x  |  cire.  IF  =  par 
transp.  iAB  x  IK  x  |  cire.  01,  et  puisque  AB  x  IK  -  MN  x  Ol,  on  a  ^  AB  x 
IK  X  3  cire.  01=  è  MN  x  01  x  j  cire.  01=  i  MN  x  |  cire.  Ol*'*=  JMN  x  |?r 
012  =  MN  X  iTT.  0    =  i^r.OI  -MN. 
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donnent  BQ: 
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la  surface  d'un  grand  cercle  ;,  donc  la  solidité  de  la  sphère 
est  égale  à  celle  d'une  cône  ayant  pour  hase  un  grand  cercle 
et  pour  hauteur  le  double  diamètre  de  la  sphère. 

Substituant  à  FG  son  égal  20F,  on  a  pour  la  solidité  de 
la  sphère  ^;rOF'^xOI  ou  (à  cause  de  OI=OF)  i;rOF2xOF 
qui  est  égal  à  ArtOY^X^OF.  Mais  4;rOF^  est  égal  (1072)  à 
la  surface  de  la  sphère  ;  de  là,  la  solidité  de  la  sphère  est 
égale  à  sa  surface  multipliée  par  le  tiers  de  son  rayon. 

(1076)  Autrement.     On  peut  encore  concevoir  la  sphère 
composée  d'un  nombre  indéfini  de  pyramides  ayant  chacune 
pour  base  une  partie  assez  petite  de  la  surface  de  la  sphère 
pour  qu'on  puisse  la  considérer  comme  étant  sensiblement 
une  surface  plane  ;  le  sommet  eommnn  de  toutes  ces  pyra- 
mides étant  au  centre  de  la  sphère   et  l'ensemble  ou  la 
somme  de  leurs  bases  égale  à  îa  surface  de  la  sphère.     Or, 
chacupe  de  ces  pyramides  est  égale  (1049)  au  produit  de  sa 
base  par  le  tiers  de  sa  hauteur,  c.-à-d.  par  le  tiers  du  rayon 
de  la  sphère  ;  donc  la  somme  de  toutes  ces  pyramides  est 
èP'ale  au  produit  Je  la  surface  entière  de  la  sphère  par  le 
tiers  (le  son  rayon  ;  ma'  '  la  surface  de  la  sphère  est  égale 
(1072)  à  quatre  de  ses  grands  cercles  ;  donc  la  solidité  do 
la  sphère  est  égale  au  produit  do  quatre  de  ses  grands  cercles 
par  le  liers  du  rayon,  ou  au  quadruple  du  produit  d'un  de 
ses  grands  cercles  par  le  tiers  du  rayon,  ou  au  pi*oduit 
des  5  du  rayon  par  un  grand  cercle. 

(1077)  Soo.  1.  La  solidité  de  tout  secteur  sphérique  est 
égale  au  produit  de  la  zone  qui  en  constitue  la  base,  par 
le  tiers  du  rayon  ;  car  la  mesure  du  secteur  est,  par  laprop. 
=f7rOF'^XMN  qui  est  égale  à  2;r  OFXMNXJ  OF  Mais, 
2;r  OF  est  (1024)  la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  la 
sphère  et  cette  circonférence  multipliée  par  MN  donne 
(1073)  la  surface  de  la  zone  qui  forme  la  base  du  secteur  ; 
et  la  preuve  s'applique  également  au  secteur  sphérique 
décrit  par  le  secteur  circulaire  ACF  ou  par  BOC,  DOA, 
DGF,  etc.  ;  donc,  etc. 
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(1078)  D'ailleurs  ;  cette  conclusion  dérive  aussi  immé- 
diatement du  par.  (1076)  ;  car  le  secteur,  comme  la  sphère 
peut  se  décomposer  en  pyramides  ayant  leurs  sommets  au 
centre  de  la  sphère  et  la  solidité  du  secteur  est  égale  à  la 
somme  de  ces  pyramides,  c.-à-d.,  à  la  somme  de  leurs  bases 
(zone  de  la  sphère)  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

(1079)  Sco.  2.  PROB.  Déterminer  le  volume  d'im  onglet 
sphérique  ADBFA  et  la  surfkoe  de  la  lune  qui  lui  sert 
de  base. 

Il  est  clair  que  ce  volume  et 
cette  surface  sont  tous  deux  en 
raison  directe  de  la  valeur  ou 
grandeur  de  l'angle  DGF  qui 
mesure  (878)  l'inclinaison  mu- 
tuelle des  deux  plans  ADB,  AFB 
qui  contiennent  l'onglet.  En  efiet, 
si  l'on  suppose  que  l'onglet  et  la 
sphère  entière  soient  divisés  par  un  nombre  indéfini  de 
plans  ayant  pour  intersection  commune  le  diamètre  AB  et 
que  tous  les  angles  d'inclinaison  ECF,  FCG,  etc.,  de  ces 
T)lan8  soient  égaux  (50  et  51)  entre  eux,  l'onglet  et  la 
sphère  solide  seront  de  cette  manière  divisés  tous  deux  en 
unités  égales  de  volume  et  de  surface,  c-.à-d.  en  un  nombre 
d'onglets  partiels  AEBFA,  AFBGA  égaux,  et  leurs  surfaces 
respectives  en  un  nombre  correspondant  de  lunes  égales; 
car,  par  superposition,  du  demi-grand  cercle  (983)  AGB 
d'un  de  ces  onglets  au  demi-grand  cercle  égal  AEB  d'un  des 
autres,  l'autre  plan  AFB  du  premier  tombera  sur  le  plan 
correspondant  ADB  du  second,  à  cause  des  inclinaisons 
égales  DCE,  FCG  de  ces  plans,  et  comme  (974)  nul  point 
de  la  lune  ou  base  du  premier  n'est  plus  ou  moins  éloigné 
du  centre  0  de  la  sphère  qu'un  point  quelconque  du  second, 
les  deux  surfaces  tomberont  entièrement  l'une  sur  l'autre  et 
les  onglets  coïncideront  dans  toutes  leurs  parties  et  seront 
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en  conséquence  égaux.  Or,  la  section  DHG  des  droites 
DC,  EC,  FC,  etc.,  est  (900)  un  plan,  à  cause  de  AB  perpen- 
diculaire (878)  à  chacune  d'elles  ;  de  plus,  ce  plan  est  (981) 
un  cercle  et  (423)  les  angles  au  centre  sont  proportionnels  aux 
arcs  qui  les  sous-tendent  et  aux  nombres  respectifs  d'unités 
démesure  qu'ils  contiennent,  et  chacune  de  ces  unités  cor- 
respond, comme  on  vient  de  le  voir,  à  une  unité  de  volume 
et  de  surface  ;  donc  l'onglet  est  à  la  sphère  entière  comme 
l'angle  qui  le  contient  est  à  4  angles  droits  ou  (427) 
comme  l'arc  qui  mesure  cet  angle  est  à  la  circonférence 
entière,  et  la  surfkce  de  la  liine  qui  en  est  la  base  est 
aussi  à  celle  de  la  sphère  dans  le  même  rapport. 

Pour  résoudre  le  prob.,  il  suffira  donc  d'établir  (Dém.  de 
720)  le  rapport  de  l'angle  d'une  lune  ou  d'un  onglet  donné 
à  4  angles  droits.  On  fera  ensuite  les  surface  et  volume  de 
la  sphère  entière  qu'on  divisera  dans  le  rapport  ainsi  trouvé, 
pour  avoir  la  surface  de  la  lune  donnée  et  la  solidité  de 
l'onglet. 

(1080)  Cor.  1.  Deux  lunes  ou  deux  onglets  sphériques 
sont  l'un  à  l'autre  comme  leurs  angles  respectif^. 

(1081)  Cor.  2.  ïie  volimie  d'im  onglet  sphérique  est 
égal  au  produit  de  la  surfkce  de  la  lune  qui  en  est  la 
base,  par  le  tiers  du  rayon. 

D'ailleurs,  il  est  clair  que  l'onglet,  comme  la  sphère,  peut 
se  décomposer  en  pyramides  ayant  pour  sommet  commun  le 
centre  de  la  sphère  et  dont  la  somme  des  volumes  est  égale  à 
la  somme  des  surfaces  de  leurs  bases,  si  petites  qu'elles 
soient,  multipliée  par  le  tiers  de  la  hauteur  de  ces  pyramides, 
c.-à-d.  par  le  tiers  du  rayon. 

(1082)  Sco.  1.  Le  volume  d'une  partie  quelconque  de 
la  sphère  solide  contenue  par  un  nombre  indéfini  de 
plans  passant  par  le  centre  de  la  sphère,  est  égal  (1076) 
à  la  surfkce  sphérique  de  cette  partie  multipliée  par  le 
tiers  du  rayon  ;  car,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface 
sphérique,  elle  pourra  se  subdiviser  en  triangles  ou  poly- 
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gones  assez  petits  pour  qu'on  puisse  les  regarder  sensible- 
ment comme  surfaces  planes  et  en  obtenir  en  conséquence 
les  surperficies  par  les  règles  (437)  applicables  à  ces  surfaces  ; 
or  ces  faces  seront  les  bases  d'autant  de  pyramides  ayant 
pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphère  et  pour  hauteur 
commune  le  tiers  du  rayon  ;  donc,  etc. 

(1083)  Sco.  2.  Si  du  secieur  et  de  l'onglet  sphériques,  ou 
même  de  la  sphère  entière,  ou  d'une  partie  quelconquo 
(1082)  de  la  sphère  comprise  par  des  plans  passant  par  le 
centre,  on  «nlev«\iî  une  partie  par  une  section  parallèle  à  la 
surface  sp.  :ar  le  ces  solides,  il  est  clair  d'après  ce  qui  a 
déjà  été  dit .  >  SLJe.  c'es  troncs  de  pyramides,  qu'on  obtien- 
drait les  volumes  de  ces  solides  ou  troncs  de  solides  (*)  en 
faisant  la  différence  des  volumes  des  solides  entiers  et 
partiels  ;  or  les  surfaces  de  deux  sphères  sont  (1074  2°) 
comme  les  carrés-  de  leurs  rayons  respectifs,  et  les  surfaces 
sphériques  des  solides  dont  il  s'agit  sont  évidemment  des 
parties  correspondantes  ou  homologues  des  surfaces  des 
sphères  dont  ils  font  partie,  et  par  suite,  proportionnelles 
elles-mêmes  aux  surfaces  de  ces  sphères  ou  aux  carrés  do 
leurs  rayons  ;  on  aura  donc  pour  expression  du  solide  dont 
il  s'agit  AXJR— aXJr,  A  et  a  étant  les  surfaces  sphériques 
respectives  des  bases  inférieure  et  supérieure  du  solide  et 
R,  r  les  rayons  respectifs  des  sphères  entière  et  partielle 
dont  le  solide  entier  et  le  solide  partiel  font  partie.  On 
aurait  aussi  surf,  a  :  surf.  A  ::  r^  :  R^  et  a=Ax  r^. 

~R^ 

(1084)  Sco.  3.  Puisque  les  surfaces  des  sphères  sont  (1074) 

entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  rayons,  diamètres,  ou 
autres  lignes  homologues,  et  que  leurs  solidités  sont  (1075) 
par  la  prop.,  comme  leurs  surfaces  multipliées  par  leurs 
rayons  ;  il  suit  que  les  solidités  des  sphères  sont  entre 
elles  oomme  les  cubes  de  leurs  rayons,  diamètres  ou  autres 

(•)  Un  obu8  ou  une  partie  quelconque  d'un  obus  comprise  par  des  plans 
passant  par  le  centre  de  la  sphère  dont  l'obus  fait  partie,  fournit  l'idée  des 
solides  dont  il  s'agit  dans  ce  paragraphe. 
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lignes  homologues,  et  il  est  de  plus  évident  que  les  solidités 
de  toutes  parties  homologues  ou  semblables  des  sphères 
sont  entre  elles  comme  les  cubes  des  rayons,  diamètres, 
ou  autres  lignes  homologues  de  ces  sphères. 

(108.5)  Sco.  4.  Soit  R  le  rayon  d'une  sphère;  sa  surface 
sera  (1072)  4  t: R'"^  et  sa  solidité  4 ;r R'^x ^R  ou  *  tt RI  Soit 
D  le  diamètre,  on  aura  R=^D  et  R'^^JD'*  ;  d'où,  la  solidité 
do  la  sphère  peut  encore  s'exprimer  j7rX|D^=^7rD^ 

(1086)  Sco.  5.  On  a  vu  (1072)  que  la  surface  d'une  sphère 
MN"FQ  est  égale  à  quatre  de  ses  grands  cercles,  et  la  surface 
latérale  du  cylindre  circonscrit  AC 
est  égale  (993)  à  la  circonférence  de 
sa  base  AB  par  sa  hauteur  AD  ;  or 
cette  base  est  évidemment  égale  à 
un  grand  cercle  de  la  sphère  et  cette 
hauteur  au  diamètre  de  la  sphère  ; 
donc  la  surface  latérale  ou  convexe 
du  cylindre  est  égale  à  quatre  grands 
cercles  ou  sa  surface  entière  à  six 
grands  cercles  ;  la  surfkoe  de  la  sphère  est  donc  à  celle 
du  cylindre  circonscrit  comme  2  est  à  3. 

2°  De  plus,  la  solidité  de  la  sphère  étant  égale  à  sa  sur- 
face par  le  tiers  du  rayon,  et  cette  surface  elle-même  égale 
à  quatre  grands  cercles,  il  suit  que  la  solidité  de  la  sphère 
est  égale  à  quatre  cônes  ayant  chacun  pour  base  un  grand 
cercle  et  pour  hauteur  le  rayon  de  la  sphère  ou  ce  qui  est  la 
même  chose  à  deux  cônes  ayant  pour  base  un  grand  cercle 
et  pour  hauteur  le  diamètre  de  la  sphère  ou  la  hauteur  du 
cylindre  circonscrit  ;  or  le  cône  est  (1052)  le  tiers  du  cylindre 
circonscrit  et  la  sphère  par  conséquent  vaut  les  §  du  cylindre 
circonscrit.  Les  solidités  du  cône,  de  la  sphère  et  du 
cylindre  sont  donc  entre  eux  comme  1:2:3. 

3°  Les  solidités  de  la  sphère  et  du  cylindre  circonscrit 

étant  entre  elles  comme  2 : 3  et  les  surfaces  de  ces  corps 
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aussi  comme  2:3;  il  suit  que  les  solidités  de  ces  corps  sont 
entre  elles  comme  leurs  surfkoes. 

(1087)  Soo.  4.  Concevez  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces 
soient  tangentes  à  la  sphère  ;  ce  polyèdre  peut  être  regardé 
comme  composé  de  pyramides  ayant  toutes  leur  sommet  au 
centre  de  la  sphère  et  pour  bases  les  faces  du  polyèdre  ;  or 
il  est  évident  que  toutes  ces  pyramides  ont  pour  hauteur 
commune  le  rayon  de  la  sphère  ;  do  là,  chaque  pyramide 
sera  égale  en  solidité  à  une  face  du  polyèdre  multipliée  par 
le  tiers  du  rayon,  et  le  polyèdre  entier  sera  égal  en  solidité 
au  produit  de  sa  surface  par  le  tiers  du  rayon  de  la  splièro 
inscrite.  Il  est  donc  évident  que  les  solidités  des  polyèdres 
oiroonsorits  à  la  sphère  sont  entre  elles  comme  les  sur- 
faces de  ces  polyèdres.  Ainsi,  la  propriété  dont  on  a 
démontré  la  vérité  dans  le  cas  du  cylindre  circonscrit  s'en- 
tent également  d'une  infinité  d'autres  corps. 

2°  On  aurait  pu  aussi  tirer  directement  du  par.  (663)  que 
les  surfaces  des  polygones  circonscrits  au  cercle  sont 
entre  eux  comme  les  périmètres  de  ces  polygones. 


PROP.  XV.  THÉOR. 


(1088)  Tout  segment  (975)  d'une  sphère  a  pour  mesure 
la  demi-somme  de  ses  bases  parallèles  multipliée  par 
sa  hauteur  EF,  plus  la  solidité  d'ime  sphère  ayant  pour 
diamètre  cette  hauteur. 

Il  est  clair  que  le  segment  sphérique 
est  composé  du  cône  tronqué  engendré 
par  la  révolution  du  trapèze  BEFD  et 
du  solide  engendré  par  la  révolution 
du  segment  de  cercle  BMD.  Menez 
au  centre  C  de  la  sphère  les  rayons 
BC,  DC  et  aux  lignes  DF,  BD,  les 
perpendiculaires  BO,  CI. 


SOLIDES.  — PBOPS.,  ETC. 


405 


ces  corps  sont 


En  premier  lieu,  la  solidité  du  cône  tronqué  décrit  par 
DE  08t  (1063)  égale  à  J  ;r.EF  (BE'-^+DF^+BE.DF). 

(1089)  En  second  lieu,  le  volume  du  solide  décrit  par  le 
segment  BMD  est  égal  A  la  ditt'érenco  entre  le  secteur 
sphériquG  décrit  par  le  secteur  BCD  et  le  solide  décrit  par  lo 
triangle  isocèle  BCD;  or  (1077)  lo  secteur  vaut  ^ttCB'^.EF 
et  le  sol.  décrit  par  le  triangle  a  pour  mesure  §7rCr"^.EF  ;  de 
là,  le  solide  décrit  par  le  9egment=§;rCB'.EF— gjrCI^.EF  ou 
§;r(CB*— CI^)EF.  Maintenant  lo  triangle  rectangle  CIB 
donne  CB2-Cl'^-Bl''^=fBD^  de  lA,  le  sol.  décrit  par  lo 
segment  BMD  a  pour  mesure  f^-.  |BD''*.EF  ou  ^;rBD'^EF, 
c.-ù-d.  le  produit  continu  de  ^;r  par  le  carré  de  la  corde  BD 
par  la  distance  EP  entre  les  perpendiculaires  BE,  DF  abais- 
sées des  extrémités  de  la  corde  sur  l'axe. 

(1090)  Soo.  Le  solide  décrit  par  le  segment  BMD  est  à  la 
sphère  qui  a  BD  pour  diamètre  comme  ^;r.BD^.EF  :  ^  ttBD** 
ou  comme  EF  à  BD  ;  car  BD^.EF  ;BD=^(ouBD''*.BD):: 
EF:BD. 

(1091)  En  troisième  lieu,  le  segment  dont  il  s'agit,  et 
qui,  comme  on  .vient  de  le  voir,  est  équivalent  à  la  somme 
du  cône  tronqué  et  du  sol.  décrit  par  le  segment  BMD,  a 
pour  mesure  i;r.BDlEF+j7r.EF(BEVDF2+BE.DF)  ou 
i  ff.EP.  (2BE2+2DF'^+2BE.DF+BD^)  car  il  est  clair  que 
l  (BE'^+DF'^-f  BE.DF)=i  (2BE2+2DF%2BE.DF).  Main- 
tenant, menant  BO  parallèle  h  EF,  on  aura  DO=DF— BE  ; 
d'où,  D0'^=DF''^-2DF.BE+BE2  (365)  ;  et  en  conséquence, 
BD''^=B02+D02=EF2+DF'^-2DF.BE+BE2.  Mettant  cette 
valeur  de  BD^  à  la  place  de  BD^  dans  l'expression  ^n.EF. 
(2BE*^+2DF''^+2BE.DF+BD2)  de  la  solidité  du  segment, 
supprimant  les  quantités  +2BE.DF,  — 2BE.DP  qui  se  détrui- 
sent, on  aura  pour  solidité  du  segment  i;r  EF.  (3BE^4-3DF^- 
+EF'^),  expression  que  l'on  peut  décomposer  en  deux  parties  ; 
l'une,  i;r.EF.  (3BE^+3DF^)  ou  EF.  (tt.BE^+tt.DF^),  c.-à-d. 
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lu  tloini-somino  dos  bases  multipliéo  par  la  hantoiir;  l'autre, 
j^rrKK.KF-iou  JrKK^  la  sphôro  Uoiit  lùF  CHt  (1086)  lo 
(liaiiiètro  ;  (loiu;,  etc.  (57). 

(1092)  Cor.  Si  l'unu  ou  l'autro  dos  doux  bases  est 
nulle,  lo  8o<^meut  dont  il  s'au^it  devient  uno  cîalotto  (975) 
Hphori'iue,  ou  un  soi^ineut  8pliéri(iue  n'ayant  (|U'uno  seule 
base  ;  de  là,  tout  sei^inent  s|)li^'ri(|uo  i\  une  seule  baao  est 
é(|uivaleut  .•\  la  moitié  (bi  oylindre  do  niônio  base  et  bauteur 
<|ue  lo  Hognient,  plus  la  spbiîi'o  ayant  pour  diamètre  ootto 
bauteur. 

PROP.  XVI.  THÉOR. 

(1093)  Le  volume  d'un  tronc  AIU'-DGF  ou  ABC-DGII 
de  prisme  triangulaire  AiU^-DKF,  c.-à-d.,  d'un  prisme 
triangulaire  dont  on  a  enlevé  uno  partie  DKFG  ou  DtîFUG, 
par  nu  phui  DCîF  ou  DlîH  non  parallèle  A  la  base  AlU'  du 
prisme,  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  le  tiers  de  la 
somme  des  hauteurs  de  ses  côtés  ou  arêtes,  ou  des  per- 
pemliculaircs  DP,  GP,  FP  ou  DP,  GP,  IIP  abaissées  des 
sommets  1),  G,  F,  ou  1),  G,  II,  du  troue  sur  lo  plan  de  la 
base. 

En  premier  lieu,  pour  ce 
qui  est  du  tronc  ABO-DGF 
qui  a  deux  AD,  CF,  de  ses 
côtés  égaux  et  le  troisième 
côté  liG  moindre  que 
chacun  des  deux  autres,  lu 
ditterenco  DEFG  entre  le 
tronc   et    le    prisme    entier,  B        ^-P 

n'est  autre  cbose  qu'une  pyramide  triangulaire  ayant  pour 
base  la  base  DEF  du  prisme  et  pour  sommet  le  point  G; 
or  le  volume  du  prisme  =  (1020)  surf.  ABC x  DP  (ou 
EP  ou  FP)=ABCxè(DP+EP-fFP)  et  le  volume  de  la 
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pyramide      (1049)    DKF   (ou  AIJC)X.J|  (KP  -  OP)   ou   K7; 
d'où   il  Huit  quo   lo  vol.  du  troue,     AlU  V.  ,il  (  I)l*-f  KP  |  Kl* 
Kff)  ou,  co  ([ui  oat  lu  niGnio  cIioho  :  vol.  AlU'-DGF—AIiC 
XJlinP+Ol'f  Kl»). 

(1094)  En  second  lieu,  lu  dilléronco  outro  lo  prismo 
entier  ot  le  tronc  AlK'-DdH  dont  deux  iWJ,  Cil,  dea 
côtés  sont  égaux  ou  inégaux  entre  eux,  mais  chacun 
d'eux  moindre  que  le  troisième  côté  A  D,  est  lu  nyrumido 
qundnuiiruluire  KFIKJ-I)  qu'i)!!  réduini  (1037)  en  une 
])yriiniide  triuni^uhiiro  ^'^juivuletito  KFK-]),  ou  renj[»hi(;init 
(292)  iiur  un  triani^lo  luiuivuleut  KFK,  lo  quadrilatère 
KFIICl  (jui  lui  8ort  «lo  Ijuro.  Mais  la  pyramide  FFK-J)  peut 
ôtro  couHidéréo  commo  uyunt  pour  buse  lu  buHO  DEF  du 
prisme  et  pour  Hoinmet  le  ])oiut  K. 

Soit  .<7  le  G  /.-,  FP-HP-F  /t--GK,  à  causo  do  QK=Fir  par 
construction  (292);  on  uuru  F  7+F /t=F//+///.  =  H/.=liau- 
tonr  do  lu  pyramide  DEF-K  ;  or  vol.  i)EF-K=DEF  (ou 
AHC)X.i^E''"  l)EFx.HE//-fF/0  ot  lo  volume' du  priamo 
entier  étunt  AlU^x  HI>l-*-|-i^l*+in*),  il  restera,  commo 
auparavant,  pour  vol.  du  tronc,  AliCxKl^^'+^^'+HP). 

(1095)  Soo.  1.  Il  est  clair,  d'après  co  qui  a  été  dit  au  par. 
(1025)  (|Uo  le  volume  du  tronc  de  prisme  est  encore  égal 
au  tiers  du  produit  de  la  somme  de  ses  trois  côtés  A  D, 
BG,  FC,  ou  AD,  BQ,  C\l  par  la  surfkce  d'une  section 
perpendiculaire  à  ces  côtés. 

2°  Il  est  do  même  évident  quo  l'on  prendrait  indiit'érem- 
mont  pour  base  du  tronc,  lo  plan  DGF  ou  DGH  ot  pour 
hauteurs,  les  perpendiciiluiros  abaissées  dos  sommets  A,  B,  C, 
sur  ce  plan. 

(1096)  Sco.  2.  Le  volume  d'un  parallépipède  tronqué 
AG  est  éçal  au  produit  de  sa  base  ABCD  par  la  demi- 
somme  de  hauteurs  EP,  GP  ou  FP,  HP  de  deux  de  ses 
côtés  non  ad.iacents  AE,  CG  ou  HF,  DU.  (*) 

(•)  Dana  la  pratique,  les  aurfaces  EFGII  étant  rarement  des  plans  parfaits, 
il  vaut  mieux  prendre  la  moyenne  des  quatre  hauteurs  que  la  denii-suuiiue 
de  deux  eeulemeni  de  ces  hauteurs. 
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En  cflbt,  la  section,  pnr  lo 
plan  EFGir,  du  parnlKpipèdo 
dont  le  tronc  fuit  partie,  est 
(912)  un  parallélograninie  dont 
les  diagonales  EG,  IIF  so  bissec- 
tont  mntuelleniont  (283)  en  O  ; 
et  parce  que  les  droites  EP,  GP 
et  FP,  IIP  sontperpcndicnlaires 
(945)  à  un  mônio  plan  AliCD, 
et  par  conséquent  (910)  parallèles  entre  elles,  les  figures 
EPPG,  FPPII  sont  (894)  dos  figures  planes,  et  ces  figures 
soiit  (172)  dos  trapèzes. 

Menant  OP  perpendiculaire  au  plan  do  la  base  et  par 
conséquent  parallèle  à  EP,  FP,  etc.,  OP  sera  (326)  lu 
moyenne  ou  domi-soninio  dos  hauteurs  EP,  GP,  ainsi  que  do 
celles  FP,  IIP,  des  côtés  correspondants  du  tronc  ;  or,  lo 
vol.  du  prisme  tronqué  ABD-EFn=(par  la  prop.)  AlîDxf 
(EP+FP+HP),  lo  vol.  du  tronc  H01)-FQlI=BCDxH^'I* 
+GPH-IIP)  et  parce  que  (FP+HP)=(EP+GP)  n  cause  do 
OP  commune  aux  doux  trapèzes  FPPll,  EPPG,  il  est  clan- 
que  la  somme  des  volumes  des  doux  troncs  composants 
=(AHI)+BCD) X  è(EPH  GP)=ABC1)X|(EP+GP)=ABC1) 

Il  est  a  peine  nécessaire  do  remarquer  que  toute  autre 
position  du  plan  do  section  EFGK  autour  du  point  0  (OP 
demeurant  constant)  donnerait  le  même  volume. 

(1097)  Seo.  3.  Il  suit  assez  directement  du  dernier  par. 
que  le  volume  d'un  trono  de  prisme  ayant  pour  base  un 
polygone  régulier  quelconque  ou  toute  autre  figure  ACE 
capable  d'être  divisée  par  une  dia- 
gonale ou  un  diamètre  AD,  BE,  etc. 
en  deux  figures  égales  (203  DÉF.) 
ABCF,  DEFC  est  égal  à  sa  base  mul- 
tipliée par  la  demi-somme  des  hau- 
teurs  de  Aaux  quelconques  F,  C    ou 
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A,  D,  etc.  de  ses  côtés  opposés,  ou  do  doux  antres  points 
opposés  quelcouquos  G,  II,  à  cause  de  J  (A-f-  I))a»0==J  (B+E) 
==.^(0+11)=!  etc. 

On  peut  aussi  dire  do  tout  tronc  do  prisme  do  cette 
espèce,  que  son  volumo  est  égal  A  la  surface  de  sa  base 
(supérieure  ou  inférieure)  par  la  perpendiculaire  abaissée  du 
jioint  milieu  O  do  sa  base  opposée  sur  le  plan  de  la  première  ; 
énoncé,  qui  s'appruiue  également  à  tout  tronc  do  parallépi- 
pède. 

(1098)  Soo.  4.  Km  général,  on  fera  le  volume  d'un  trono 
do  prisme  quelconque,  en  calculant  séparément  (1093) 
celui  de  tous  les  troncs  de  prismes  triangulaires 
composants,  pour  prendre  ensuite  la  sommie  de  ces 
volumes.  (*) 

(1099)  Soo.  6.  Lo  cylii\dro  droit 
ou  oblique  n'étant  autre  ciïoso 
qu'un  prisme  ayant  pour  s(>c;ti()n 
AB  un  cercle  ou  polygone  infini- 
tairo,  et  pouvant  se  diviser  par  un 
plan  ODNR,  GHKL,  etc.,  en  doux 
(U'uii-cylindres  ou  domi-prismos 
égaux,    ot  ses    bases,    en    ligures 

(•)  Rem  Si  l'étiKliant  étaii  d'iibord  tenté  do  croire  que  l'on  tlût  arriver 
ftii  voluiue  d'un  priHUie  quelconque,  eonnneon  le  fuit  jM.ur  un  tronc  de  paral- 
lépipède  ou  de  tout  autre  prisme  ayant,  jwur  liases  des  tlj];urea  diviNibles  par 
un  (liumùtre  en  })artieH  é-^ales,  c.-Aii.,  en  prenant  jxuir  !\auteur  uioyeiuie  la 
ilonii-Hoinme  dea  hauteurs  de  deux  di  ses  crttés  opposés  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  le  quotient  de  la  somme  des  hauteurs  de  tous  ses  côtés  par  le 
nombre  de  ces  côtés  ;  il  lui  sullira  de  consi.l^irer  le  cas  d'un  trono  de  prisme 
iiyiuit  pour  liivse  un  quadrilatère  irré^idier  AHCD, 
IKMir  s'apercevoir  que  la  rèiile  applicable  au 
troue  de  pariillcpipcde  ne  peut  donner  (lu'iin 
résultat  pins  on  moins  appro.vimatil". 

Kn  effet,  il  est  clair  que  si,  pendant  que  la  sur- 
lUce  Al)(\   par  exemple,   excède   AMC,   ,in  a  ei 
même  lempy  la  hauteur  DxH,  cette  plus  K'mnde 
Rurtace  atlectée  de  la  plus  grande  hauteur,  donnera 
ttu  tronc  composant  ADC  un  voluni»  plus  grand 
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égales  RKN,  RLN  ou  LKN,  LKR,  etc.;  il  suit  que  l'on 
obtiendra  le  volume  d'un  tronc  CE  de  cylindre  droit  ou 
oblique,  en  multipliant  la  surfkce  de  sa  base  par  la  demi- 
sonune  OP  de  sa  moindre  et  de  sa  plus  grand  hauteur 
FF,  EP  ou  des  hauteurs  de  deux  points  L,  K  situés  aux 
extrémités  d'im  même  diamètre  quelconque  LK  ;  ou  oo 
qui  eut  (1026)  la  même  chose,  en  fuisuiit  le  produit  ù'utio 
section  AB  perpendiculaire  à  son  axe  par  la  denii-soninio 
00  de  ses  côtés  CF,  DE  ou  HK,  GL,  etc.,  l'onglet  LKNK 
qu'on  enlève  du  tronc,  d'une  part,  étant  évidemment  égal 
on  tout  à  celui  LKRF  qu'on  lui  ajoute  d'autre  part. 

(1100)  Soo.  6. 
Le  coin  A,  B, 
C,  est  un  soli- 
de ayant  pour 
base  ab  cd  un 
rectangle  et  dont 
l'arête  ef  (parallèle  à  a  c?  et  à  6  c)  est  phis  grande  que  ad 
(fig.  A),  plus  petite  que  ad  (fig.  B),  ou  égale  à  arf  (fig.  C). 
Les  solides  A,  B  ne  sont  donc  autre  chose  que  des  prismes 
triangulaires  tronquée,  et  le  sol.  C,  un  prisme  triangulaire 
entier  (ou  un  demi-parallépipède)  dont  les  volumes  sont 
respectivement  égaux  (1095)  à  la  surf,  d'une  section  o  m  n,  per- 
pendiculaire aux  côtés  parallèles  du  solide,  X  J  («  ^4-6  c-\-ef). 

que  celui  qu'on  obtiendrait  en  faisant  entrer  en  compte  la  moindre  liauteur 
B,  c.-à-d.  en  nmltipliant  la  base  ADC  par  le  quart  de  la  somme  des  quatre 
liauteurs  A,  H,  C,  D  ;  et  de  inême,  si  pendant  que  la  ba.-*e  ADC  excède  ABC, 
on  a  D<B,  il  est  non  moine  évident  que  le  vol.  du  tronc  composant  ADC 
aft'ecté  de  la  mointlre  hauteur  du  point  i),  sera  plus  pi-tit  que  cehii  que 
donnerait  le  produit  de  la  base  ADC  par  une  moyenne  à  la  quelle  lapins 
grande  hauteur  B  aurait  servi  d'éléincu. 

De  plus,  la  somme  des  volumes  des  troncs  composants  ADC,  ABC  ou 
DCB,  DAB,  étant  tantôt  plus  grande  et  tantôt  moindre  que  le  volume  que 
l'on  obtiendrait  en  faisant  le  produit  de  la  base  ABCD  par  le  quart  de  la 
somme  des  hauteurs  des  quatre  côtés  A,  B,  C,  Dj  il  arrivera  quelquefois  que 
la  plus  grande  base  affectée  d'une  moindre  hauteur  donnera  uu  résultat 
exact. 
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Or,  surf.  0  mn=m  n  ow  a'b,  largeur  de  la  base,  par  |o  p, 
perpendiculaire  menée  d'un  point  quelcon<]ue  o  de  l'arête  ef 
au  plan  a  c  do  la  base.  L'expression,  surf,  omnx  J  {ad-\-éc-\- 
«/)  peut  donc  se  traduire  :  ^  (arf+6c  +  c/)xa6xo/),  ou  fi 
cause  de  a  d=b  c)  J  (2  a  d-^efXo  6  x  o  p). 

(1101)  Soo    1.  Le  prlsmoïde  rec- 
tangulaire B  d  est  un  solide  dont  les 
bases  opposées  AC,  a  c  sont  des  plans 
parallèles   et   des   rectangles  à  côtés 
parallèles.  Le  prismoïde  se  décompose 
en  deux  coins  ou   troncs  de   prisme 
triangulaire  ABOD-6  c  et  abcd-AD. 
Soient  M  et  N,  m  et  w,  S  et  5  les  lon- 
gueurs et  largeurs  respectives  de  la  base 
intérieure  AC,  de  la  base  sup.  a  c  et 
d'une   section  EG  à  distances  égales  des  bases    parallèles 
et  elle  même  parallèle  à  ces  bases  et  soit  h  la  hauteur  du 
solide  ;  on  aura   par  le  dernier  par.  :  vol.  B  </=  J  (2M-|-mX 
NX/il  +  H^  w?.+MxnXA)   ou,  ce  qui   est  la  même  chose, 
\ h  (2M><T^+mxN+2  mXw+Mxn)  ;  mais  (325)  S= J  M+m 
et  s=|N+n,  ce  qui  réduit  l'expression  pour  le  volume  du 
prismoïde  à  (MxN+mXw  +  4  8xs)X  J  A  ;  car,  apr^s   avoir 
retranché  M xK-j-TJïXw,  il  reste  MxN+mXl^+mxw+Mxn, 
ou  M-l-mXN  et  MTwx«,  ou'M+mxF+w,  c.-à-d.  2Sx2  5 
ou  4SX5.     F» or  obtenir  le  volume  du  prismoïde  rec- 
tangulaire, il  fkut  donc  à  la  somme  des  surfkoes  de  ses 
bases  parallèles,  ajouter  4  fois  la  surfkoe  d'une  section 
parallèle  à  demi-distances  entre  ces  bases,  multiplier  le 
tout  par  la  hauteur  du  solide  et  prendre  la  Gième  partie 
du  résultat. 
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(LTOai  Sco.  8.  Le 
volume  d'iin  prismoide 
quelconque  (*)  ABCDE 
-a  b  c d e,  c.-à-d.  d' un  soli- 
de ayant  pour  bases 
parallèles,  des  figures 
planes  quelconques  AD, 
a  c?,  à  côtés  parallèles 
AE,  ae  DE,  de  AB,ab  etc.,  est  égal  au  Gième  du 
produit  de  sa  hauteur  ou  de  la  distance  perpendiculaire 
qui  sépare  ses  bases  parallèles  par  la  somme  des  surfkoes 
de  ses  bases  plus  quatre  fois  la  surfkce  d'une  section 
parallèle  à  demi-dist  uice  entre  elles. 

Car  les  deux  bases  peuvent  se  réduire  on  triangles  corres- 
pondants BCD,  ôcrf  BDEfbde  ABE, aie  et  chacun 
de  ces  triangles  en  deux  ou  plusieurs  triangles  rcctungles 
ABH,  abh  EBH,  e  h  h  GDE,  g  d  i  etc.  Mainfr^uant,  il 
est  clair  que  chacun  des  solides  con  posants  ABH-rt />  A, 
EBH-6  b  n,  etc.  peut  être  regardé  coaiinc  un  dorui-prisuioïde 
rectangulaire,  et  puisque  (73.  Ax.)  les  moitiés  sont  comme 
les  t  uts  et  que  ce  qui  est  vrai  de  chaque  prisiaoïde  tri- 
angulaire composant,  l'est  également  de  la  somme  de  ces 
solides,  il  suit  que  la  règle  p'^ur  obtenir  le  vol.  du  prismoïde 
rectangulaire  s'applique  ;  uCÎISeremment  à  tout  autre 
prismoïde  quelconque. 

SCOLIE  GÉNÉRAL. 

(1103)  Les  principales  propositions  de  ce  l'vre  se  rappor- 
tant à  la  solidité  des  polyèdres  et  des  trois  corps  ronds  (991) 
peuvent  se  résumer  comme  suit. 

(•)  Les  déblais  et  remblais  pour  canaux  et  voies-fcrréct',  etc.  offrent  le 
plus  souvent  au  calcul  des  solides  de  cette  espèce.  Remarquons  aussi  qu'il 
l'aut  se  garder  de  confondre  le  prismoïde,  dont  les  côtés  opposés  ne  sont  que 
p,',ri'.lléles  entre  eux,  avec  le  tronc  de  pyramide  dont  les  bases  opposées  sont 
des  figures  semblables  (525,  526),  c.-à-d.  dont  les  côtés  sont  proportionnels 
on  n<;m'^  f^mp"  qn    ririUlèl'^s. 
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i'  Soit  B  la  base  OJun  prisme,  H  sa  liantcur  ;  hi  solulité 
du  prisme  sera  (1020;  BxH,  ou  BlI. 

Soit  encore  S  la  section  d'un  prisme  perpendiculaire  à 
son  côté,  C  le  côté  ou  la  hauteur  inclinée  du  prisme;  la 
solidité  sera  (1025)  SxC,  ou  SC. 

2°  Soit  B  la  base  d'une  pyramide,  H  sa  hauteur;  la 
solidité  de  la  pyramide  sera  (1049)  Bx^H,  ou  HXJB,  ou 
JBH. 

3°  Soit  II  la  hauteur  d'un  trono  de  pyramide  à  bases 
parallèles  A  et  B  ;  l/AB  sera  la  moyenne  proportionnelle 
entre  ces  buses,  et  la  solidité  du  tronc  sera  (1061)  ^HX 
(A+B+i/AB). 

4°  Soient  B  et  6  les  bases  d'un  trono  quelconque  de 
pyramide,  H  et  h  les  hauteurs  respectives  des  })yramide8 
entière  et  partielle  ;  la  solidité  du  tronc  sera  (1062,  1067) 
Bx^H-ôxè/i. 

5°  Soient  P  et  ])  les  solidités  de  deux  prismes  ou 
pyramides  semblables,  A  et  a  deux  côtés  ou  arêtes  homo- 
logues ;  on  aura  (1032, 1070)  P  :  p  ::  A^  :  d'\ 

6°  Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cylindre  droit,  H  sa 
hauteur;  la  solidité  du  cylindre  sera  (1023)  ;:R"^xH,  ou 
ttR'^H. 

Soit  B  la  bas'î  d'un  cylindre  oblique,  H  sa  hauteur  ;  sa 
solidité  sera  (1026)  BxII  ou  BII. 

Soit  encore  S  la  section  d'un  cylindre  oblique  perpendi- 
culaire à  son  côté,  C  le  côté  ou  la  hauteur  inclinée  du 
cylindre;  sa  solidité  sera  (1026)  SxC  ou  SC. 

7°  Soit  R  le  rayon  de  la  base  d'un  cône  droit,  H  sa 
hauteur;  1«  solidité  du  cône  sera  (1050)  ;rR^x^K,  ou 
JrrR^H,  (1060). 

Soit  B  la  base  d'un  cône  oblique,  H  sa  hauteur;  sa 
solidité  sera  (1055)  BxH  ou  BH. 
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8°  Soient  A  et  B  les  rayons  des  bases  parallèles  d'un 
cône  tronqué,   H   sa  hauteur;  la   solidité   du  tronc  sera 

9°  Soient  B  et  6  les  bases  d'un  trono  de  cône  queloon- 
que,  Il  et  A  les  hauteurs  des  cônes  entier  et  partiel;  la 
solidité  du  tronc  sera  (1068)  Bx  J  K—bx^h. 

10°  Soit  R  le  rayon  d'une  sphère  ;  sa  solidité  sera  (1075, 
1085)  i,7:K\  ou  i  ;r  (2R)l 

11°  soit  R  le  rayon  d'un  secteur  sphérique,  H  la  hauteur 
de  la  zone  qui  en  constitue  la  base  ;  la  solidité  du  secteur  sera 
(10T7)  fTrR^H. 

12°  Soient  P  et  Q  les  deux  bases  d'un  segment  sphéri- 
que,  II  sa  hauteur;  lu  solidité  du  segment  sera  (1088) 
P+QxH+è^H'^. 

2 

Si  le  segment  sphérique  n'a  qu'une  base  P,  l'autre  étant 
nulle  ;  la  solidité  sera  (1092)  ^  PH+i  n  H'\ 

13°  cSoient  S  et  s  les  surfaces  extérieure  et  intérieure  d'une 
spliere  creuse  ou  ov'idée,  ou  d  une  partie  de  sphère  creuse 
comprise  par  des  plans  passant  par  le  centre,  R  et  r  les 
rayons  extérieur  et  intérieur  de  cette  sphère  ou  partie  de 
sphère;  les  solidités  respectives  seront  (1083)  SXJR— 
sx^r. 

14°  Soient  P  et  p  les  solidités  de  deux  cylindres  ou  cônes 
semblables,  ou  celles  de  deux  sphères,  A  et  a  deux  lignes 
homolOj^ues  quelconques  de  ces  corps  ;  on  aura  (1032, 1070, 
1084)  P:p:-A^:d^. 

15°  Boioiit  P  et  »  les  solidités  de  deux  polyèdres  sem- 
blables qtiï  Iccnques  ou  de  deux  troncs  ou  parties  homolo- 
gues qiuîcoiiques  de  polyèdres  semblables,  ou  de  cylindres 
et  côiies  semblables  ou  de  sphères,  ou  démontre  facilement 
que  P:p::A  . a*,  A  et  a  étant  deux  lignes  homologues 
quelconques  de  ces  corps. 
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iitè  sera  (1075, 


î  P,  l'autre  étant 


16°  Soit  S  la  surface  do  la  base  d'un  trono  de  prisme 
triang^aire  et  A,  B.  C    los  hauteurs  do  ses  côtrs;  le  voi. 

(1093)-=Sxè(A+B4-C). 

Soit  encore  S  la  surface  d'une  section  d'un  trono  de 
prisme  triangulaire  perpendiculaire  à  hgs  côtés  et  A,B,  C 
ces  côtés;  le  vol.  du  tronc=(1095)  Sx  J  (A+B+C). 

17°  Soient  A,  B,  C,  les  côtéc  parallèles  d'un  ooin,  Lia 
largeur  de  sa  base  et  H  sa  hauteur;  on  aura  (1100)  pour 
vol.  du  coin  KÂ+^+CxLxH). 

18°  Soient  B  et  6  les  bases  opposées  d'un  prismoïde,  S 
la  surface  d'une  section  parallèle  à  demi-distance  entre  ces 
bases  ;  le  vol.  du  prismoïde  sera  (1102)  ^  (B-f  6+4SxH). 

19°  Soit  S  la  suface  de  la  base  d'un  trono  de  parallé- 
pipède,  de  oylindre,  ou  de  prisme  ayant  pour  base  une 
figure  divisible  par  une  diagonale  en  deux  parties  égales 

et  soient  A  et  C  les  hauteurs  de  deux  côtés  ou  points  situés 
aux  extrémités  opposées  d'un  diamètre  de  la  base  (1095,  2°)  ; 
le  vol.  du  tronc  sera  (1096,  1099,  1097)  SxH^+C). 

20°  Soient  ABC,  ACD,  ADE,  etc.  les  bases  des  troncs 
triangulaires  composants  d'un  tronc  de  prisme  quelconque 
et  A,  B,  C,  D,  etc.  les  hauteurs  de  ses  côtés  ;  le  vol.  sera 
(16°)  et  (1098)  ÂBCxKA+B+C)+ACDXi(A-l-C+D)+ 
ADEXi  (A+I)4-E)+etc. 


PROBLÈMES. 


(1104)  Il  suffit  de  ce  qui  à  déjà  été  dit  (pars.  42,  349, 
571 LEM.,  674  à  681,  684  à  689,  etc.)  pour  indiquer  de 
suite  la  manière  de  revenir  du  volume  d'un  solide  quel- 
oonque  à  ses  éléments,  ou  pour  obtenir  et  comparer  entre 
eux  les  vol\imes  absoltis  ou  relatifs  des  divers  solides,  au 
moyen  de  données  autres  que  celles  dont  on  a  jusqulci 
traité.    Soit,  par  exemple  à  : 
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(1105)  PROB.  Déterminer  le  diamètre  d'une  sphère 
dont  on  a  le  volume.  A  cet  eft'et,  il  suffit  de  supposer 
(prob.  analoprue  à  684)  à  la  sphère  donnée,  un  diamètre 
quelconque,  faire  le  volume  de  la  sphère  supposée  et  poser 
ensuite  (1084)  :  le  volume  de  le  sphère  supposée  (:)  est  au 
cube  (Je  son  diamètre  comme  (::)  le  volume  de  la  sphère 
donnée  (:)  est  au  cube  de  son  diamètre  ;  extrayant  la  racine 
cubique  du  quotient,  on  obtient  le  diamètre  voulu. 

(1106)  On  aura  la  hauteur  d'un  prisme  en  divisant 
son  volume  par  la  surface  de  sa  base,  et  celle  d'ime 
pyramide  ou  d'un  cône  en  divisant  son  volume  par  le 
tiers  de  sa  base  ;  de  même,  le  quotient  du  volume  du 
prisme  par  sa  hauteur  donnera  sa  base,  et  celui  du 
volume  d'une  pyramide  ou  d'im  cône  par  sa  hauteur,  le 
tiers  de  sa  base. 

(1107)  PROB.  Connaissant  le  nombre  d'unités  de  volu- 
me dans  un  prisme  donné  ;  déterminer  les  dimensions 
linéaires  du  solide,  en  termes  de  ce  volume,  (prob. 
analogue  à  676).  A  cette  fin,  on  établira  d'abord  (page  180) 
la  surface  de  sa  base,  en  mesurant,  au  moyen  d'une  même 
unité  linéaire  quelconque,  les  éléments  de  ses  surfaces 
composantes  (352)  ;  on  fera  ensuite  le  produit  de  cette  base 
par  la  hauteur  du  solide  exprimée  en  unités  égales  à  celles 
088  côtés  de  la  base  ;  puis  on  établira  la  proportion  :  le  volume 
supposé  (ou  calculé)  du  prisme  (:)  est  au  volume  donné 
(:)  comme  le  cube  d'un  de  ses  côtés  en  unités  de  l'échelle 
qui  a  servi  à  le  mesurer  (:)  est  au  cube  du  nombre  d'unités 
linéaires  de  l'espèce  de  celles  du  volume  donné.  La  racine 
cubique  du  résultat  sera  le  nombre  d'unités  linéaires  dans 
le  côté  choisi,  et  le  nombre  de  mètres,  pieds,  pouces,  lignes 
etc.,  dans  ce  même  côté,  divisé  par  celui  de  ces  unités, 
établira  l'espèce  c.-à-d.  la  grandeur  d'une  de  ces  unités,  et 
au  moyeu  d'une  échelle  de  ces  unités  ou  déterminera  enfin 
les  dimensions  des  autres  côtés  du  solide  donné  eu  termes 
du  volume. 
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1108)  Soo.  Inutile  d'observer  que  cette  règle  est  appli- 
cable à  tout  autre  polyèdre  ou  corps  quelconque  dont 
on  aurait  la  solidité,  faisant  attention  seulement  à  la  manière 
d'établir  son  volame  auxiliaire,  suivant  que  le  solide  serait 
une  pyramide  ou  un  cOne,  une  sphère,  un  prismoïde,  un 
tronc  de  prisme,  de  pyramide  ou  de  cône,  etc.,  etc. 

(1109)  PROB.  Etant  donnés  le  volume  V  d'un  parallé- 
pipède  et  le  rapport  m  an  à  h  entre  ses  longueur,  largeur 
et  hauteur  ;  trouver  ces  trou  dimensions,  (prob.  analogue 
à  694). 

On  fera  le  produit  continu  des  termes  m,  n,  h  du  rapport, 
pour  obtenir  (1030, 1032)  un  volume  auxiliaire  v,  et  dési- 
gnant par  M,  N,  H  les  côtés  ou  dimensions  cherchés,  on 
fera  v  :  V  ::  m^  :  M^ ::  n'*  :  N^  ::  ^^  :  H^,  ou  après  avoir  trouvé 
M=^M3  on  fera  m  :  M  ::  n  :  N  ::  A  :  H. 

(1110)  PROB.  Diviser  un  cône  ou  une  pyramide  en 
deux  parties  de  même  volume  par  un  plan  parallèle  à 
celui  d«.  la  base  (prob.  analogue  à  569).  Soit  Y  le  volume 
du  solide  donné,  S  son  sommet,  SA  son  côté  ;  soit  aussi  v  la 
vol.  du  solide  par'del— J  V,  S  a  son  côté  ;  on  fera  (1070) 

V  :  u  ::  SA  :  S  a   et  on  aura  Sa=^Sa^  ;  menant  alors  par  le 
point  a,  un  plan  parallèle  à  la  base,  lo  problème  sera  résolu. 

(1111)  PROB.  Si  l'on  avait  à  diviser  le  cône  ou  la  pyra- 
mide en  plusieurs  parties  ayant  entre  elles  des  rapports 
donnés,  par  des  plans  parallèles  à  la  base  ;  (prob.  analogue 
à  569,  2°).  Appelant  encore  SA  le  côté  du  solide  donné  ;  a,  6, 
t',  d,  etc.  les  points  de  trajet  des  plans  parallèles,  et  m,  n,  r, 
etc.  les  termes  du  rapport;  on  diviserait  d'abord  le  nombre 
d'unités  de  volume  V  en  parties  M,  N,  R,  etc.  ayant  entre 
elles  le  rapport  voulu  et  on  ferait  Y  :  SA  ::  M  :  S  a  ::  M+N  : 
S  b^  ::  M+>T+î;  :  S  /  ::  M+N+K-f-etc.  :  S  /  et  ainsi  de  suite, 
ou     encore     Y  :  S  A'^;  Y  -M  :  S  a^i:  Y— M+N  :  S  63:: 

3 

Y— M+N-fR:  Se  ::etc.   suivant  la  disposition  à  observer 
dans  l'ordre   relatif  des  j)artie8,  et  aussi  suivant  que  l'on 
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poursuivrait  l'opération  de  la  base  au  sommet  ou  du  sommet 
à  la  base. 

(1112)  PROB.  Eût  on  un  tronc  de  ^ ^ne  ou  de  pyramide 
à  bases  parallèles,  à  diviser  en  parties  proportionnelles, 
par  des  plans  parallèles  aux  bases  ;  (prob.  analogue  à  754) 
on  compléterait  le  solide  pour  faire  entu  r  en  compte  son 
volume  additionnel  ou  auxiliaire,  et  on  procéderait  ensuite 
comme  au  dernier  par. 

(1113)  Rem.  On  ne  peut  (1019)  trouver,  par  constructiori 
géométrique,  la  racine  cubique  (40)  d'un  volume  ou  le  c»jré 
d'un  cube  équivalent  en  volume  à  un  corps  donné,  tout  aisé 
quMl  soit  (Prop.  XI,  LIV.  1  et  par.  376)  d'arriver  à  lu  racine 
carrée  (40)  d'une  surface,  et  on  ne  peut  en  conséquence 
résoudre  d'une  manière  purement  géométrique  les  problèmes 
à  la  solution  desquels  la  racine  cubique  est  un  élément 
essentiel,  Néanmoins  quand  il  s'agit  de  prismes,  de 
cylindres,  de  pyramides  ou  de  cônes  à  bauteurs  égales  ou  à 
bases  égales,  ou  ayant  entre  elles  des  rapports  donnés  ;  tous 
ces  corps  étant  entre  eux  comme  leurs  bases  quand  leurs 
hauteurs  restent  constantes,  ou  comme  leurs  hauteurs  quand 
leurs  bases  ne  varient  point  ;  on  pourra  résoudre  par 
construction  géométrique  les  problèmes  ayant  trait  à  ces 
solides  ;  en  effet. 

(1114)  PROB.  Soit  à  construire  un  prisme  ayant  pour 
base  un  octogone  régulier  et  équivalent  en  volume  à  la 
somme  de  deusr  ou  plusieurs  prismes  donuét  quelconques 
de  même  hauteur  que  le  prisme  voulu. 

Le  polygone  régulier  qui  doit  servir  de  base  au  prisme 
demandé  est  composé  (622)  de  8  triangles  isocèles  c  ijjaux, 
ayant  pour  bases  les  côtés,  et  pour  côtés,  les  rayons  obliques 
du  polygone.  Un  de  ces  triangles  composants  aura  pour 
surface  la  huitième  partie  de  la  surface  combinée  des  bases 
de  tous  les  prismes  donnés,  et  (620)  pour  angle  vertical,  un 
huitième  de  quatre  angles  droits.  Le  problème  se  réduit  doncà 
décrire  un  triangle  qui  remplira  ces  conditions,  ou  à  trouver 
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t  ou  du  sommet 


do  prismes,    de 


le  côté  du  tiiaufijle,  avec  ce  côté  décrire  un  cercle  dont  oti 
divisera  (633  et  651)  la  circonférence  en  8  parties  égales, 
pour  relier  ensuite  par  des  droites  les  points  de  division  tt 
compléter  ainsi  lu  buse  voulue  du  prisme  requis.  Pour  cela, 
on  réduira  (302)  en  un  rectangle  équivalent  l'ensemble  des 
buées  des  prismes  donnés,  on  divisera  ensuite  (330)  ce 
lectanglo  en  huit  parties  égales  et  on  fera  (674)  un  triangle 
isocèle  équivalent  en  surface  à  l'une  de  ces  parties  et  dont 
l'angle  au  sommet  8oit=(4  angles  droits).     Ayant  ensuite 

mené,  à  une  distance  de  la  base  égale  à  la  hauteur  des 
prismes  donnés,  un  plan  parallèle  à  cette  base,  et  relié  les 
I)lans  opposés  par  des  droites  parallèles  partant  de  chacun 
(les  points  angulaires  de  l'octogone  et  faisant  avec  la  base 
un  angle  quelconque,  le  problème  sera  résolu. 

(1115)  PROB.  Etant  donnés  un  prisme  et  une  pyrami- 
de de  m,ême  hauteur  ;  construire  un  cylindre  qui  soit 
équivalent  en  volume  à  la  somme  de  ces  solides  et  dont 
la  hauteur  soit  moitié  de  celle  du  prisme. 

On  fera  à  cet  effet  un  cercle  dont  la  surface  soit  double  do 
la  somme  des  surfaces  de  la  base  du  prisme  et  du  tiers  de  la 
base  de  la  pyramide.  On  a  vu  (431)  que  le  cercle  est 
équivalent  à  un  rectangle  ayant  pour  hauteur  le  rayon  et  pour 
base  une  ligne  égale  en  longueur  à  la  derai-circonférence, 
et  on  sait  que  le  rapport  entre  le  rayon  et  la  demi-circonfé- 
rence est  (686)  de  7 :  22  ou  113  :  355  ou  1 :  3. 14159  etc.  On 
a  donc  à  faire  (302)  un  rectangle  quelconque  de  surface 
égale  à  celle  de  la  base  du  cylindre  voulu,  diviser  (694,  330) 
cette  surface  en  7x22  parties,  réduire  (376)  une  de  ces 
parties  en  un  quarré  équivalent  et  prendre  le  rayon  égal  à 
7  fois  le  côté  de  ce  carré. 

On  obtiendrait  arithmétiquement  (684)  le  rayon  voulu, 
en  divisant  le  nombre  d'unités  dans  la  surface  par  .7854, 
extrayant  la  racine  carrée  du  quotient  et  prenant  la  moitié 
de  la  racine. 
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(1116)  PROB.  Etant  donnés  un  prisme,  une  pyramide 
de  hauteur  double  et  de  base  égale  et  un.  cylindre  de 
hauteur  moitié  et  de  base  triple  de  celle  du  prisme  ; 
réduire  le  tout  à  un  cône  évidé  dont  la  hauteur  soit  à 
celle  du  prisme  comme  5  est  à  3  et  dont  le  diamètre 
égale  la  hauteur. 

On  aura  d'abord  pour  base  d'un  cylindre 
équivalent  à  la  somme  des  solides  donnés 
et  de  hauteur  égale  à  celle  du  prisme, 
un  cercle  de  surface  égale  à  la  somme  de 
la  base  du  prisme,  les  |  de  la  base  de  la 
pyramide  et  les  f  de  la  base  du  cylindre. 
Maintenant,  si  la  hauteur  du  cône  devait 
être  égale  à  celle  du  cylindre,  sa  base  serait  nécessairement 
triple  de  celle  du  cylindre  pour  donner  même  volume,  mais 
comme  la  hauteur  du  cône  doit  être  f  de  celle  du  cylindre, 
il  est  clair  que  la  base  du  cône  voulu  devra  être  les  f  de 
celle  du  cylindre,  puisque  âxl=3.  Il  reste  à  faire  la  surface 
d'un  cercle  du  diamètre  donné,  de  laquelle  on  déduira  celle 
de  la  base  annulaire  du  cône  voulu  pour  avoir  celle  du 
cercle  a  h  dont  on  aura  le  rayon  par  la  méthode  du  par. 
(684)  ou  par  constr.  comme  au  par.  (1115). 

(1117)  Rem.  Ces  quelques  problèmes  sur  les  solides  suffi- 
ront pour  donner  une  idée  de  la  manière  de  résoudre 
presque  tous  ceux  qui  pourraient  se  présenter,  soit  en 
mettante  profit  les  connaissances  déjà  acquises,  ou  en  faisant 
une  combinaison  ou  modification  convenable  des  méthodes 
enseignées. 

Observons  aussi  comme  on  l'a  fait  (page  180)  au  sujet  des 
lignes  et  surfaces,  que  la  solution  numérique  de  tout 
problème  ayant  trait  aux  solides,  offrira  toujours  l'avantage 
d'être  de  beaucoup  plus  concise  et  facile  que  la  solution 
obtenue  par  construction  géométrique,  et  les  éléments 
numériques  nécessaires  pourront  toujours  s'obtenir  à  te? 


mi 
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degré  d'exactitude  que  l'on  voudra,  au  moyen  d'une  échelle 
divisée  et  subdivisée  en  parties  égales  assez  petites  pour 
éviter  toute  erreur  sensible  dans  la  comparaison  des  volumes 
de  solides  dont  les  côtés  ou  autres  lignes  homoloçrues  seraient 
plus  ou  moins  incommensurables. 


DES  POLYEDRES  REGULIERS. 


(1118)  Un  polyèdre  régulier  est  un  solide  dont  toutes  les 
faces  sont  des  polygones  réguliers  et  égaux,  et  dont  les 
angles  solides  sont  en  conséquence  (935,  938  Cor.)  tous 
égaux  entre  eux.    Il  y  a  cinq  polyèdres  de  cette  espèce. 

(1119)  En  premier  lieu.  Si  les  faces  composantes  du 
solide  sont  des  triangles  équilatéraux,  on  pourra  en  former  des 
polyèdres  dont  les  angles  solides  seront  contenus  par  trois  de 
ces  triangles,  par  quatre,  ou  par  cinq  :  de  là,  il  résulte  trois 
corps  réguliers,  le  trièdre,  l'octaèdre  et  l'icosaèdre.  L'on 
ne  peut  en  former  aucun  autre  avec  des  triangles  équilaté- 
raux ;  car  six  angles  d'un  triangle  équilatéral  valent  quatre 
angles  droits  et  ne  peuvent  (931)  former  un  angle  solide. 

(1120)  En  second  lieu.  Si  les  faces  sont  des  carrés,  leurs 
angles  pourront  se  disposer  trois  à  trois;  d'où  il  résulte 
l'hexaèdre  ou  cube  (949).  Quatre  angles  d'un  carré  font 
quatre  angles  droits  et  ne  peuvent  former  un  angle  solide. 

(119.1)  En  troisième  lieu.  Si  les  faces  sont  des  pentagones 
réguliers,  leurs  angles  pourront  s'adapter  trois  à  trois,  et  il 
en  résultera  le  dodécaèdre  régulier. 
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On  no  sîiuniit  ullor  nn-dolà,  trois»  niiLcloii  d'im  lioxii^i'ono 
r(\ij:;uIioi'  l'tsint  ruraux  à  quiitro.  anglos  droilH  ot  Ioh  tro'iH  (l'nn 
lioptagono,  ])IuH  gnnul. 

(1122)  l>t)iu',  il  lit»  ])OMl  y  avoir  (lUc  ciiui  polyèdros 
irgidiors,  trois  lormrs  \M\r  don  trianglos  o({ulhitrraux,  un 
ji:ir  dos  oarrés  et  un  ivvoo  dos  pontagonos. 
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(1123)  Tout  jjolyt'^dro  roivulior  pout  so  divisor  on  autant  do 
pyraïuidos  rôguTn'^ros  [QbQ)  i\\\o.  lo  i)olyrdro  a  do  lacos.  Lo 
sonmuM  ooinuuin  do  oos  pyr:nnido8  est  lo  contre  du  polyèdre 
et  en  uji^nie  temps  (1087)  eolui  tles  spliores  inserito  et  oir- 
eonserito. 

(1124)  La  solidité  d'un  polyèdre  régulier  est  égale 
(1087)  à  sa  surfUee  multipliée  par  le  tiers  du  rnyon  de  la 
sphère  inscrite. 

(1125)  Doux  polyèdres  réguliers  do  niôino  nom  sont  (972) 
deux  solides  semblables  et  leurs  dimensions  homologues 
sont  proportionnelles:  do  là,  les  rayons  des  sphères  inscrites 
ou  circonscrites  sont  entre  eux  conimo  les  cotés  des 
polyèdres. 

(1126)  8i  l'on  inscrit  dans  une  splièro,  un  polyèdre  rég., 
les  plans  menés  par  le  centre  et  les  côtés  ou  arôtes  du 
polyèdre,  diviseront  la  surface  de  la  sphère  en  autant  do 
parties  ou  de  ligures  (triangles  (1148)  ou  polygones  (1150) 
sphèriquos)  semblables  et  égales,  que  le  polyèdre  u  de  fac'>'^; 
car,  les  côtés  égaux  des  faces  composantes  sont  en  même  temps 
les  cordes  des  arcs  de  grands  cercles  (983)  qui  mesurent  les 
angles  plans  contenants  de  chaque  pyramide  composante 
du  polyèdre,  et  ces  arcs  sont  égaux  puisque  les  côtés  ou 
cordes  qui  les  sous-tendent  sont  égaux  et  les  rayons  égaux; 
ce  qui  permet  de  comparer  par  superposition  et  do  prouver 
régalité  des  surfaces  sphériques  dout  il  s'agit. 
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(1127)  l^our  construire  le  tétraèdre, 
oîi  ^h'-viM'a  un  point  milioii  I*  <lii  tria!i'j;lo 
(''(|uiIiU6nil  AIU^  (|ui  doit  lui  norvii*  do 
faco,  uno  porpcTidiculiiiro  iiid6rmio  PS 
ot  du  point  A,  uvoc  un  rayon  AI?,  on 
intorHoctora  la  porinindiculairo  en  S, 
d'où  l'on  tn(>nora  SU,  S(J  et  la  ])yranrulo 
AJÎC-S  Hora  lo  tétra(!<lro  voulu;  car,  puisque  PA~rB= 
P(î,  on  a  (901)  SA=HP.-SO  et  comme  AS=AIi  P.C=A(^ 
les  ([uatro  t'acca  du  .solide  seront  des  trianglcH  étruux  à  AP)(Î 
et  tous  les  angles  Holidcs  A,  li,  (  ■,  S  seront  aussi  égaux,  (935) 
étant  ibrmés  cluicun  do  trois  angles  plans  égaux  l'un  i\ 
l'autre. 

(1128)  Trouver  le  centro  commun  (1123)  0  des  s])lièreR 
inscrite  et  circonscrite.  A  cet  eltbt,  dans  lo  triangle  AI 'S, 
rectanglo  eu  P,  on  a  l'hypoténuse  AS,  côté  ou  arôte  du 
tétraèdre  et  l'on  obtient  lacilement  AP=BP=(JP,  pour 
trouver  la  perpendiculaire  SP  et  l'angle  ASP  ;  or,  lo  triangle 
AOS  est  isocèle,  à  cause  do  OA=OS  ;  d'où,  l'angle  SAO= 
ASO  pour  trouver  OS,  rayon  do  la  splièro  circonscrite,  et  par 
suite  OP=SP  -OS=rayon  de  la  spl.ère  inscrite. 


71  i>-m 


(1129)  Soit  s  la  surfkce  développée 
du  tétraèdre  ;  cette  surface  est  égale  à 
4  ABC,  et  lo  volume  du  solide  est  égal 
à  sa  surface  s  multiplié  par  le  tiers  du 
rayon  de  la  sphèro  in8crite=5X§OP. 


te:,  v 


,;.■<■-'■<• 


■  y 


lA'î'^  •1'''  "    '^r-     ■  ' 


'"¥'P1I.''.'-  ■'  '   •  ^ 


.r,!> 


^^rv'fci*:''?  ^■:.::- 


?^..-!^->:f^v'    ',  ;  ■■■; 


W'?^^r^' 


:,ir 


424 


GÉOMÉTRIE. 


fr 


Âr- 


jT     e 


a 
e- 


n: 


f 


/-  y 


y 


L'HEXAEDRE. 

(1130)  N'étant  autre  chose  que  le 
cube  (949)  et  le  cube  un  prisme  droit, 
sa  construction  est  facile  (941)  et  ses 
faces  composantes  étant  toutes  des 
carrés  égaux,  ses  angles  solides  sont 
égaux,  étant  formés  chacun  de  trois 
angles  droits. 

Il  est  clair  (1006)  que  le  rayon 
OA  de  la  sphèr^  circonscrite  à 
l'hexaèdre  rég.  vaut  la  demi-diago- 
nale AG  du  solide  et  qu'on  peut 
trouver  facilement  le  rayon  OP  de 
la  sphère  inscrite. 

Comme  on  l'a  déjà  dit  (992.  REM.)  on  aura  la  surfkce  s 
de  rhexaèdre=6  AC  et  son  volume=sx  JOP=ACx  AE= 
AB=^. 

L'OCTAÈDRE. 

(1131)  Dont  la  coupe  abed  est  évi- 
demment un  carré  et  le  rayon  de  la 
sphère  circonscrite=0  a=0  c=0  e=la 
demi-diagonale  du  carré  6  c?,  n'oiFrira 
dans  sa  construction  aucune  difficulté, 
et  on  obtiendra  Op,  rayon  de  la  sphère 
inscrite,  à  l'aide  du  triangle  Ope,  rec- 
tangle en  p  et  dans  lequel  on  connaît  l'hypoténuse  Oe 
— |/i(  a  e  y*^  et  un  côté  p  e=(902)  p  a=p  h. 


La  surfkee  s  de  l'octaèdre 
=8abe  et  son  volume=sxi 
Op. 
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(1132)  Pour  construire  ce  soli- 
de ou  pour  en  obtenir  le  volume, 
quand  ou  en  connaît  le  côté  ab^ 
m  7^  hn  ,  ou  la  surface  (679)  b  m, 
n  r,  d'un  des  plans  composants  ; 
il  devient  nécessaire  de  déter- 
miner l'angle  ptp  formé  par 
deux//i,  fd  de  ses  faces  adjacen- 
tes. 1^  cet  eflet,  menez  par  la 
droite  n  s  un  plan  nv  s  perdiculaire  à  l'intersection  6  m  pro- 
longée des  faces  mb,  m  h  et  intersectant  en  vn,  vs,  les  plans 
prolongés  de  ces  faces  ;  nvs  sera  (878  et  882)  l'angle 
requis  et  nvx]a  moitié  de  cet  angle.  Dans  le  triangle  nvm, 
rectangle  en  v  (882),  on  a  l'hypoténuse  m  w  et  l'angle  nmv= 
supplément  de  Imn,  pour  trouver  ni',  et  dans  le  triangle 
rectangle  nxv  on  a  nv  et  nx=lnSj  demi-diagonale  du 
pentagone  n  r,  pour  trouver  l'angle  voulu  nvx. 

Maintenant,  soit  0  le  centre  du  polyèdre  et  O;?  le  rayon 
de  la  sphère  inscrite:  pour  trouver  ce  rayon,  on  a  dans  le 
triangle  O  p  ^  rectangle  (977)  en  p,  l'angle  0  ip=:^ptp= 
nvx,  et  le  côté  p  t,  rayon  droit  du  polygone  composant.  On 
aura  le  voluine=surfaceX  i  rayon=12  n  rX^  0  p. 

(1133)  Construction.  Soit  encore  0  le  centre  du  solide  et 
0  le  centre  d'un  polygone  composant,  on  aura  Oo=op. 
Autour  du  centre  o,  décrivez  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
0  0,  le  polygone  nr,  égal  au  polygone  demandé;  par  les 
points  milieux  u  de  ses  côtés,  menez  dee  plans  dont  l'inter- 
section commune  soit  Oo  et  dans  chacun  de  ces  plana  menez 
du  centre  O  un  rayon  Op  tel  que  l'angle  o  0  p=p  0  p.  Les 
extrémités  p  de  ces  rayons  seront  (902)  les  centres  respectifs 
des  cinq  autres  polygones  du  demi-dodécaèdre.  On  répétera 
l'opération  à  l'extrémité  opposé  o  du  diamètre  oo,  faisant 
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attention  seulement  de  disposer  le  polygone  opposé  à  ??  r  de 
manière  que  le  rayon  droit  de  l'un  corresponde  au  ruyuu 
oblique  de  l'autre. 

D'ailleurs,  on  cons- 
truirait aussi  le  dodé- 
caèdre, en  décrivant 
d'abord  douze  polygo- 
nes égaux  entre  eux 
et  au  polygone  voulu, 
et  en  disposant  ensuite 
ces  faces  de  manière  à  former  entre  elles  des  angles  chacun 
égal  k  ptp. 

De  plus,  il  suffit  de  faire  attention  que  les  sommets  de- 
tous  (vingt)  les  angles  solides  du  polyèdre  sont  situés,  deux 
à  deux,  sur  dix  plans  passant  par  le  diamètre  oo  et  formant 
l'un  avec  l'autre  un  angle=i'(T  quatre  angles  droits,  et  que 
l'on  obtient  facilement  les  angles  au  centre  o  0  s,  oOh,  oO  g, 
pour  s'apercevoir  de  suite  comment  on  établirait  sur  la 
^y|Jri>.^;e  d'une  sphère  donnée  les  points  nécessaires  à  la 
construction  du  solide. 

L'ICOSAÈDRE. 

(1134)  Il  suffit  de  ce  qu'on 
vient  de  dire  relativement  à  la 
construction  du  dodécaèdre,  pour 
faire  comprendre  de  suite  celle  du 
solide  dont  il  s'agit  ici.  Soit  n  le 
sommet  d'un  des  angles  solides 
du  polyèdre,  a  e  la*  diagonale  du 
pentagone  régulier  ag  hef  formé 
par  les  côtés  des  plans  composants 
de  cet  angle,  et  soit  «y  e  un  plan  mené  par  la  droite  ae 
perpendiculairement  à  l'intersection  fn  des  faces  adjacentea 
afrty  efn  du  solide.  Il  est  clair  que  le  plan  ave  iuteraectera 
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iG  côté/n  au  point  milieu  v  de  ce  côté,  et  on  aura  alors  dans 
le  triangle  isocèle  ave,  la  base  ae  et  les  autres  côtés,  av,  cv, 
chacun  égal  au  rayon  droit  du  triangle  équilatéral  composant 
du  solide,  pour  trouver  l'angle  d'inclinaison  ave  des  faces 
adjacentes,  et  par  suite,  dans  le  triangle  0^?  <  rectangle  en  p, 
le  rayon  0/?  de  la  sphère  inscrite. 

La  surface  S  de  l'icosaèdre 
=20ghnj  et  son  volume=S 
XjOp.  (*) 

(1135)  Dans  ce  polyèdre  et 
le  dernier,  on  trouve  au  besoin 
le  rayon  0  r  ou  0  A  de  la 
sphère  circonscrite,  à  l'aide  du  traingle  Opr,Oph,  dans 
lequel  on  a  l'angle  droit  Opr  ou  Op/i,  le  côté  0^,  rayon 
de  la  sphère  inscrite,  et  le  côté  pr  ou  ph,  rayon  oblique  du 
polygone  composant /ir  ou  e An. 

DE  QUELQUES  SOLIDES  DE  RÉVOLUTION 

ET  AUTRES. 

(1136)  On  a  déjà  étudié  la  sphère,  le  cylindre  et  le  cône 
et  quelques  segments  ou  troncs  de  ces  solides  et  on  a  ensei- 
gné la  manière  d'en  déterminer  la  surface  et  le  volume. 

Il  reste  à  considérer  quelques  solides  de  révolution  et 
autres  dont  on  peut  établir  approximativement  les  surfaces 
et  volumes  à  l'aide  des  connaissances  déjà  acquises  et  sans 
recourir  à  l'étude  des  Sections  Coniques  qui  enseignent  à 
déterminer  avec  exactitude  les  surfaces  et  solidités  de  ces 
corps. 

(•)  L'étudiant,  à  l'aide  de  carton  découpé  suivant  les  surfaces  développées 
des  cinq  polyèdres,  et  en  coupant  à  demi  à  l'endroit  des  lignes  aa,  kk,  ab, 
etc.  pourra  replier  sur  elles-mêmes  les  diverses  faces  composantes  jusqu'à 
faire  rejoindre  les  parties  de  même  nom  et  se  fera  ainsi  une  idée  assez  juste 
des  solides  dont  il  s'agit  ici. 
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D'ailleurs,  mémo  avec  l'aide  des  Sections  Coniques,  la 
difhculté  consistera  souvent  à  se  rendre  compte  tout  d'abord 
de  la  nature  des  solides  dont  il  s'agit,  c'est-à-dire,  do  la 
nature  ou  espèce  des  courbes  qui  ont  servi  à  les  engendrer, 
et  si  ces  courbes  ne  sont  pas  des  sections  de  cône,  ce  qui 
arrivera  le  plus  souvent,  on  sera  forcé,  après  tout  le  travail 
uécessaire  pour  en  déterminer  la  nature,  de  recourir  enfin  à 
la  méthode  suivante. 

(1137)  Le  oonoïde  AB-C  qu'engen- 
dre la  révolution  de  lafigure  CDB  bG 
autour  de  l'axe  CD,  se  décompose  eu 
troncs  de  cOues  a  B,  c  6,  à  bases  paral- 
lèles, surmontés  d'une  calotte  sphèri- 
que  cdC  On  en  obtiendra  la  solidité 
et  la  surface  en  faisant  d'abord  celles 
de  ses  éléments  composants,  pour  prendre  ensuite  la  somme 
de  ces  parties  ;  et  les  résultats  obtenus  seront  évidemment 
d'autant  plus  exacts  qu'on  aura  pris  les  arcs  B  6,  bd,  assez 
petits  pour  pouvoir  les  considérer  comme  étant  sensiblement 
des  lignes  droites. 

(1138)  Le  Fuseau,  engendré  par 
la  révolution  d'un  arc  CAD  de 
cercle,  ou  de  toute  autre  courbe, 
autour  de  l'axe  CD,  se  décomposera 
en  un  cylindre  ad^  deux  cônes 
^/-C,  g h-D,  et  deux  ou  plusieurs  troncs  de  cônes  c  h,  eb;  ce 
qui  indique  la  manière  d'arriver  à  la  surface  et  au  volume 
de  ce  corps. 

(1139)  Le  sphéroïde 
aplati  ou  allongé  qu'en- 
gendre la  courbe  surbais- 
sée ou  surhaussée  CBD 
autour  de  l'axe  CD,  se 
décomposera  comme  au- 
paravant en  troncs  de 
cônes  Abj  Adj  etc.,  et  en 
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calottes   sphériquca   abC,    c/1),   ou    si    l'on    veut,    ou    uu 

cylindre,  deux  culottes  et  deux  ou  plusieurs  troncs  de  cônes  ; 

ou  encore  en  segments  splièriques,  etc. 
(1140)    PROB.      Déterminer  le 

volume  et  la  surfkce  d'un  onglet 

quelconque  ABCJ-D  de  cône  ou  de 

pyramide.    Quelle  que  soit  la  base 

AJiC  du  tronc  ou  partie  do  cône  ou 

de   pyramide  ABC-S,  on  en  aura 

(1056)le  volume  eu  multipliant  cette 

base  par  lo  tiers  de   la  hauteur  SP 

du  solide  ;  mais  l'onglet  dont  il  est 
question  est  évidemment  la  difie- 
rence  entre  le  solide  ABC-S  et  le 
solide  ACD-S;  or  le  volume  du 
solide  ACD-S=8urf.  ACDx^SP' perpendiculaire  au  plan 
de  ACD;  donc  le  volume  de  l'onglet  ABC-D=ABCxi  SP 
— ACDxi^SP',  conclusion  d'ailleurs  que  l'on  aurait  pu 
déduire  immédiatement  du  par.  (1067).  On  aura  la  surface 
convexe  de  l'onglet  en  décomposant  9u  besoin  cette  surface, 
comme  (1058)  celle  du  solide  dont  cet  onglet  fait  partie,  en 
parties  assez  petites  pour  qu'on  puisse  les  considérer  sensi- 
blement comme  surfaces  planes  et  en  obtenir  ainsi  le 
contenu. 

D'ailleurs,  pour  ce  qui  est  de  la  surface  de  l'onglet  ou  tronc 
de  cône,  il  y  a  lieu  de  remarquer  ici  que  cette  surface,  comme 
celle  du  cône  dont  elle  fait  partie,  peut  se  développer  en  sur- 
face plane.  En  eflet,  il  suit  immédiatement  de  la  définition 
d'un  cône  droit,  que  sa  surface  développée  n'est  autre  choee 
qu'un  secteur  de  cercle  ayant  pour  rayon  le  côté  incliné  du 
cône.  De  même,  la  surface  développée  du  cylindre  droit 
est  évidemment  un  rectangle,  et  tout  autre  surface  engendrée 
comme  celle  du  cône,  par  une  ligne  droite  tournant  autour 
d'un  point  fixe,  ou  comme  celle  du  cylindre  droit  ou  oblique, 
par  une  ligne  droite  se  mouvant  parallèlement  à  elle  même, 
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est  une  surface  do  sini[)Io  courbure,  pouvant  se  développer 
cil  «urfuco  pliine;  tandis  (pi'aa  contraire  toute  surtaco  en- 
gendrée comme  celle  de  la  sphère,  P}»liéroido  ou  conoïde,  etc., 
par  une  ligne  courbe,  se  mouvant  autour  d'un  axe  ou  d'un 
point,  ou  non  parallèlement  à  elle  Tn<>nie,  est  une  surface  à 
double  courbure,  qu'on  no  saurait  en  conséquence  développer 
on  surface  plane. 

(1141)  S'il  s'agissait  du  solide  EADCE-S,  il  est  clair  qu'on 
en  aurait  le  volunie=ACEx  .^  SP-f  ACDx  JSP'  ou=ABCE- 
S-AliC-D. 

Enfin  on  aurait  le  volume  d'un  tronc  quelconque  ACDE- 
ac(/e  do  pyramide  ou  de  cône=(ACEXè  SP+ADCXi  SF) 
—{aceX^iip-\-adcX^  Sp'). 

(1142)  Et'Jt-on  a  déterminer,  le 
volume  d'un  onglet  quelconque 
ABC-1)  de  conoïde,  de  sphère,  ou 
de  sphéroïde  ;  il  y  aurait  simplement 
à  diviser  au  besoin  l'onglet  donié 
e:>  deux  ou  plusieurs  onglets  ABC-D', 
ACD'-D  de  cône8  ou  de  troncs  de 
cônes  rtB,  6  D',  en  prenant  BD',  Dd,  etc.,  assez  petits  pour 
pouvoir  êtie  considérés  sans  erreur  sensible  comme  lignes 
droites;  puis  on  établirait  (1140)  le  volume  de  chacun  des 
onglets  composants  et  par  suite  la  somme  de  ces  parties  ou 
le  volume  de  l'onglet  donné. 

(1143)  Enfin  il  est  clair  qu'à  l'aide  des  éléments  dont  on 
a  jusqu'ici  traité  dans  ce  livre,  on  établirait  au  besoin  le 
volume  ou  la  surface  d'un  corps  ou  d'un  tronc  de  corps 
quelconque,  en  le  décomposant  en  prismes,  cylindres,  pyra- 
mides, cônes,  troncs  de  prismes,  de  cylindres,  de  pyramides 
ou  de  cônes,  calottes  et  segments  sbpériques,  onglets,  etc. 
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La  tonne  on  fntaillc,  \>i\v  oxemiilo, 
n'est  luitro  clioso  qn'nn  tronc  de 
fiiHoan  (1138)  à  bases  panillèles  A, Il 
et  se  dûcon» [«osera  en  un  cylindre 
ad,  et  en  troncs  des  (.'ôncs  a  A,  c  H. 
Les  cuves  et  eliatnlières  seront  ordinairement  des  cylindres, 
troncs  do  cônes  droits  ou  renvernés,  ayant  pour  bases  des 
surfaces  planes,  des  cônes  sur- 
baissées, ou  des  calottes.  Ces 
vaisseaux  seront  quelquefois 
des  demi-sphéroides  ou  des 
conoïdes  renversés  et  quand 
ils  seront  plus  ou  moins  inclinés,  les  liqueurs  qu'ils  pourraient 
rontenir  présenteront  au  calcul  des  ongb'ts  ou  des  troncs 
(le  la  nature  de  ceu.x  < (ont  on  vient  de  parler. 

Ledôiii.'  sera  en  g«/iirral  un  conoïde  ou  un  demi  sphéroïde 
surbaissé  ou  surhau.-^sé  dont  on  déterminera  la  surface,  tant 
intérieure  qu'extérieure,  par  les  règles  applicables  à  ces  so- 
lides. On  aura  aussi  le  volume  du  dôme  ou  de  la  partie 
solide  du  dôme  en  faisant  les  volumes  respectifs  des  cono- 
ïdes extérieur  et  intérieur  composants,  pour  en  prendre  eu- 
suite  la  différence. 

La  voûte  ne  sera  autre  chose  qu'un  demi  cylindre  droit 
ou  oblique  (*)  et  si  la  coupe  en  est  une  courbe  plus  ou  moins 
surbaissée,  on  en  obtiendra  tout  de  même  la  surface  par  les 
règles  déjà  données  (893)  (997  et  998)  et  le  volume  de  son 
contenu  solide,  en  faisant  séparément  les  volumes  des  demi- 
cylindres  extérieur  et  intérieur,  pour  en  prendre  la  diftérence, 
ou  en  multipliant  la  demi-somme  des  surfaces  extérieure 
et  intérieure  de  la  voûte  par  l'épaisseur  de  la  voûte,  si  cette 
épaisseur  est  uniforme. 

(•)  Le-J  ponts  et  chau^pées  qui  traversent  obliquement  une  rivière  on  un 
coiirs  d'eau,  c'est-à-dire,  ilaiM  une  direction  perpendiculaire  au  courant  ou 
âl  de  l'cuu,  pi'éijeutent  maniz,  âuuveat  au  calcul  dcâ  vuûtcd  de  cette  ei>pèce. 
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Les  intersections  de  deux  voûtes 
de  largeurs  et  hauteurs  égales  ou 
inégales,  se  rencontrant  à  angles 
droits  ou  à  angles  obliques,  ou  l'in- 
tersection d'nne  voûte  avec  un 
dôme,  offriront  aussi  î\  la  considé- 
ration, (les  troncs  ou  onglets  de  cy- 
lindres, de  cônes,  ou  de  couoïdes, 
etc.,  qu'on  résoudra  par  une  conibinaison  convenable  des 
moyens  déjà  enseignés  ;  et  quant  aux  voûtes  cylindriques 
qui  seraient  en  même  temps  circulaires  ou  spirales  comme 
celles  des  escaliers  tournants,  par  exemple,  on  autres,  le 
paragraphe  suivant  fournira  la  manière  d'en  déterminer  la 
surface  et  le  volume. 

(1144)  On  n'a  pas  encore  fait  men- 
tion de  l'anneau  cylindrique  AB 
qui  n'est  autre  chose  qu'un  cylindre 
recourbé  ou  plutôt  un  tronc  de  cylin- 
dre dont  on  aura  le  volume  en  faisant 
(1099)  le  produit  d'une  section  b  per- 
pendiculaire à  l'axe  a  b  par  la  longueur  de  cet  axo=circ.  a  b 
ou  ^  (cire.  AB-f  cire.  CD).  On  aura  sa  surface— cire.  ôXcirc. 
a  b,  et  s'il  s'agissait  d'un  anneau  circulaire  AB  on  aurait 
sa  eurface=surf.  cercle  AB— surf,  cercle  cD.  Si  la  20upe 
DB  de  l'anneau  n'était  pas  celui  d'un  cylindre,  on  aurait 
tout  de  même  (998)  sa  8nrface=périmètre  DBx|(circ. 
AB-f  cire.  CD)  et  le  volume— surface  DBXcirc.  ab. 

(1145)  En  dernier  lieu,  on  obtient  la 
surfkce  d'un  tronc  ou  partie  d'anneau 
circulaire=surf.  secteur  ABC— surf, 
secteur  abc,  et  les  surface  et  volume 
d'un  tronc  d'anneau  cylindrique,  la  j^ 
prem^ère=circ.  BôxHcirc.  ABC-fcirc.  abc),  le  8econd= 
surf.  BbXl  (cii'C.  ABC+circ,  a  b  c). 
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GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 


DEFINITIONS  et  CONSEQUENCES. 


M 


le  8econd= 


a^ 


(1146)  Déf.  Un  angle  sphérique  A  est 

un  angle  sur  la  surface  d'une  sphère,  ayant 

pour  côtés  les  arcs  AB,  AC  de  deux 

grands  cercles  qui  s'intersecteut,  et  est  le       j 

même  que  l'angle  d'inclinaison  (878)  des 

plans  AOB,  AOC  de  ces  cercles.  ""o 

(1147)  Cor.  Tout  angle  sphérique  A  (BAC)  est  égal  à 
l'angle  rectiligne  DAE  formé  par  les  tangentes  AD,  AE 
menées  de  son  sommet  A  aux  aros  AC,  AB  qui  en 
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constituent  les  côtés  ;  car  la  tangente 
AD  menée  dans  le  plan  OAC  du  côté 
ou  de  l'arc  AC  est  (466  et  Dém.  de 
977)  perpendiculaire  au  rayon  AO  de 
la  sphère,  et  la  tangente  AE  dans  le 
plan  OAB  du  côté  AB  est  perpendicu- 
laire au  même  rayon  AO,  intersection 
commune  des  grands  cercles  ABF, 
ACF,  dont  les  côtés  de  l'angle  sphéri- 
que  font  partie  ;  or  l'angle  DAE  mesure 
(878)  l'inclinaison  des  plans  des  deux  arcs  et  cet  angle  est 
par  la  déf.  (1146)  celui  de  ces  arcs. 

(1148)  "Céf.  Un  triangle  sphérique  est  une  partie  ABC 
de  la  surface  d'une  sphère  terminée  par  trois  arcs  AB,  AC, 
BC,  de  grands  cercles.  Ces  arcs  sont  les  côtés  du  triangle, 
chacun  d'eux  étant  moindre  qu'une  demi-circonférence  ;  et 
les  angles  A,  B,  C,  que  forment  entre  eux  les  plans  AOB, 
AOC  AOB,  BOC  AOC,  BOC  de  ces  côtés,  sont  (1146) 
les  angles  du  triangle. 

(1149)  Déf.  Un  triangle  sphérique,  comme  un  triangle 
rectiligne,  est  appelé  rectangle,  quand  un  de  ses  angles  est 
droit  ;  isocèle,  quand  deux  de  ses  côtés  sont  égaux  ;  équi- 
latéral,  quand  tous  ses  côtés  sont  égaux,  ou  équiangle, 
quand  tous  ses  angles  sont  égaux. 

(1150)  Déf.  Un  polygone  sphéri- 
que ABCDE  est  une  partie  de  la 
surface  d'une  sphère  terminée  par 
plusieurs  arcs  de  grands  cercles,  et 
peut  évidemment  se  décomposer  en 
autant  de  triangles  sphériques  ABE, 
EBC,  etc.  que  le  polygone  a  de 
côtes  moins  deux. 


r 


(1151)   Déf.    Une  pyramide  sphérique   est  (1076)   une 
partie  ADB-O  de  la  sphère  solide  comprise  entre  les  plans 
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AOB,  BOC,  etc.  d'un  angle  solide  (891  Déf.)  dont  lo  sommet 
est  au  centre  O  de  la  sphère.  La  base  de  la  pyramide  est  le 
polygone  sphérique  AD. 

2°  n  est  clair  que  les  plans  BOE,  COE  décomposent  la 
pyramide  sphiêrique  polygone  en  autant  de  pyramides  sphéri- 
ques  triangulaires,  et  la  base  AD  en  autant  de  triangles 
sphériques,  que  cette  base  contient  de  côtés  moins  deux. 

(1152)  Déf.  Lo  pôle  d'un 
cercle,  g 'and  AEB  ou  petit 
fl  e  6  de  la  sphère  est  un  point 
C  ou  D  dans  sa  surface,  égale- 
ment éloigné  de  tous  les  points 
A,  E,  etc.  a,  e,  etc.  de  la  cir- 
conférence de  ce  cerle  ;  car  il 
est  clair  (Dém.  de  901  et  902) 
que  ce  point  est  situé  à  l'extré- 
mité du  diamètre  CD  perpendiculaire  au  plan  du  cercle 
dont  il  s'agit,  et  comme  tout  diamètre  à  deux  extrémités, 
tout  cercle  de  la  sphère  a  deux  pôles. 

2°  Il  est  de  plus  évident,  (986)  que  le  pôle  d'un  grand 
cercle  AB  est  en  même  temips  celui  de  tout  petit  cercle 
a  h  parallèle  au  grand. 

(1153)  Cor.  1.  Puisque  les  distances  ou  cordes  AC,  EC 
etc.  ac,  ec,  etc.  sont  égales,  les  arcs  AC,  EC,  etc.  o  c, 
ec,  etc.  que  sous-terdent  ces  cordes  sont  (403)  égaux,  et 
quand  (882;  les  angles  AOC,  EOC  sont  droits,  leur  som- 
met commun  0  étant  en  même  temps  le  centre  commun 
des  arcs  égaux  AC,  EC,  il  est  clair  que  ces  arcs  sont  des 
quart-de-circcnférences,  comme  le  sont  aussi  les  arcs  AD, 
ED,  etc.  Donc,  tout  arc  EC  de  grand  cercle  mené  d'un 
point  quelconque  E  sur  la  circonférence  d'iui  autre 
grand  cercle,  au  pôle  C  ou  D  de  ce  dernier,  est  un  quart- 
de-circ.  ;  et  ce  quart-de-circ.  fkit  en  même  temps  un 
angle  droit  avec  le  grand  cercle  ou  arc  AE,  car  la  droite 
CD  étant  perpendiculaire  (1152)  au  plan  AEB,  tout  plan 
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CED  passant  par  CD  est  (924)  perpendiculaire  au  plan 
AEB  ;  donc  l'angle  de  ces  plans,  c'est-à-dire  l'angle  AEC 
est  un  angle  droit. 

(1154)  Cor.  2.  Réciproquement,  si  la  distance  du  point 
C  aux  points  A,  E,  est  égale  à  un  quart-de-cirp.,  le  point  C 
sera  le  pôle  de  l'arc  AE  et  les  angles  CAE,  CEA  seront  des 
s,ngles  droits  ;  car  les  angles  droits  AOC,  EOC  donnent  OC 
perpendiculaire  à  AO,  EO.  et  par  conséquent  (895)  perpen- 
diculaire au  plan  ABE  de  ces  lignes.  Donc  le  point  C  est 
le  pôle  de  l'arc  AE  et  les  angles  en  A  et  E  son  droits. 

(1155)  Sco.  1.  PROBS.  Les  propriétés  de  ces  pôles  nous 
permettent  de  décrire  des  arcs  de  cercles  sur  la  surface 
d'une  sphère,  avec  la  même  facilité  que  sur  une  surface 
plane.  Il  est  clair,  par  exemple,  qu'en  faisant  tourner 
autour  du  point  C,  un  arc  C  e  ou  toute  autre  ligne  s'étendant 
à  la  même  distance,  l'extrémité  e  décrira  le  petit  cercle  a  eb; 
et  en  tournant  le  quart-de-circ.  C  e  E  autour  du  point  C,  son 
extrémité  A  décrira  l'arc  de  grand  cercle  AEB. 

(1156)  Sco.  2.  PROB.  Pour  trouver  le  pôle  C  ou  D  d'un 
grand  cercle  AB,  on  mènera,  prenant  pour  centre  un  point 
quelconque  P  sur  la  circonférence  de  AB  et  pour  rayon  un 
arc  =  quart-de-circ,  un  arc  indéfini  EC  ou  ED  qui  sera 
(1153)  perpendiculaire  à  AEB  et  on  prendra  EC,  ou  ED, 
égal  à  un  quart-de-circ. 

2°  Autrement.  On  déterminera  le  pôle  d'un  grand  cercle 
AB  à  l'endroit  C  ou  D  de  l'intersection  de  deux  arcs  AC, 
EC  ou  AD,  ED  perpendiculaires  au  premier. 

(1157)  Sco.  3.  PROBS.  Si  l'on 
demandait  à  prolonger  un  arc 
AE,  de  grand  cercle,  les  seules 
données  étant  les  deux  points  de 
trajet  A,  E  ;  il  y  aurait  à  déter- 
miner d'abord  le  pôle  C  ou  D  de 
cet  arc  à  l'endroit  de  l'intersection 
de  doux  arcs  décrits  des  poiats  A, 
E,  comme  centres,   avec  une  dis- 
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tance  égale  à  un  quart-de-circ.  Le  pôle  trouvé,  on  décrirait 
de  ce  point  pris  pour  centre,  et  avec  la  même  distance 
qu'auparavant,  l'arc  AE  et  son  prolongement. 

(1158)  Sco.  4.  PROB,  D'un  point  quelconque  e  sur  la 
surface  d'une  sphère,  mener  une  perpendiculaire  à  un 
are  donné  AE  de  grand  cercle.  Du  point  e  comme  pôle, 
avec  un  rayon^quart-de-circ,  intersectez  l'arc  donné  AE 
ou  son  prolongement  (1157)  en  un  point  P.  Ce  point  sera  le 
pôle  d'où  on  décrira  un  arc  eE  perpendiculaire  à  l'arc  donné. 

(1159)  Sco.  5.  PROB.  Déterminer  le  pôle  d'un  petit 
cercle  a  6  de  la  sphère.  A  cet  effet  on  mènera  par  le  centre 
0  de  la  sphère,  un  plan  AB  parallèle  à  celui  du  petit  cercle 
et  on  établira  (1156)  le  pôle  du  petit  cercle  à  l'endroit 
(1152,  2°)  de  celui  du  grand. 

2°  Si  le  rayon  o  e  du  petit  cercle  est  connu,  on  a  dans 
le  triangle  0  o  e,  rectangle  en  o,  le  côté  o  e  et  l'hypotétiuse-O  e, 
rayon  de  la  sphère,  pour  trouver  l'angle  eO  o  ou  e  o  C  et 
par  conséquent  l'arc  e  0,  et  des  points  quelconques  a,  e, 
comme  centres,  avec  un  rayon=e  C,  on  décrira  des  arcs  qui 
s'intersecteront  en  C,  le  pôle  voulu. 

3°  Si  on  a  la  distance  O  o  du  plan  du  petit  cercle  a  h 
au  centre  de  la  sphère,  on  aura  o  C=^OC — 0  o  et  oD=:OD 
-j-Oo,  pour  trouver  oe  ou  o  a=(530,  2°)  v^o  Dxo(J,  et  par 
suite,  l'arc  e  C  mesure  de  l'angle  e  OC. 

(1160)  Cor.  3.  Puisque  l'angle  sphérique  C  est  égal  (Dém. 
de  1147)  à  l'angle  formé  par  deux  droites  menées  d'un 
même  point,  l'une  dans  chacun  des  plans  des  côtés  et  toutes 
deux  perpendiculaires  à  la  commune  intersection  de  ces 
plans,  et  puisque  les  droites  AO,  EO  sont  (1154)  perpendi- 
culaires à  CO  quand  les  arcs  AC,  EC  valent  chacun  un 
quart-de-circ.  ;  il  suit  que  l'angle  AOE  mesure  aussi  l'angle 
sphérique  C  ;  mais  la  mesure  de  l'angle  AOE  est  (425)  l'arc 
AE  décrit  du  centre  ou  sommet  0,  c'est-à-dire  (1152)  l'arc  de 
grand  cercle,  AE,  décrit  du  sommet  C  de  l'angle  ;  donc  la 
mesure  d'un  angle  sphérique  quelconque  a  C  ô  eût  l'aro 


:    it'    I  1 


Ml 


l'JirJ''i'."''''..„,,, 


tir,''-'?  .,.  i  -r  {^*'t 


1 


ïrf       i   ■      ;,^       .31. 


;'■»'».'<:*>,  ■ 


438 


GÉOMÉTRIE 


AE  de  grand  cercle  décrit  du  sommet  de  l'angle  comme 
centre,  et  terminé  par  les  côtés  a  C,  e  0  de  l'angle,  pro- 
longés s'il  le  faut. 

(1161)  Cor.  4.  On  peut  comparer  ensemble  les  angles  de 
triangles  sphériques,  au  moyen  des  arcs  de  grands  cercles 
décrits  de  leurs  sommets,  comme  pôles,  et  compris  entre  leurs 
côtés;  de  là  il  est  facile  de  faire  un  angle  de  cette  sorte  qui 
soit  égal  à  un  angle  donné. 

On  pourrait  aussi  dans  la  comparaison  de  ces  angles  se 
servir  indiiFérerament  d'arcs  de  petits  cercles  décrits  avec 
un  même  (425,  2°)  rayon  quelconque,  si  ce  n'était  que  les 
relations  intin^es  qui  existent,  comme  on  le  fera  voir  par  la 
suite,  entre  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle  sphérique, 
c.-à-d.  entre  les  angles  que  mesurent  ces  côtés  ou  arcs  et  les 
angles  que  forment  entre  eux  les  plans  de  ces  côtés,  rendent 
avantageux  et  nécessaire  de  n'employer  que  des  arcs  d'un 
même  rayon  que  celui  des  côtés,  c.-à-d.  d'un  rayon  égal  à 
celui  de  la  sphère  sur  laquelle  on  opère. 

(1162)  Cor.  5.  Les  angles  opposés 
au  sommet  tels  que  AEG,  DEB 
sont  égaux,  car  chacun  de  ces  angles 
est  celui  des  plans  AEB,  CED  de  la 
dernière  figure. 

(1163)  Cor.  6.  Il  est  de  plus  évident 
que  dans  l'intersection  de  deux 
arcs  AEB,  CED,  les  deux  angles  a^'acents  AEC,  AED, 
ou  AEC,  BEC,  valent  ensemblent  deux  angles  droits, 
c.-à-d.,  sont  supplémentaires  l'un  de  l'autre. 

PROPOSITION  I.  THÉORÈME. 

(1164)  Dans  tout  triangle  sphérique  ABC,  l'un  quel- 
conque des  côtés  est  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres. 


l'angle 
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Car,  0  étant  le  centre  de  la  sphère, 
les  angles  plans  AOP»,  AOC,  BOC  de 
l'angle  solide  O  ont  pour  mesure  les 
côtés  ou  arcs  AB,  AC,  BC  du  triangle 
sphérique  ;  mais  chacun  des  trois  angles 
plans  composants  d'un  angle  solide  est 
(930)  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  ;  de  là  aussi, 
chacun  des  côtés  du  triangle  est  moindre  que  la  somme 
des  deux  autres. 

FEOF.  II.  THÉOR. 

(1165)  Tout  arc  ADB  de  grand  cercle,  moindre  qu'une 
demi-circonférence,  est  moindre  qu'un  arc  quelconque 
ACB  de  petit  cercle  sous-tendu  par  la  même  corde  AB. 

Il  est  clair,  tout  d'abord  (228) 
que  l'arc  ACB  enveloppe  dans  toute 
sa  longueur  l'arc  ADB,  puisque 
tout  point  b  du  premier  autre  •  que 
A  et  B  est  en  dehors  de  l'arc  ADB, 
à  cause  de  0  i>OB  (269),  l'angle 
6  0  0  du  triangle  de  même  nom 
étant  plus  grand  que  l'angle  B  o  0  du  triangle  OB  o  et  les  côtés 
de  l'un  égaux  à  ceux  de  l'autre,  savoir  0  o  commun  et  oB= 
0  b.  Maintenant  soit  a  b  tangente  à  l'arc  ADB,  on  aura  (108) 
a  h<a  C  b  ;  soit  encore  A  e,  cd^  etc.  tangentes  à  ADB,  on  aura 
a  (3<A  a-\-a  e,  c  d<c  b+b  d  et  ainsi  de  suite.  Donc  l'arc  ADB 
est  moindre  (Dém.  de  661)  que  le  polygOTie  circonscrit  Aec 
ci  B  et  à  plus  forte  raison  moindre  que  l'arc  ACB. 

(1166)  Cor.  Le  plus  court  chemin  d'im  point  A  à  un 
autre  B  sur  la  s^iirfkce  d'une  sphère,  est  l'arc  ADB  de 
grand  cercle  qui  joint  les  deux  points  donnés. 

Car,  la  sphère  est  telle  (Dém.  de  977)  qu'une  ligne  droite 
ne  peut  la  toucher  qu'en  un  seul  point;  d'où,  il  est  clair  que 
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pour  parvenir  d'un  point  à  un  autre  sur  la  surface  de  ce 
corps,  il  faut  nécessairement  décrire  une  courbe  qui  sera  ou 
un  arc  de  grand  cercle,  ou  un  arc  de  petit  cercle,  ou  qui 
pourra  se  décomposer  en  arcs  de  grands  ou  de  petits  cercles 
ou  les  deux.  Or,  on  vient  de  voir  que  tout  arc  de  grand 
cercle  est  moindre  qu'un  arc  de  petit  cercle  reliant  les 
mêmes  x>oints  ;  donc,  il  est  plus  court  d'aller 
d'un  point  à  un  autre  en  parcourant  des 
arcs  de  grands  cercles  qu'en  passant  par 
des  arcs  de  petits  cercles.  Mais  on  a  démon- 
tré (U64)  que  l'arc  AB<AC+CB  et  CB< 
CD-j-DB  ;  à  plus  forte  raison  donc  AB  est 
il<AC+CD+nB  ;  donc  un  seul  et  même 
arc  de  grand  cercle,  reliant  deux  points,  est  moindre  que 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  d'arcs  partiels  non  situés 
dans  un  même  plan  ;  donc  le  plus  court  trajet  entre  les  points 
donnés  est  l'arc  d'un  seul  et  même  grand  cercle  ;  donc,  etc. 

PROP.  III.  THÉOR. 

(1167)  La  somme  des  trois  côtés  d'un 
triangle  sphérique,  est  moindre  que  la 
circonférence  d'un  grand  cerlcle. 

Car,  la  somme  des  angles  plans  AOB, 
AC  C,  BOC  de  l'angle  solide  au  centre  O 
de  la  sphère  est  (931)  moindre  que  quatre  ^ 

angles  droits;  or  un  angle  droit  a  pour  mesure  un  quart 
de-circ.  ;  donc  la  somme  des  arcs  AB,  AC,  BC,  qui  mesurent 
les  angles  composants  est  moindre  que  quatre  quart-de-circ. 
c.-à-d.  moindre  qu'une  circonférence  entière. 

(1168)  D'ailleurs,  ayant  prolongé 
jusqu'à  leur  rencontre  en  D  deux 
quelconques  AB,  AC  des  côtés  du 
triangle,  les  arcs  ABD,  ACD  seront 
des     demi-circonférences,     puisque 
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(984)  doux  grands  cercles  se  bissectent  toujours  mutelle- 
ment  ;  mais  on  a  (1164)  BC,  côté  du  triangle  DBC,  moin- 
dre que  BD+CD,  somme  des  deux  autres  côtés  ;  d'où, 
AB+AC+ BC < ABI)+ ACD,  c.-à-d.  moindre  qu'une  circon- 
férence entière. 


:e 


(1169)  Cor.  La  somme  de  tous 
les  côtés  d'un  polygone  sphérique, 
ABCDEF,  est  moindre  que  la  cir- 
conférence  d'un  grand  cercle  ;  car, 
prolongeant  les  côtés  CB,  FA,  jus- 
qu'à leur  rencontre  en  K,  puis,  les 
côtés  DC,  AF,  FE,  jusqu'à  leur  ren- 
contre eu  G  et  II,  on  obtient  enfin 
un  triangle  FGH  dans  lequel  on  a  AF,  FE,  CD  communs 
aux  côtés  FG,  FH  et  GII,  et  on  a  DE<DH-f  EH,  AB<AK:+ 
BK  et  CK<CG+KG  ;  or,  la  somme  des  côtés  du  triangle 
FGH  est,  par  la  prop.,  moindre  qu'une  circonférence  de 
cercle  ;  à  plus  forte  raison  donc  la  somme  des  côtés  du 
polygone  est-elle  moindre  qu'une  circonférence  entière. 

(1170)  D'ailleurs,  on  a  encore  (931)  la  somme  des  angles 
eu  0,  centre  supposé  de  la  sphère,  moindre  que  4  angles 
droits,  et  par  conséquent  la  somme  des  côtés  AB,  BC,  etc., 
du  polygone,  moindre  qu'une  circonférence  de  grand  cercle. 

PROP.  IV.  THÉOR. 

(1171)  Si  des  sommets  A,  B,  C,  des  trois  angles  d'im 
triangle  sphérique  ABC,  pris  pour  pôles,  on  décrit  trois 
arcs  EF,  DF,  DE,  de  grands  cercles  ;  formant  ainsi  un 
second  triangle  EDF  ;  les  sommets  des  angles  de  ce 
second  triangle  seront  respectivement  les  pôles  des 
côtés  du  premier  ;  et  chaque  angle  A,  D,  de  l'un  des 
triangles,  aura  pour  mesure  une  demi-circonférence 
moins  le  côté  EF,  BC  qui  lui  est  opposé  dans  l'autre 
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triangle.  En  d'autres  termes,  les  deux  triangles  ABC,  EDP 
sont  tels  que  les  côtés  de  l'un  sont  les  suppléments  des  arcs 
qui  mesurent  les  angles  de  l'autre. 

En  premier  lieu.  Puisque  A 
est  le  pôle  de  l'arc  EF,  la  distance 
ou  l'arc  AE  est  un  quart-de-circ.  ; 
le  point  C,  pôle  de  ED,  donne 
aussi  EC=quart-do-circ.  ;  donc 
le  point  E  est  éloigné  d'un  quart- 
de-circ.  de  chacun  des  points 
A,  C  ;  donc  E  est  (1154)  le  pôle 
de  l'arc  AC.  On  démontrerait 
de  même  que  D  est  le  pôle  de  l'arc  BC,  et  F  le  pôle  de  l'arc 
AB. 

(1172)  Cor.  Donc  on  peut,  à  l'aide  du  triangle  DEF, 
décrire  le  triangle  ABC,  comme  on  a  décrit  DEF  à  l'aide 
de  ABC.  De  là,  on  donne  à  ces  triangles  le  nom  de 
polaires  ou  supplémentaires. 

(1173)  En  second  lieu,  ayant  prolongé  s'il  le  faut  les 
côtés  AB,  etc.  du  triangle  ABC,  jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent 
en  G,  K,  etc.,  les  côtés  de  l'autre  triangle,  l'arc  GII  dont  le 
pôle  est  A  sera  (1160)  la  mesure  de  l'angle  A.  Mais  l'arc 
EH  est  un  quart-de-circ.  et  il  en  est  de  même  de  l'arc  QF, 
puisque  E  est  le  pôle  de  Ail  et  F  le  pôle  de  AG  ;  donc  EH+ 
GF  vaut  une  demi-cire.  Or,  EH-f-GF  est  la  même  chose 
que  EF+GH  ;  d'où,  l'arc  GH  qui  mesure  l'angle  A  vaut 
une  demi-cire,  moins  le  côté  EF.  De  même,  l'angle  B  a 
pour  mesure  \  cire— DF  ;  et  l'angle  C,  ^  cire— DE. 

Et  cette  propriété  est  réciproque  aux  deux  triangles,  puis- 
que chacun  d'eux  est  décrit  de  la  même  manière  à  l'aide  de 
l'autre  ;  c'est  ainsi  que  l'on  aura  respectivement  pour  mesure 
des  angles  D,  E,  F,  |circ.— BC,  |  cire— AC,  |circ.— AB. 
L'angle  D,  par  exemple,  aura  donc  pour  mesure  l'arc  MI; 
mais  MI-fBC— MC+BI^|circ.  ;  de  là,  l'arc  MI,  mesure  de 
D,  vaut  I  cire— BC,  et  ainsi  des  autres. 
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PEOP.  V.  THÉOR. 

(U74)  Si  les  côtés  de  deux  triangles  ABC,  ABD',  sur  la 
même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales,  sont  respective- 
ment égaux  ;  les  angles  de  ces  triangles  seront  aussi 
respectivement  égaux  et  opposés  aux  côtés  égaux. 

En  eft'et,  les  arcs  égaux  AC,  AD' 
BC,  BD'  et  l'arc  commun  AB  sous- 
tendent  en  0,  centre  de  la  sphère,  les 
angles  égaux  AOU,  AOD'  BOC, 
BO.D'  et  l'angle  commun  AOB  ;  et 
ou  a  vu  (933)  que  quand  les  angles 
plans  composants  de  deux  angles  solides 
sont  respectivement  égaux  l'un  à  l'autre, 
les  plans  des  angles  égaux  sont  également  inclinés  entre 
eux,  et  ces  inclinaisons,  c.-à-d.  les  angles  formés  par  ces 
plans,  sont  (1148)  les  angles  des  triangles  dont  il  s'agit  ; 
donc,  l'angle  D'--C,  l'angle  BAC=BAD'  et  ABC=ABD'  ; 
donc,  etc. 

(1175)  Soo.  1.  L'égalité  de  ces 
triangles  n'est  absolue  que  dans  le  cas 
où  les  côtés  correspondants  ou  homo- 
logues AC,AD  BC,  BD  ou  les 
angles  C,  D,  sont  tournés  dans  le  même 
sens  ;  la  construction  admettant  alors 
la  superposition  des  angles  et  des 
côtés  égaux,  l'un  à  l'autre,  c.-à-d.  la 
superposition  des  triangles  eux-mêmes. 

Dans  le  cas  contraire  (936)  l'égalité  en  est  une  de  symétrie 
seulement  et  on  donnera  à  ces  triangles  le  nom  de  triangles 
symétriques. 

(1176)  Sco.  2.  PROB.  Il  suffit  de  remarquer  que  le 
sommet  D,  D',  du  triangle  sphérique  ABD,  ABD',  égal  ou 
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symétrique  à  ABC,  se  trouve  }\  l'intorsoctiou  des  arca  D'FC, 
D'EC  décrits  des  doux  autres  points  atigulairos  A,  B,  du 
triangle,  conimo  pôles,  avec  les  distances  AC,  IJC,  pour 
indiquer  do  suite  la  manière  do  fkire  un  triangle  sphérique 
qui  soit  égal  ou  symétrique  à  un  triangle  sphérique 
donné. 

(1177)  Cor.  1.  Deux  triangles  ABC,  AB  Don  ABC,  ABÎ)' 
sur  la  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égales,  sont  égaux 
dans  toutes  leiurs  parties,  quand  deux  côtés,  AB,  A  Cet 
l'angle  inclus  A  de  l'un,  sont  respectivement  égaux  à 
deux  côtés  AB,  AD  ou  AB,  AD'  et  à  l'angle  inclus  A  de 
l'autre. 

Car,  ou  pourra  superposer  le  triangle  ABC  à  son  égal 
ABD  ou  à  son  symétrique  ABI)',  tout  de  môme  que  l'on 
applique  (Dém.  de  229)  deux  triangles  rectilignes  l'un  ;\ 
l'autre  quand  ils  ont  un  angle  égal  compris  par  dos  côtés  égaux. 
Cette  superposition  fera  tomber  les  points  B,  C  de  l'un 
des  triangles  sur  les  points  B,  D  ou  B,  1>  de  l'autre  triangle, 
ce  qui  donnera  BC=BDou  BD'et  les  angles  en  B  et  C  égaux 
à  ceux  en  B  et  D  ou  en  E  et  D'  ;  car  il  suffit  (892)  de  trois 
points  pour  déterminer  la  position  d'un  plan,  et  le  plan  BOC 
du  grand  cercle  BC  est  en  même  temps  celui  de  l'arc  BD 
ou  BD'  ;  doue,  etc. 

(1178)  Cor.  2.  Deux  triangles  sur  la  même  sphère  ou  sur 
des  sphères  égales,  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties, 
lorsque  deux  angles  et  le  côté  inclus  de  l'un,  sont  respec- 
tivement égaux  à  deux  angles  et  au  côté  inclus  de 
l'autre  ;  car  on  superposerait  l'un  de  ces  triangles  à  son  égal 
ou  à  son  symétrique,  comme  dans  le  cas  correspondant 
(238)  de  triangles  rectilignes. 

PROP.  VI.  THÉOR. 

(1179)  Dans  tout  triangle  isocèle  sphérique,  ABC,  les 
angles  opposés  aux  côtés  égaux,  sont  égaux  ;  et  récipro- 
quement, si  deux  angles  d'im  triangle  sphérique  sont 
égaux,  le  triangle  est  isocèle. 
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En  premier  Heu.  Soit  AB --AC,  on  aura 
l'iinglo  C=13.  Car,  ayant  mené  (1157)  l'arc 
AD  du  sommet  A  au  point  milieu  i)  de  la 
base,  les  deux  triangles  A  lU),  ADO  auront  les 
cotés  de  l'un  respectivement  égaux  aux  côtés 
correspondants  do  l'autre,  savoii  :  AD  com- 
mun, JîD=DC  et  AH=AC  ;  de  là,  les  angles 
seront  (1174)  égaux  ;  donc  B— C. 

(1180)  En  second  lieu.  Soit  B— C  ;  on  aura  le  côté 
AC=AB  ;  car  si  non,  soit  BE=AC,  menez  EC.  Dans  les 
triangles  EBC,  ACB,  on  a  deux  côtés  EB,  BC  et  l'angle 
inclus  B  de  l'un,  égaux  a  deux  côtés  A(^,  BO  et  à  l'angle 
inclus  C  de  l'autre  ;  donc  (1177)  toutes  les  autres  partie^  de 
ces  triangles  sont  égales  ;  donc  l'angle  ECB=EB(^  ;  mais 
par  hypothèse,  l'angle  ACB— EDC  ;  donc  on  a  (68  Ax.) 
ECB= ACB,  ce  qui  est  absurde  ;  donc  il  est  absurde  de 
supposer  AB  inégal  à  AC  ;  donc  les  côtés  AB,  AC  opposés 
aux  angles  égaux  B  et  C,  sont  égaux.    '    . 

(1181)  Sco.  La  même  démonstration  prouve  que  l'angle 
BAD=DAC  et  l'angle  BDA=ADC  ;  de  là,  les  deux  derniers 
sont  des  angles  droits  ;  donc  l'arc  mené  du  sommet  d'un 
triangle  isocèle  sphérique  au  milieu  de  la  base,  est  per- 
pendiculaire à  la  base  et  bissecte  l'angle  vertical. 

PROP.  VII.  THÉOR. 


(1189)  Dans  tout  triangle  sphérique,  ABC,  le  plus 
grand  côté  BC  est  opposé  au  plus  grand  angle  A,  et 
réciproquement  le  plus  grand  angle  est  opposé  au  plus 
grand  côté. 

En  premier  lieu,  ayant  fait  l'angle  BAD=B  ;  on  aura 
(1180)  AD=DB  ;  mais  (U64)  AD+DC>AC,  c.-a-d.  BD+ 
DC>AC,  ou  BC>AC. 
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(1183)  En  second  lieu.  Si  l'angle 
BAC  était  égal  à  ABC,  l'on  aurait 
BC=AC  ;  si  BAC  était  moindre 
que  ABC,  on  aurait,  comme  on 
vient  de  le  voir,  BC<AC.  L'angle 
BAC  est  donc  ni  égal  à  ABC,  ni 
moindre  que  ABC  ;  donc  il  est  plus 
grand  que  ABC  ;  donc,  etc. 

PROP.  VIII.  THÊOE. 

(1184)  Si  deux  triangles  A  et  B  sur  la  même  sphère 
ou  sur  des  sphères  égales,  sont  m  ^uellement  équiangles, 
ils  seront  aussi  mutuellement  équilatères. 

Soient  P  et  Q  les  triangles  polaires  ou  supplémentaires 
de  A  et  B.  Puisque  les  angles  sont  égaux  dans  les  triangles 
A  et  B,  les  côtés  seront  (1171)  égaux  dans  leurs  triangles 
supplémentaires  P  et  Q;  mais  puisque  les  triangles  P  et  Q 
sont  mutuellement  équilatères,  ils  sont  aussi  (1174)  mutuel- 
lement équiangles  ;  enfin,  les  angles  étant  égaux  dans  les 
triangles  P  et  Q,  il  suit  que  les  côtés  sont  égaux  dans  leurs 
triangles  supplémentaires  A  et  B.  Donc  les  triangles  A  et  B 
qui  sont  mutuellement  équiangles,  sont  en  même  temps 
mutuellement  équilatères. 

(1185)  Sco.  Cette  proposition  n'est  pas  applicable  aux 
triangles  rectilignes,  où  l'égalité  des  angles  n'indique  autre 
chose  qu'une  proportionnalité  entre  les  côtés,  et  il  est  facile 
de  s'en  rendre  compte  ;  car  en  traitant  de  la  comparaison 
des  triangles  sphériques,  on  a  toujours  posé  comme  condition 
l'égalité  des  sphères;  or  les  arcs  semblables  sont  (428) 
entre  eux  comme  leurs  rayons  ;  de  là,  sur  des  sphères  égales, 
deux  triangles  ne  peuvent  être  semblables  sans  être  égaux. 
Il  n'est  donc  pas  étrange  que  l'égalité  entre  les  angles  pro- 
duise l'égalité  entre  les  côtés  ;  mais  il  en  serait  autrement 
si  les  triangles  étaient  tracés  sur  des  splières  inégales,  car 
les  angles  étant  dans  ce  cas  égaux,  les  triangles  seraient 
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semblables,  et  les  côtés  homologues  seraient  entre  eux  comme 
les  rayons  de  leurs  sphères. 

PROP.  IX.  THÉOR. 

(1186)  La  somme  des  trois  angles  de  tout  triangle 
sphérique,  est  moindre  que  six  et  plus  grand  que  deux 
angles  droits. 

En  premier  lieu,  la  mesure  de. chacun  des  angles  d'un 
triangle  sphérique,  est  (1171)  égale  à  la  derai-circonférenco 
moins  le  côté  correspondant  du  triangle  supplémentaire  ; 
donc  la  somme  des  trois  angles  est  mesuré  par  les  trois  demi- 
circonférences  moins  la  somme  des  côtés  du  triangle  sup.  ; 
or,  cette  dernière  somme  est  moindre  (1167)  qu'une  circon- 
férence ;  donc  si  on  la  retranche  de  trois  demi-circonférences, 
le  reste  sera  plus  grand  qu'une  demi-cire,  qui  est  la  mesure 
de  deux  angles  droits  ;  donc  la  somme  des  angles  d'un 
triangle  sphérique  est  plus  grand  que  deux  angles  droits. 

(1187)  En  second  lieu,  chacun  des  angles  d'un  triangle 
sphérique  est  moindre  que  deux  angles  droits  ;  d'où  il  suit 
que  la  somme  des  trois  est  moindre  que  six  angles  droits. 

(1188)  Sco.  1.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  sphéri- 
que n'est  pas  constante,  comme  l'est  celle  des  angles  d'un 
triangle  rectiligne  ;  au  contraire  elle  varie  entre  2  et  6 
angles  droits,  sans  jamais  atteindre  ces  limites.  Car,  si  petit 
qu'on  suppose  le  triangle  dont  il  s'agit,  il  ne  fera  qu'approcher 
de  plus  en  plus  du  triangle  rectiligne,  sans  jamais  le  devenir, 
ses  côtés  étant  des  arcs  de  cercles.  Et  dans  le  second  cas, 
chacun  des  angles  formés  par  les  plans  composants  des 
côtés  du  triangle,  pourra  approcher  indéfiniment  près  de 
2  angles  droits,  mais  n'atteindra  jamais  cette  limite,  puis- 
qu'alors  les  plans  composants  ne  formeraient  plus  qu'un  seul 
et  même  plan,  et  le  triangle  sphérique  deviendrdt  enfin  un 
hémisphère. 

(1189)  Cor.  1.  Dans  un  triangle  sphérique,  deux  angles 
donnés  ne  peuvent  servir  à  déterminer  le  troisième. 

(1190)  Cor.  2.  Un  triangle  sphérique  peut  avoir  deux 
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et  même  trois  angles  droits  ;  et  de  même,  un  triangle 
sphérique  peut  avoir  deux  et  même  trois  angles  obtus.  (*) 

(1191)  Cor.  3.  Si  le  triangle  ABC 
est  bi-rectangle,  c.-à-d.  s'il  a  deux 
angles  droits  B,  C,  le  sommet  A  sera  le 
pôle  de  la  base  BC  et  les  côtés  AB,  AC 
opposés  aux  angles  droits  seront  des 
quart-de-circ.  ;  car  les  angles  B,  C 
sont  ceux  des  plans  AOB,  BOC  AOC, 
BOC  et  ces  angles  étant  droits,  la  commune  intersection  AO 
de  ces  plans  sera  (928)  perpendiculaire  au  plan  BOC  et  par 
conséquent  (882)  aux  rayons  OB,  OC  ;  donc,  AOB,  AOC 
sont  des  angles  droits  et  AB,  AC  des  quart-de-circ. 

(1192)  Si  l'angle  A  est  en  même  temps  droit,  le  triangle 
ABC  est  tri-rectangle  ;  ses  angles  seront  alors  tous  des 
angles  droits,  et  ses  trois  côtés  des  quart-de-oirc. 

(1193)  Il  est  clair,  que  deux  triangles  tri-rectangles 
forment  la  moitié  d'un  hémisphère  ;  quatre  constituent  un 
hémisphère,  et  8,  une  sphère  entière. 

(1194)  Cor.  4.  On  vient  de  voir  que  la  surface  entière  de 
la  sphère  vaut  huit  triangles  tri-rectangles  ;  de  là,  si  l'on 
représente  par  T  la  surfkce  d'un  triangle  tri-rectangle, 
la  surface  entière  de  la  sphère  sera  8  T.  Ceci  posé,  si  l'on 
prend  l'angle  droit=l,  la  surfkce  de  la  lune  (989.  Déf  ) 
dont  rangle=A  s'exprimera:  2  AxT;  car,  (1079)  4:  A:: 
8T:2AxT,  où  A  représente  telle  partie  de  l'unité  que 
l'anj^-le  de  la  luns  l'est  d'un  angle  droit. 

(•)  L'étudiant  se  fera  une  excellente  idée  d'un  angle, 
triangle,  polygone,  ou  pyramide  sphérique,  ainsi  que  des 
divers  plans  composants  des  angles  de  ces  figures,  à  l'aide 
d'un  simple  cercle  en  papier,  coupé  en  un  seul  endroit 
AO  5  car,  il  lui  suffira  de  répartir  sur  la  circonférence  de 
ce  cercle,  divers  arcs  EB,  BC,  EC,  etc.,  moindres,  égaux,  ou  plus  grands  que 
des  quart-de-circ.  ;  ployer  ensuite  le  papier  à  l'endroit  des  rayons  OE,  OB, 
0  etc.,  reliant  les  extrémités  de  ces  arcs  au  centre  0  du  cercle  ;  puis,  faire 
rejoindre  les  extrémités  opposés  du  premier  et  du  dernier  de  ces  arcs  ;  pour 
avoir,  à  volonté  et  tour  à  tour,  un  triangle  isocèle,  équilatéral,  bi-  ou  tri 
rectangle  ou  obtusangle,  etc. 


u  cercle  ;  puis,  faire 
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(1195)  Sco.  2.  On  a  supposé  jusqu'ici,  conforméraent  à 
la  déf.  (1148)  que  chaque  côté  d'un  triangle  sphérique  est 
toujours  moindre  qu'une  demi-cire,  et 
chacun  des  angles  en  conséquence 
moindre  que  deux  angles  droits  ;  car 
si  le  côté  AB  est  moindre  qu'une  demi- 
cire,  et  AC  au8si<|circ.,  chacun  de 
ces  arcs  pourra  se  prolonger,  soit  en 
BD,  CD  ;  or  losang  les  ABC,  CBD  pris 
ensemble  valert  deux  angles  droits  ;  donc  l'angle  ABC  est 
moindre  que  doux  angles  droits. 

Rien  n'empêche  cependant  de  considérer  un  triangle 
sphérique  dont  certain  côté  soit  plus  grand  qu'une  demi- 
circonférence  et  certain  angle  plus  grand  que  deux  angles 
droits.  Si  l'on  prolonge  par  exemple  le  côté  AC  pour  en 
former  une  circonférence  entière  ACE,  la  partie  qui  reste 
après  avoir  soustrait  le  triangle  ABC  de  l'hémisphère,  est 
uu  nouveau  triangle  que  l'on  désigne  encore  ABC  et  dont 
les  côtés  sont  AB,  BC,  AEDC.  Ici,  le  côté  AEDC  est  plus 
grand  que  la  demi-cire.  AED  ;  et  en  même  temps,  l'angle  B 
qui  lui  est  opposé,  excède  deux  angles  droits,  de  la  quantité 
CBD  ;  et  il  est  clair  que  la  solution  d'un  triangle  de  cette 
espèce  est  toujours  réduisible  à  celle  du  triangle  de  même 
nom  qui  est  la  différence  entre  un  hémisphère  et  le  triangle 
donné. 

PROF.  X.  THÉOB. 

(1196)  Lei:»  triangles  sphériques  symétriques  ABC, 
DEF  sont  équivalents,  ou  égaux  en  surface. 

Soit  A  a=AC,  D  d=D¥  ;  ayant 
mené  (1157)  les  arcs  Ca,  F  d,  on 
aura  le  triangle  isocèle  aAC  égal 
au  triangle  isocèle  d  DF,  puisque  F 
l'égalité  des  côtés  AC,  DF  A  a, 
lî)d  et  des  angles  A,  D,  etc.  A;;'' 
permettra  (1177)  la  superposition 
de  ces  triangles  et  leur  coïnciden- 
ce parfaite.     Maintenant,  si  l'on 
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fait  C  c=C  a,  F/=F  ^,  on  aura  le  triangle  isocèle  a  C  t'= 
<iF/;  car  aC=dF,  et  comme  l'égalité  des  triangles  «Ae, 
f?DF  donne  l'angle  AC  a=DFd  et  que  l'angle  F  est  par 
hyp.=C,  on  aura  l'angle  dFf=aC  c;  donc  (1177)  les 
triangles  a  Ce,  c^  F/ peuvent  aussi  se  superposer  l'un  à 
l'autre  et  coïncideront  entièrement.  Soit  encore  a  6=;rt  c, 
de=df,  le  triangle  isocèle  bac  sera  égal  au  triangle  isocèle 
edf,  et  si  l'on  continue  indéfiniment  cette  opération,  faisant 
succesivement  c  h=c  6,  fg=fe  b  k=h  A,  e  l=e  g,  et  ainsi  de 
suite,  on  aura  enfin  divisé  chacun  des  deux  triangles  donnés 
en  un  nombre  égal  de  triangles  isocèles  respectivement 
égaux  entre  eux,  et  dont  la  somme  des  surfaces  de  l'un  sera 
en  conséquence  égale  à  celle  des  surfaces  de  l'autre  ;  donc, 
etc. 

(1197)  D'ailleurs.  Soient 
(1159)  P  et  Q  les  pôles  respectifs 
des  petits  cercles  passant  par  les 
pointa  A,  B,  C,  D,  E,  F,  des 
triangles  donnés  ;  ces  petits  cer- 
cles sont  égaux,  car,  les  cordes 
qui  sous-tendent  les  arcs  égaux 
AC,  DF,  sont  égales  entre  elles  ; 
on  a  de  même  :  corde  CB=corde 
FE,  corde  AB=corde  DE,  et  ces 
cordes  égales  forment  deux  tri- 
angles rectilignes  égaux  ABC, 
DEF  dont  les  cercles  circonscrits  sont  (417)  en  conséquence 
égaux.  Les  petits  cercles  étant  égaux,  les  arcs  de  grands 
cercles  PA,  PB,  PC  seront  (1152)  égaux  entre  eux  et  aux 
arcs  correspondants  QD,  QE,  QF.  Les  triangles  sphériques 
composants  APC,  APB,  BPC  sont  donc  isocèles  et  respecti- 
vement égaux  à  DQF,  DQE,  EQF,  pouvant  se  superposer 
l'un  à  l'autre  ;  donc  les  triangles  donnés  ABC,  DEP'  sont 
égaux;  car  on  aura,  quand  le  pôle  tombe  en  dehors,  ABC= 


isocèle  aC  c~ 

triangles  aAe, 
mgle  F  est  par 
onc  (im)  les 
lerposer  l'un   à 

encore  a  b^^a  c, 
triangle  isocèle 
j>ération,  faisant 
=eg,  et  ainsi  de 
triangles  donnés 

respectivement 
ices  de  l'un  sera 
e  l'autre  ;  donc, 
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en  conséquence 
I  arcs  de  grands 
itre  eux  et  aux 
gles  sphériques 
Mes  et  respecti- 
t  se  superposer 
BC,  DEP'  sont 
dehors,  ABC= 


APC-f-BPC-APB-=DQF+EQF-DQE=DEF,  et  quand  le 
pôle  tombe  en  dedans,  ou  a  APC+BPC+APB=DQF+EQF 
-j-DQE  ;  donc,  etc. 

PEOP.  ZL  THÉOR. 

(1198)  Si  les  circonférences  de  deux  grands  cercles 
AEB,  CED  s'intersectent  sur  la  surface  d'un  hémisphère 
ACBD-E,  la  somme  des  triangles  opposas  AEC,  BED 
ainsi  formés,  est  équivalente  à  la  surface  d'une  lune  dont 
l'angle  est  égal  à  l'angle  AEC  formé  par  les  cercles. 

Car,   prolongeant  les  arcs  EB,  'ï* 

ED,  jusqu'à  leur  rencontre  en  F 
sur  l'autre  hémisphère,  l'arc  EBF 
sera  une  demi-cire,  et  il  en  sera  de 
même  de  l'arc  AEB  ;  de  chacune 
(les  quelles,  si  l'on  retranche  EB,  il 
restera  AE=BF.  On  a  de  même 
DF-=CE  et  BD=AC.  Les  deux 
triangles  AEC,  BDF  sont  donc  (1175)  symétriques  et  en 
conséquence  (1196)  égaux  en  surface  ;  mais  la  somme  des 
triangles  BDF,  BED  est  équivalente  à  la  lune  EBFDE  dont 
l'angle  est  BED  ;  de  là,  AEC+BED  est  équivalente  à  la 
luiie  dont  l'angle  est  BED. 

(1199)  Sco.  Il  est  de  plus  évident  (1081)  que  les  deux 

pyramides  sphériques  qui  ont  pour  bases  les,  triangles 
sphériques  AEC,  BED,  sont  ensemble  égaux  à  l'onglet 
sphérique  dont  l'angle  est  BED. 

PROP.  XII.  THÉOR. 

(1200)  La  surfkce  d'un  triangle  sphérique,  ABC,  a  pour 
mesure  l'excédant  de  la  somme  de  ses  trois  angles  sur 
deux  angles  droits,  multiplié  par  le  triangle  tri-rectangle. 
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Prolongez  les  côtes  du  triangle 
jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  en  D,  G, 
etc.,  un  grand  cercle  ])FG  mené  à 
volonté  en  dehors  du  triangle.  Par 
le  dernier  théor.,  les  deux  triangles 
ADE,  AGH  valent  ensemble  la  lune 
dont  l'angle  est  A  et  qui  a  pour 
mesure  (1194)  2AT.  De  h\,  ADE+AGH=2AT  ;  pour  la 
même  raison  on  a  BGF+BID=2BT,  et  CIII+CFE=2CT  ; 
mais  la  somme  de  ces  six  triangles  excède  l'hémisphère,  de 
deux  fois  le  triangle  ABC,  et  l'hémisphère  est  représenté  par 
4T  ;  donc  deux  fois  le  triangle  ABC  vaut  2AT+2BT+2CT 
-4T  ;  donc,  ABC=(A+B+C— 2)  T  ;  donc  tout  triangle 
sphérique  est  égal  en  surface  au  produit  de  la  somme  de  ses 
trois  angles  moins  deux  angles  droits,  multiplié  par  le 
triangle  tri-rectangle. 

(1201)  Cor.  1.  La  surfkce  d'un  poly- 
gone sphérique,  EBC,  a  pour  mesure 
le  produit  de  la  somme  de  tous  ses 
angles  moins  autant  de  fois  2  angles 
droits  que  le  polygone  à  de  côté  moins 
deux,  par  le  triangle  tri-rect. 

Car,  chacun  de  ses  triangles  compo- 
sants a  pour  mesure  la  somme  de  ses  angles  moins  deux 
angles  droits,  par  le  triangle  tri-rect,  et  la  somme  des  angles 
de  tous  les  triangles  est  évidemment  le  même  que  celui  de 
tous  les  angles  du  polygone  ;  donc  etc. 

2°  Soit  S  la  somme  des  angles  du  polygone  sphérique,  n 
le  nombre  de  ses  côtés  et  T  le  triangle  tri-rect.  ;  prenant 
pour  l'angle  droit  l'unité,  la  surface  sera  B~2  (ii^2)  T, 
ou  (S-2  71+4)  T. 

(1202)  Cor.  2.  Quelque  soit  le  nombre  des  angles  droits 
dans  la  somme  des  anerles  moins  deux  angles  droits,  le 
triangle  ou  le  polygon*.  oné  contiendra  un  nombre  égal 
de  triangles  tri-rectangles  ^n  de  huitièmes  de  la  sphère.    Si 
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les  angles,  par  exemple,  valent  ensemble  4^  angles  droits,  la 
somme  des  angles  moins  2  angles  droit. ,  sera  2^  angles 
droits,  et  la  surface  du  triangle  ou  polygone  vaudra  2-^ 
triangles  tri-rect.,  soit  I+î**  ou  ^i  do  la  surface  de  la  sphère 
entière. 

(1203)  Sco.  Il  est  clair  qu'il  y  a  le  même  rapport  entre 
la  pyramide  tri-rect.  et  celle  qui  a  AI3C  pour  base,  ])uisque 
les  pyramides  de  même  hauteur  sont  (1053)  entre  elles 
comme  leurs  bases.  On  compare  de  même  l'angle  solide  au 
sommet  de  la  pyramide  avec  l'angle  au  sommet  de  la  pyr. 
tri-rect.  Ces  comparaisons  sont  fondées  sur  la  coïncidence 
des  parties  correspondantes,  car  si  les  bases  coïncident,  il  est 
évident  que  les  pyramides  elles  mêmes  coïncideront,  de 
môme  que  les  angles  solides  à  leurs  sommets  ;  d'où  on  déduit 
que  : 

(1204)  1°  Deux  pyramides  sphériques  triangulaires  sont 
entre  elles  comme  leurs  bases,  et  puisqu'on  peut  diviser  une 
pyramide  polygone  en  un  certain  nombre  de  pyramides 
triangulaires,  il  suit  que  deux  pyramides  sphériques  quel- 
conques sont  entre  elles  comme  les  polygones  qui  leur 
servent  de  bases  ;  conclusion  qui  dérive  aussi  immédiate- 
ment du  par.  (1082). 

(1205)  2°  Les  angles  solides  aux  sommets  de  ces  pyra- 
mides sont  aussi  comme  leurs  bases  ;  de  là,  pour  comparer 
deux  angles  solides,  on  n'a  qu'à  placer  leurs  sommets  aux 
centres  de  deux  sphères  égales,  et  les  angles  solides  seront 
entre  eux,  comme  les  polygones  sphériques  interceptés 
entre  leurs  plans  ou  faces. 

L'angle  vertical  de  la  pyr.  tri-rect.  est  formé  ou  contenu 
par  trois  plans  à  angles  droits  l'un  avec  l'autre.  Cet  angle, 
que  l'on  peut  appeler  un  angle  droit  solide,  servira  donc  de 
mesure  à  tout  autre  angle  solide.  Par  exemple,  si  la  surface 
du  triangle  ou  du  polygone  est  les  f  du  triangle  tri-rect, 
alors  l'angle  solide  correspondant  sera  aussi  les  %  de  l'angle 
solide  droit. 


. 


1 


|.*,;''î^':y.^K 


•it'v.^-;^.;""!'  ■* 


Jwm 

lî,.rfî:3?ff 


LlVlvE  V. 


TRIGONOMETRIE  RECTl LIGNE. 


DEFINITIONS  et  CONSEQUENCES. 


'««■■u*ti"«<'xii«ri«ti««itM*%«ni«%itw*%s»« 


(1206)  Rem.  On  a  déjà  vu  (222,  243,  266  et  321)  que  des 

six  parties  dont  tout  triangle  est  composé,  savoir,  trois 
côtés  et  trois  angles,  il  suffit  d'en  connaître  trois,  dont  l'une 
soit  un  côté,  pour  construire  le  triangle  ;  mais  ces  construc- 
tions ou  méthodes  graphiques,  exactes  qu'elles  soient  eu 
théorie,  ne  (\pnnent  dans  la  pratique  que  des  résultats  plus 
ou  moins  approximatifs,  à  cause  de  l'imperfection  des  ins- 
truments dont  il  est  nécessaire  de  faire  usage. 

Les  méthodes  trigonométriques,  au  contraire,  ensei- 
gnent à  déterminer,  par  le  calcul,  les  parties  inconnues  d'un 
triangle,  et  indépendantes  que  sont  ces  méthodes  de  toute 
opération  mécanique,  elles  donnent  avec  exactitude  les  so- 
lutions voulues. 


Ces 
ap[)ol 
très  H 
côtés 
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que  des 
[ir,  trois 
>ut  l'une 
îonstruc- 
loient  eu 
[ats  plus 

des  io8- 


Cos  méthodcH  sotit  fontU'îos  Hur  Ich  propriéti'S  do  lignes 
appelées  trigonométriques,  luncpielIeH  rouniiHrteiit  un  moyen 
très  simple  (rexi)rimer  en  notnbres  les  relations  entre  le» 
cotés  et  les  angles  des  triangles. 

(1207)  Déf.  l'our  les  tins  du  calcul  trigo!ionnHri(p>c,  on 
divise  la  circonférence  du  cercle  en  8G0  jtarties  égales  ([u'on 
u[)pelle  dégrés;  cliatpio  degré  se  divise  en  00  parties  égales 
ai)pelées  minutes;  clia([ue  minute  en  (30  j)arlies  égales  qu'on 
nomme  secondes  ;  la  seconde  se  divise  eficore  en  00  parties 
égales  appelées  tierces,  et  ainsi  de  suite;  mais  plus  com- 
munément on  divise  la  seconde  en  décimales,  c'est-à-dire, 
en  dixièmes,  centièmes,  millièmes,  etc.,  de  seconde.  Et, 
autant  il  y  a  de  dégrés,  minutes,  secondes,  etc.,  dans  un 
arc  quelconque,  autant  il  y  a  de  dégrés,  minutes,  secondeB, 
etc.,  dans  l'angle  que  mesure  (425)  cet  arc. 

(1208)  Cor.  1.  La  demi-circonférence,  ou  mesure  de 
deux  angles  droits,  contient  ^  180  dégrés;  le  quart- 
de-oirconférenoe,   ou  mesure   d'un  angle  droit,  contient 

l'î"  ou  -^S"  =  90  dégrés. 

(1209)  Cor.  2.  Tout  arc  est  à  la  circonférence  entière 
dont  il  fkit  partie,  comme  le  nombre  de  dégrés  et  parties 
de  dégrés  qu'il  contient,  est  au  nombre  360  ;  et  (427) 
tout  angle  est  à  quatre  angles  droits,  comme  le  nombre 
de  dégrés  et  parties  de  dégrés  dans  l'arc  qui  en  est  la 
mesure,  est  à  360. 

(1210)  Cor.  3.  De  là  aussi,  les  arcs  qui  mesurent  un 
même  angle,  contiennent — quelque  soit  le  rayon  avec  le- 
quel on  les  a  décrits — le  même  nombre  de  dégrés  et  par- 
ties de  dégrés  ;  car  (428)  le  nombre  de  dégrés  et  parties  de 
degrés  contenus  dans  chacun  de  ces  arcs  a  le  même  rapport 
à  360  que  l'angle  qu'ils  mesurent  à  quatre  angles  droits. 

(1211)  On  désigne  comme  suit  les  dégrés,  minutes,  se- 
condes, etc.,  contenus  dans  un  arc  ou  angle  quelconque  ; 
savoir  :  °,  ',  ",  "\  ainsi  49°,  60',  24'^,  42'",  veut  dire  49 
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dégrés,  30  minutes,  24  secondca  et  42  tierces  ;  et  16°,  6', 
15.325",  signifie  16  dégrés,  6  minutes,  15  secondes  et  325 
millièmes  do  secondes. 

(1212)  Déf  llappelons-nous  que  le  complément  d'un 
angle  ou  d'un  arc,  est  (130)  ce  qui  reste  après  avoir  retran- 
ché cet  angle  ou  cet  ftrc  de  90°.  Ainsi,  le  complément  de 
25°,  40'  est  égal  à  90^— 25°,40'=64°,20',  et  le  complément 
de  12°,  4',  32''  est  égal  à  90°-12°  4'  32"=79°  55'  28". 

2°  Les  deux  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle  va- 
lent ensemble  (262)  un  angle  droit;  ils  sont  ou  conséquence 
compléments,  l'un  de  l'autre. 

3°  Le  complément  d'un  angle  étant,  par  la  déf.,  la  dif- 
férence entre  cet  angle  et  un  angle  droit  ;  l'excédant  d'un 
angle  obtus  sur  un  angle  droit  ou  la  différence  entre  cet 
angle  et  un  angle  droit  sera  le  complément  de  l'angle 
obtus. 

(1213)  Déf.  Rappelons-nous  aussi  que  (130)  deux  angles 
qui  valent  ensemble  deux  angles  droits  et  par  conséquent 
(1207)  deux  arcs  qui  valent  ensemble  une  demi-circonfé- 
rence, sont  appelés  suppléments,  l'un  do  l'autre.  En  d'autres 
termes,  le  supplément  d'im  angle  ou  d'un  arc  est  ce  qui 
reste  après  avoir  retranché  cet  angle  ou  cet  arc  de  180°. 

2°  Dans  tout  triangle,  l'un  quelconque  des  angles  est 
le  supplément  de  la  somme  des  deux  autres  ;  puisque 
(250)  les  trois  pris  ensemble  valent  180°. 

(1214)  Déf.  On  appelle  sinus 
d'un  arc  AB  ou  de  l'angle  ACB 
dont  cet  arc  est  la  mesure,  la 
droite  BD  menée  par  l'une  B  des 
extrémités  de  l'arc,  perpendicu- 
lairement au  diamètre  AF  qui- 
passe  par  l'autre  extrémité  A  du 
même  arc. 
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(1215)  Cor.  1.  Le  sinus  d'un  quart-de-ciro.  ou  d'un  an- 
gle droit,  est  égal  au  rayon. 

(1216)  Cor.  2.  Le  sinus  d'un  arc  est  (408)  la  demi- 
oorde  du  double  de  cet  arc.  Or,  on  a  vu  (643)  que  le 
rayon  du  cercle  est  égal  à  la  corde  d'un  sixième  de  la 
circonférence  ;  donc  le  demi-rayon  est  le  sinus  d'un 
douzième  de  la  circonférence  ou  du  douzième  do  300°  ou 
do  4  angles  droits,  c.-à-d.,  de  30°,  ou  du  tiers  d'un  angle 
droit. 

2'  On  trouve  donc  au  besoin  la  corde  d'un  arc,  égale  au 
double  du  sinus  de  cet  arc. 

(1217)  Déf.  Le  sinus- verse  d'un  arc  AB  ou  d'un  angle 
ACJ3  est  la  partie  AD  du  diamètre  comprise  entre  l'une  A 
des  extrémités  de  l'arc  et  le  pied  D  du  sinus  mené  par 
l'autre  extrémité  B  du  même  arc. 

(1218)  Déf.  La  tangente  d'un  arc  AB  ou  d'un  angle  ACB 
est  la  droite  AE  qui  touche  l'arc  à  l'un  A  de  ses  extrémités 
et  qui  est  terminée  par  le  prolongement  du  diamètre  BG 
passant  par  l'autre  extrémité. 

(1219)  Cor.  La  tangente  d'un  demi-angle  droit,  est 
(248)  égale  au  rayon. 

(1220)  Déf.  La  sécante  d'un  arc  AB  ou  d'un  angle 
ACB  est  la  droite  CE  menée  du  centre  C  du  cercle  par 
l'une  B  des  extrémités  de  l'arc  et  terminée  par  la  tangente 
AE  qui  passe  par  l'autre  extrémité  A. 

(1221)  Cor.  1.  Il  suit  des  définitions  (121'i,  1218,  1220) 
que  le  sinus,  la  tangente  et  la  sécante  d'un  angle  ACB 
ou  d'un  arc  AB  sont  en  même  temps  le  sinus,  la  tangente 
et  la  sécante  du  supplément  FCB  ou  FIIB  de  cet  angle 
ou  de  cet  arc  ;  car,  la  droite  BD  qui  passe  par  l'extrémité 
B  de  l'arc  FHB  est  perpendiculaire  au  diamètre  FA  qui 
passe  par  l'autre  extrémité  ;  et,  pour  ce  qui  est  de  la  tan- 
gente AE  et  de  la  sécante  CE,  il  suffit  de  substituer  à  l'arc 
FHB  son  égal  (138)  AG,  pour  s'apercevoir  que  chacune  de 
ces  lignes  répond  à  la  définition  qu'on  vient  d'en  donner. 
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2°  Il  C8t  clair  (1217)  i[\\o  lo  sinufl-verBO  do  l'angle  FOB  ou 
(lo  l'arc  ran=Fl). 

(1222)  Cor.  2.  Le  sinus  BD,  le  sinus-verse  A\\  la 
tangente  7VE  et  la  sécante  CE  d'un  arc  A 13  qui  mesure 
un  angle  donné  A(^B,  est  au  sinus  NO,  sinus  verse  MO, 
tangente  MP  ou  sécante  CP  de  tout  autre  arc  MN  qui 
mesure  le  même  angle  ACB,  comme  le  rayon  du  premier 
aro  est  au  rayon  du  second. 

Car,  les  parallèlca  BD,  NO 
AE,  MP  donnent  (518  on  520) 
BD  :  NO  ::  rayon  CB  :  rayon  CN, 
et  AE  :  MP  ::  rayon  CA  ou  CB  : 
rayon  CM  ou  CN  ;  de  pins,  CE  : 
CP::CA:CM;  de  mémo,  parce 
que  BC:DC::NC:OC,  c.-à-d.,  AC:  D(5::  MC  :  OC,  on  a, 
convertendo  (98)  et  alternando  (94)  AD:  MO  ::  AC  :  MC  ; 
donc,  etc. 

(1S223)  Sco.  Donc,  si  l'on  construisait,  pour  un  rayon 
donné,  des  tables  indiquant  en  nombres  les  sinus,  tangente  , 
sécantes  et  sinus-verses  de  certains  angles  ;  ces  nombres  in- 
diqueraient en  même  temps  les  relations  ou  rapports  des 
sinus,  tangentes,  etc.,  des  marnes  angles,  pour  un  rayoa 
quelconque. 

Dans  ces  tables  appelées  trigonométriques  et  dont  on 
expliquera  bientôt  la  construction  et  l'usage,  le  rayon  est 
supposé  égal  à  l'unité  ou  à  10,  100,  1000,  etc. 

(1224)  Déf.   Pour  abréger,  on  appelle  co-sinus,   co-tan- 

gente,  et  oo-sécante  d'un  angle  ACB  ou  de  son  supplé- 
ment FOB,  le  sinus,  la  tangente 

et   la    sécante   du    complément 

(1212)  HCB  de  cet  angle.   Ainsi, 

soit  BL  ou  son  égal  DC  le  sinus 

de  l'angle  HCB,  IIK  la  tangente 

et  CK  la  sécante  du  même  angle  ; 

BL  ou  CD  sera  le  cosinus,  HK 

la  cotangente  et  CK  la  cosécante 

de  l'angle  ACB,  ou  de  son  supplément  FCB. 
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Oti  pont  ausHi  dosignor  lo  cosimis:  la  partio  du  rayon 
coiupriso  entre  lo  contro  C  et  lo  pied  i)  du  ainua. 

(1225)  Cor.  1.  Le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre 
la  tangente  et  la  cotangente  d'un  angle  quelconque 
AUB;  c-à  (l.,  tatii?.  ACBXcot.  ACB^ll'^;  car,  les  angles 
1IK(',  AC13  sont  (153)  égaux,  à  cause  des  parallèles  HK,  CA, 
et  les  angles  KIIC,  CAE  sont  droits;  donc,  les  triangles 
CAE,  KIIC  Pont  semblables  et  donnent  (520)  AE:AC:: 
IICouAC:HK;d'où,(86)AExHK=ACxHC-:ACxAC= 
AC'-^^lt^. 

(1226)  Cor.  2.  Le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre 
le  cosinus  et  la  sécante  d'un  angle  quelconque  ACB  ;  ou, 
C09.  ACB  X  sec.  ACB==R'^  ;  car  les  parallèles  BD,AE  don- 
nent CD  :  CB  ou  C  A  ::  CA  :  CE  ;  d'où,  CDx  CE=CA''^=R2. 

(1227)  Cor.  3.  Le  carré  du  rayon  d'un  arc  est  égal  à  la 
somme  des  carrés  du  sinus  et  du  cosinus  de  cet  arc,  ou 

sin  "A+  COS.  A=K  ,  A  étant  un  aro  quelconque,  car  (305) 
ri'/=BD  4-CD".  On  aura  donc,  au  besoin,  le  coa.  CD  d'un 
arc  AB  ou  d'un  angle  ACB=V^CB^BD'^=V^ïi^in?7  on 
aura  de  même  le  sinus  =  ^HJ^—cos.''^. 

(1228)  Cor.  4.  Etant  donnés  le  sinus  et  le  cosinus  d'un 
arc  A  ou  d'un  angle  A,  on  obtient  aisément  la  tangente,  la 
sécante,  la  cotangente  et  In  cosécante  de  cet  angle  ou  arc  à 
l'aide  des  formules  ou  proportions  suivantes,  que  donnent 
les  triangles  semblables  CDB,  CAE,  CHK  ;  sJavoir  : 

J?  flirt  _\ 
CD  :  BD  ::  CA  :  AE  ;  ou  cos.  A:  sin.  A  ;:  R  :  tang.  A=7.^--^. 


CD  :  CB  ::  CA  :  CE  ;  ou  cos.  A  :  R.  ::  R  :  sec.  A= 


R^ 


BD  :  CD  ::  CH  :  HK  ;  ou  sin.  A  :cos.  A  ::  R  ;  cot.  A 


cos.  A 
Rcos.  A 


sin.  A 


R'-^ 


BD:CB::CH:CK:ou8in.A:R::R:coséc.A=-.^^. 

•  '  .  Bin.  A 


2'»; 


I^B^BIh 

H 

rr'^^nimlli 

WÊÊ 

^^^ÊM 

i 


fefiS'''' 


tel'd  'Vil  "-.•,;>■    ■■■'  ■   '  f* 


11-^^^  HP 


^;l^5». 


460 


TEIOONOMÉTBIE 


-B 


(122^)  Cor.  5.  Des  sommets  C,  C, 
comme  centres,  ayant  décrit,  avec 
les  rayons  ^ C,  CA  et  C'C,  C'A,  les 
arcs  C'B,  D'A  et  CB,  DA,  il  est 
clair  que  si  dans  un  triangle  rec- 
tangle quelconque  CAC  on  prend 
pour  rayon  l'hypoténuse,  les 
côtés  AC,  AC  deviennent  les 
sinus  des  angles  opposés  C,  C,  ou  les  cosinus  des  angles 
adjacents  C>  C  ;  et  si  l'on  prend  pour  rayon  l'un  AC  ou 
AC  des  côtés,  l'autre  côté  devient  la  tangente  de  l'ang.^e 
opposé,  et  l'hypoténuse  la  sécante  de  cet  angle. 

On  a  donc,  en  prenant  l'hypoténuse  CC  pour  rayon  : 
hyp.  ce  :  côté  AC  ::  R  :  siu.  C  ou  cos.  C  ; 
hyp.  CC  :  côté  AC  ::  R  :  siu.  C  ou  cos.  C  ; 

Prenant  maintenant  pour  rayon  le  côté  AC,  on  a 

côtéAC  :  côtéAC    ::    R  :  tang.  C  et 
côtéAC  :  hyp.CC    ::    R  :  séc.  C. 

Et  si  l'on  prend  AC  pour  rayon,  on  aura 

côté  AC  :  côtéAC  ;:  R  :  tani?.  C  et 
côté  AC  :  hyp.  CC  ::  R  :  séc.  C'  ;  donc  : 

1*^  Dans  tout  triangle  rectangle,  l'hypoténuse  est  à 
l'un  ou  l'autre  des  côtés,  comme  le  rayon  est  au  sinus 
de  l'angle  opposé  à  ce  côté,  ou  au  cosinus  de  l'angle  ad- 
jacent à  ce  côté. 

2°  L'un  quelconque  des  côtés  est  à  l'autre,  comme  le 
rayon  est  à  la  tangente  de  l'angle  opposé  à  ce  dernier  ou 
agacent  au  premier  côté. 

3°  L'un  quelconque  des  côtés  est  à  l'hypoténuse, 
comme  le  rayon  est  à  la  sécante  de  l'angle  aigu  adjacent 
à  ce  côté. 

(1230)  Sco.  1.  Si  l'on  exprime  arithmétiquement  les  analo- 


gies ( 
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ffiesdu  dernier  corollaire,  on  aura  (60)  en  prenant  l'unité  pour 

AC  AC 

rayon  :    eîu,  C=— -,-=cos.  C  ;  sin.  C'=  -— ^  =cos.  C  ; 

AC    ,.„,-,,  _AC..,.^    ce.   _,_  ^,    ce 


tang.C=^  ;  tang.  C=^-^,;  sée.C=^  ;  séc.  C=—  ; 

c'est-à-d.,  que  : 

i°  Dans  tout  triangle  rectangle,  le  sinus  d'un  des 
angles  aigus  est  égal  au  côté  opposé  divisé  par  l'hypo- 
ténuse. 

2^  La  tangente  d'un  des  angles  aigus  est  égale  au  quo- 
tient du  côté  opposé  par  le  côté  adjacent. 

3°  La  sécante  d'un  des  angles  aigus  est  égale  au  quo- 
tient de  l'hypoténuse  par  le  côté  adjacent  à  l'angle  aigu. 

(12&1)  Sco.  2.  Prenant  encore  l'unité  pour  rayon,  on 
obtient  (86)  les  expressions  :  AC'=CC'xsin.  C  ou  cos.  C  ; 
AC^C'Cxsin.C'ou  cos.C;  ou,  AC'==AC X tang.  Cou cot.C  ; 
et  AC= AC  X  tang.  C  ou  cot.  C  ;  CC'= AC  x  séc.  C  ou  (1224) 
cosée.  C'=AC'X8éc.  C  ou  coséc.  C  ;  c'est-à-dire  : 

1°  Dans  tout  triangle  rectangle,  la  perpendiculaire 
(ou  l'un  des  côtés)  est  égale  à  l'hypoténuse  multipliée 
par  le  sinus  de  l'angle  à  la  base  (ou  adjacent  à  l'autre 
côté). 

2°  La  base  ou  l'un  des  côtés,  est  égale  à  l'hypoténuse 
multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  adjacent  à  la  base  ou 
à  ce  côté. 

3°  La  perpendiculaire  ou  l'un  des  côtés  est  égale  à  la 
base  ou  à  l'autre  côté  multipliée  par  la  tangente  de  l'angle 
à  la  base  ou  adjacent  à  ce  côté. 

4°  La  base  ou  l'un  des  côtés  est  égale  à  la  perpendicu- 
laire ou  à  l'autre  côté  multipliée  par  la  cotangente  de 
l'angle  à  la  base  ou  adjacent  à  ce  côté. 

5°  L'hypoténuse  est  égale  à  l'un  quelconque  des  côtés 
multiplié  par  la  sécante  de  l'angle  adjacent  à  ce  côté  ou 
ce  qui  est  la  même  chose  (1224)  par  la  cosécante  de  l'angle 
opposé  à  ce  côté. 
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(1232)  Cor.  6.  Dans  tout  triangle 
ACB,  si  l'on  mène  une  perpendi- 
culaire CD  de  l'un  quelconque  C 
des  angles,  au  côté  opposé  AB  ; 
les  segments  AT),  BD  de  ce  côté 
seront  entre  eux  comme  les  tan-  A 
gentes  des  parties  composantes  ACD,  BCI)  de  l'angle 
opposé  C.  Ciir,  les  triangles  rectangles  ADC,  BDC  don- 
nent (Cor.  5.)  CD  :  DA  ::  R  :  tang.  ACD  et  CD  :  DB  ::  R  :  tang. 
BCD  ;  d'où,  ait.  (94)  CD  :  R  ::  DA  :  tang.  ACD  et  CD  :  R  :: 
DB  :  tang.  BCD  ;  mais  (75  Ax.)  DA  :  tang.  DCA  ::  DB  :  taug. 
DCB  (*)  ;  donc.  ait.  DA  :  DB  ::  tang.  DCA  :  tang.  DCB. 

(1233)  En  résumé,  soit  AB  un  arc  quelconque  et  FJ3  son 
supplément,  ou  ACB  un  angle  quelconque  et  FCB  son 
supplément  ;  on  a  les  Définition?  suivantes  : 


BD=sin.  AB  ou  FB 
BL=co8.  AB  ou  FB 
AE=tang.  AB  ou  FB 
HK=cot.  AB  ou  FB 
CE=8éc.  AB  ou  FB 
CK:=coséc.  AB  ou  FB 
AD=sin.-ver.  AB 


=8in.  ACB  ou  FCB 
=cos.  ACB  ou  FCB 
=tang.  ACB  ou  FCB 
=cot.  ACB  ou  FCB 
=séc.  ACB  ou  FCB 
=coséc.  ACB  ou  FCB 
=sin.-ver.  ACB 


HL=co8in.-ver.  AB  ou  FB=co8in.-ver.  ACB  ou  FCB 
FD=8in.-ver.  FB  ==8in.-ver.  FCB 

2°  Et  les  corollaires  suivants  : 

Sin.O°  =  0,  tang.  0^  =  0,  C08.0^  =  R,  séc.  0^  =  R, 
sin.  90°=R,  COS.  90o=O,  cos.  Oû=8in.  90°=R  ;  8in.'^+co8.'^= 
R  ;  d'où,  sin.=l^R^— cos.^)  etco8.=l^R'^— 8in'2  ;  tang.Xcot. 

2  R^  R2  2 

=R  ;  d'où,  tang.=^;^^  et  cot.=^— — -  ;  cos.  x  séc.^R  ;  d'où, 


cot. 


cos.=- 


R 


et8éc.= 


R 


sec. 

r2 


cos. 


taug. 

.  *«  RXain.        ,      Rxcos. 

;  tang.== — — - —  ;  cot.=^ 


cos. 


8in. 


co8éc.= — -. —  ;  etc.  Tang.  45°=cot.  45''=R. 

siu. 

(•)  L'élève,  en  écrivant  l'une  au-dessus  de  l'autre,  les  proportions  qui 
concourent  au  résultat,  DA  :  DB  :  :  tang.  DCA  :  tang.  DCB,  saisira  de  suite 
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(1234)  Rem.  Quant  à  la  tangente, 
elle  augmente   rapidement  à  me- 
sure   que   le  point  B   s'approche 
de  II,  c.-à-d.,    à  mesure   que   l'arc 
AB  s'approclie  d'un  quart-de-circ. 
ou  l'angle  ACB  d'un  angle  droit  ; 
et  arrivé  à  ce  point,  la  tangente 
proprement  dite  n'existe  plus,  puis- 
que la  sécante  ou  droite  limitative  CE  prend  alors  la  direction 
CH,  et  devenant  parallèle  à  AE,  ne  peut  plus  la  rencontrer. 
La  tangente  devient  donc  infinie  et  s'exprime  :  tang.  90®=qo  . 
Le  complément  de  90*  étant  0°,  on  a  tang.  O°=cot.  90°  et 


cot.  0°==tang.  90°  ;  d'où,  cot.  90°= 


=0  et  cot.  0=00 


PROPOSITION  I.  THÉORÈME. 

(1235)  Les  côtés  de  tout  triangle  rectiligne  ABC  sont 
entre  eux  comme  les  sinus  des  angles  opposés. 

Car,  ayant  mené,  de  l'un 
quelconque  A  des  angles  du 
triangle,  une  perpendiculaire 
AD  au  côté  opposé  BC,  le  tri- 
angle rectangle  ADB  donne 
(1229  1°)  AB:  AD::R:sin.     B       D  C 

B  et  le  triangle  rectangle  ADC  donne  AC  :  AD  ::  R  :  sin.  C  ; 
d'où,  (86  et  68)  ABxein.  B  =  ADxR^ACxsin.  C  ;  donc, 
(88)  AB  :  sin.  C  ::  AC  :  sin.  B,  ou  ait.,  AB  :  AC  ::  sin.  C  :  sin.  B. 
On  ferait  voir  de  même  que  AB:BC::sin.  C  rsin.  A;  donc 
AB  :  AC  :  BC  ::  sin.  C  :  sin.  B  :  sin.  A  ;  donc,  etc. 


f. 


mu 


T<Ï3 


et  plus  aisément  les  nouvelles  analogies  que  feront  subir  aux  termes  de  ces. 
proportions,  l'alternation  (94)  et  l'axiome  (75)  dont  il  s'agit  ;  et  en  général, 
une  pareille  disposition  des  termes  de  deux  ou  plusieurs  proportions  fera 
mieux  voir  les  rapports  qui  existeront  entre  ces  termes  après  les  opérations 
de  l'inversion  (93),  composition  (95),  division  (96),  etc.,  etc. 


s^m  ■■  ai*'*®  \*. 
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2°  Si  la  perpendiculaire  AD  tombe  en  dehors  du  tri- 
angle ABC,  les  triangles  rectangles  ADB,  ABC  donnent 
encore  les  proportions  R:  sin.  ACD  ::  AC  :  AD  et  R'.sin. 
ABD  ou  B::AB:AD,  dans  lesquelles  les  extrêmes  sont 
égaux  et  les  termes  moyens  en  conséquence  proportionnels, 
savoir  :  8in.ACD:sin.  B::  AB  :  AC;  mais  l'angle  ACB  est 
supplément  de  ACD  :  de  là  (1221)  sin.  ACB^sin.  ACD 
et  l'on  a,  comme  auparavant,  sin.  C  :  ain.  B  ::  AB  :  AC 
ou  AB  :  AC  :;  sin.  C  :  sin.  B. 

(1236)  D'ailleurs.  En  inscrivant  dans 
un  cercle  le  triangle  donné,  il  est  clair 
que  chacun  de  ses  côtés  est  la  corde 
d'un  arc  double  (442)  de  celui  qui  est 
la  mesure  de  l'angle  opposé  et  (1216)  la 
demi-corde  d'un  arc  est  le  sinus  de  la 
moitié  de  cet  arc  ;  or,  les  moitiés  sont  (69)  comme  les  touts  ; 
donc  les  côtés  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  angles 
opposés. 

PROP.  II.  THÉOR. 

(1237)  La  somme  des  sinus  de  deux  arcs  AB,  AC,  est  à 
la  diftérence  de  ces  sinus,  comme  la  tangente  de  la  demi- 
somme  de  ces  arcs,  est  à  la  tangente  de  leur  demi- 
diftérence ;  c.-à.d.,  sin.  AB  -|-  sin.  AC  :  sin.  AB~giu.  AC:: 
tang.  AB  +  AC  :  tang.  AB— AC. 


Soit  AD=AB,  BD  sera  (407)  per- 
pendiculaire à  OA  et  DII^BH  ;  soit 
encore  CG  parallèle  à  OA  et  par 
conséquent  perpendiculaire  à  BD,  on 
aura  FH=CE,  BF=BH-f  CE  =  sin. 
AB  +  sin.  AC,  DF  =  DH  (ou  BH)- 
CE=8in.  AB— sin.  AC  ;  de  plus,  l'arc 
BC-AB+AC  et  CD  =  AD  (ou  AB) 
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— AC.  Ayant  mcMié  GD,  GB,  on  a  (1232)  BF  :  FD::  tan^?. 
BGF  :  tiing.  DGF  ;  mais  tang.  BGF  ou  BGC=tang.  J  arc  BC, 
parce  que  (440)  l'angle  BGC=|  BOO  dont  la  mesure  est  en 
conséquenco  (442)  ^  BC.  On  a  de  même,  tang.  DGF  ou 
DGC=tang.  |  DC  ;  donc,  BF  :  FD  ::  tang.  i  arc  BC  :  tang.  | 
arc  CD  ;  donc,  etc. 

(1238)  Cor.  1.  Do  même  que  BF  est  la  somme  et  DF 
la  dittérence  des  sinus  des  arcs  AB,  AC,  il  est  clair  que  GP 
est  la  somme  et  FC  la  différence  des  cosinus  OE,  OH  de  ces 
arcs  ;  et  comme  tangente  BGF=cot.  GBF,  ou  démontre 
aisément  que  GF  :  FC  ::  cot.  ^  arc  BC  :  tang.  J  arc  DC  ;  de 
là,  la  somme  des  cosinus  de  deux  arcs,  est  à  la  difTéreiice 
de  ces  cosinus,  comme  la  cotangente  de  la  demi-somme 
de  ces  arcs,  est  à  la  tangente  de  leur  demi-difierence. 

(1239)  Cor.  2.  Le  triangle  rectangle  BFG   donne  GF  : 
BF::B  :  tang.  BGF  ;  donc,  cos.  AB+cos.  AC  :  sin.  AB+ 
sin.  AC::R  :  tang.  |  (AB+AC)  et  de  même,  à  l'aide  du 
triangle  DFG,  ou  a  cos.  ABf  cos.  AC  :  sin.  AB— sin.  AC  :: 
R  :  tang.  |  (AB— AC). 

(1240)  Cor.  3.  Si  les  deux  arcs  valent  ense  ible  90°,  la 
tangente  d  i  leur  demi-somme,  c.-à-d.,  de  45°,  est  égale  (1219) 
au  rayon,  et  l'arc  CD  étant  l'excédant  de  l'arc  BD  sur  l'arc 
BC  ou  sur  90°,  la  moitié  de  l'arc  CD  sera  l'excédant  de  la 
moitié  de  BD  sur  la  moitié  de  BC,  c.-à-d.,  sera  l'excédant  de 
AD  sur  45°  ;  donc,  quand  la  somme  de  deux  arcs=90°,  la 
somme  des  sinus  de  ces  arcs,  est  à  leur  difierence,  comme 
le  rayon,  est  à  la  tangente  de  la  difierence  entre  chacun 
d'eux  et  45°. 

FROP.  III.  THÉOS. 

(1241)  Dans  tcflit  triangle  rectiligne,  ABC,  la  somme  de 
deux  quelconques  des  côtés,  est  à  leur  différence,  comme 
la  tangente  de  la  demi-somme  des  deux  angles  opposés, 
est  à  la  tanger  te  de  leur  demi-différence  ;  c.-à-d.,  AB-f- 
AC  :  AB-AC  ::  tang.  i  (B+C)  :  tang.  |  C-B. 
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En  effet,  (1235)  AB  :  ACrrsin.  Cisin.  B  ;  d'où,  div.  (96) 
AB— AC  :  AC  ::  sin.  C— ain.  B  :  sin.  B,  et  conip.  (95)  AB+ 
AC  :  AC  ::  sin.  B+sin.  C  :  sin.  C  ;  d'où  (100)  AB+AC  :  AB- 
AC  nain.  B+sin.  C  :  sin.C— sin.  B;  mais,  par  la  dernière 
proposition,  sin.  B+sin.  C  :  sin.  C— sin.  B  ::  tang.  |  (lî+C)  : 
tang.  HC— B);  de  là  (75  Ax.)  AB+AC  :  AB-AC  ::  tang. 
I  (B+C)  :  tang.  i  (C--B).  Voyez  la  note,  page  4G2. 

(1242)  Autrement,  et  sans 
l'aide  du  dernier  théorème 
(1237).  Ayant  prolongé  BA 
d'une  quantité  AD= AC,  joint 
DC,  mené  AE  perpendiculaire 
à  CD,  et  AF,  EG  parallèles  à 
BC  ;  on  a  (251)  l'angle  exté- 
rieur CAi)=B+C,  l'angle  DAE  =  (235  et  236)i  CAD=J 
(B+C),  et  parce  que  l'angle  DAF=B,  à  cause  de  AF  parallèle 
à  BC,  il  est  clair  que  l'angle  FAE=i(C— B).  Maintenant 
la  parallèle  EG,  menée  par  le  point  milieu  E  de  CD,  bissecte 
(509  ou  518)  le  côté  BD  du  triangle  BDC  ;  on  a  donc  GD 
=GB=|BD=|(AB+AC),àcau8e  de  AD=AC  par  constr., 
et  AG=(366)  i  (AB-AD)-=i  (AB— AC).  Dans  le  triangle 
rectangle  AED,  prenant  pour  rayon  le  côté  AE,  l'autre  côté 
ED  devient  (1229)  la  tangente  de  l'angle  DAE,  c.-à-d.,  de  h 
(B+C),  et  EF  la  tangente  de  l'angle  FAE,  c.-à-d.,  de  i 
(C— B)  ;  et  les  triangles  semblables  GED,  AFD  donnent  (518) 
GD  î  G  A  :  :  ED  :  EF^ou  (73  Ax.)  2GD  :  2G  A  :  :  ED  :  EF,  c.-à-d., 
BD  (ou  BA+AC)  :  2GA  (ou  AB— AC)  ::  tang.  DAE  ou 
tang.  l  (B+C)  :  tang.  FAE  ou  tang.  |  (C— B)  ;  donc,  etc. 

(1243)  Sco.  A  l'aide  de  |  (B+C)  et  de  i  (C— B),  on  obtient 
B  et  C  séparément  (368)  savoir:  C=|(B+C)+i  (C-B)  et 
B=J(B  +  C)— |(C— B)  ou,  après  avoir  trouvé  C,  on  a  B= 
(B+C)— C;  le  plus  grand  C  des  deux  angles  cherchés  étant 
toujours  opposé,  comme  on  l'a  vu  (267)  au  plus  grand  côté 
AB,  et  le  plus  plus  petit  angle  B,  au  plus  petit  côté  AC. 
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(1244)  Si  du  sommet  A  d'un  des  angles  d'im  triangle 
rectiligne  quelconque  ABC,  l'on  abaisse  une  perpendi- 
culaire AD  sur  la  base  BC  prolongée  s'il  le  faut  ;  la 
somme  des  segments  de  la  base,  est  à  la  somme  des  deux 
autres  côtés  du  triangle,  comme  la  différence  de  ces 
côtés,  est  à  la  diftérence  des  segments  de  la  base  ;  ou 
BD+DC  :  AB+AC  ::  AB-AC  :  BD-DC. 

Cette  proposition  a  déjà  (578) 
été  dôinoutrée,  pour  le  cas  où  la 
perpendiculaire  tombe  en  dedans 
(lu  triangle,  et  l'on  voit  de  suite 
qu'il  en  est  tout  de  même  quand 
la  perpendiculaire  tombe  5n  dehors, 
faisant  attention  seulement,  que  les 
serments  de  la  base  sont,  dans  le  second  cas,  comme  dans  le 
premier,  les  distances  BD,  CD  de  chacune  des  extrémités  B, 
C,  de  la  base,  à  la  perpendiculaire  AD. 

(1245)  D'aiUeurs.  On  a  vu  (614)  que  (AB+AC)x(AB— 
AC)=(BD+DC)X(BD-DC)  ;  d'où  il  suit  (88)  que  (BD+ 
DC)  :  (AB+AC)  ::  (AB-AC)  :  (BD-DC). 

(1246)  Sco.  A  l'aide  de  BD+DC  et  de  BD-DC,  on 
obtient  BD  et  DC  séparément  (367)  savoir  BJ)=^  (BD+DC) 
+i  (BD-DC)  et  DC=i  (BD+DC)-|  (BD-DC)  ou  DC= 
(BD+DC)-BD. 

PROP.  V.  THÉOR. 

(1247)  Dans  tout  triangle  rectiligne  ABC,  le  cosinus 
de  l'un  quelconque  B  des  angles,  est  égal  au  rayon  multi- 
plié par,  la  difïéreiice  entre  la  somme  des  carrés  des  côtés 
adjacents  à  l'angle  et  le  carré  du  côté  opposé,  divisée  par 
deux  fois  le  rectangle  des  côtés  adjacents  ;  c.-à-d.,  cos. 


B 


^    AB^+BC'-*-AC'^  ^    „    AC^-(AB2+BC'^) 

^X—ln^mn^^ ,  ou  cos  .B=R X 


"2AB.BC 

suivant  que  l'angle  B  est  aigu  ou  obtus. 
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Car,  jiyaiit  mené  Al)  pov- 

pcndiculairo  {\  la   base    lU- 

prolongéo  s'il  le  faut,  on  a, 

(jnand  B  est  aigu  (389  traiisp.) 

AHVBC^-Âc~  =  2EC.BD, 

et   quand  B  est  obtus  on  a      ^        ^^  ^  ^^         ^        ^* 

(391tranap.)  A(î-— (AIîVBC0=-2BC.H1).    Mais  (330)  BC. 

BA:BC.BI)::BA:  BI)::R:coa.  B;   donc  aussi  (73)  2BC. 

'  BA  :  2BC.BD  ::  R  :  cos.  B  ;  or  2BC.Bi)  est  lu  diflbrcMico  entre 

(AB^+BC'^)  et  AC^•  donc,  deux  fois  le  rectangle  AB.BC,  est 

à  (:)  la  ditterenco  entre  AB^+BC  et  AO^  eonunc(::)  le 

rayon,  est  au  (:)  cosinus  de  B  ;  c.-i\-d.,  2AB.r.(^  :  AB"+BC' 

AC",  ou  AC'^  —  (AB- +  BC'-)    ::    Il   :    cos.  B  ;   d'od,    (86) 

,,    .           „     AB"^4-B(^~- AC" 
cos.  B  aigu  =  il  X 2ÂjrBC ' 

Tî    ,  .  1^  ,,AC''— (AB'^+B(^''^) 

et  cos.  B  obtus  =  R  X -.r.-nrrk • 

2AB.  BC 

(1248)  Cor.  Si  le  rayon=l,  on  a  (1231  2°)  BD=BAXcos. 
B  et  2BC.BAXC0S.B  =  2BC.B1)  ;  donc,  quand  B  est  aigu, 
2BC.BAxcos.B-BC-|-BA''^-AC-  et  ajoutant  AC^  de  part 
et  d'autre  ;  ACV2co8.BxBC.BA=BC'^+BA~;  ôtant  main- 
tenant de  chaqiie  côté  2  cos.  BxBC.BA,  on  a  AC'"^~BC~— 2 
COS.  B  X  BC.B A+BA'-^.  D'où,  AC=i  (BC''^~2  cos.  B  x  BC.BA 
-fBA2).  Si  B  est  obtus,  on  démontre  delà  môme  manière  que 
AC=l'^BC^+2cos.BxBC.BA+BA''^. 

PROP.  VI.  PROB. 

(1249)  Etant  donnés  les  sinus  de  deux  arcs  AB,  BI); 
trouver  le  sinus  DK  de  leur  somme,  et  le  sinus  EF  de 
leur  diôérence. 

Soit  BE=BD,  l'arc  EA=AB— 
BD,  etEF=:sin.EA=:sin.  (AB— 
BD).  Ayant  joint  DE  et  mené 
CB,  on  a  DL==8in.  BD  =  (1216) 
demi-corde  de  l'arc  double  DE. 
Soient  LN,  El  parallèles  à  AC, 
LH  perpendiculaire  à  AC,  c.-à-d., 
parallèle  à  BG  et  à  DK.    Les  tri- 
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jiii^irlcH  HoîiiUlablcs  DNL,  DFK  donnent  I)N:  ])!::  DL  :I)K  ; 
or  1)J.=  .]  DW;  donc  1)N=.]  DI.  Do  plus,  LiI--:NIv;or  NK+ 

1  )N=  I  )K  et  NK-NI=L1  [-  ])N=KF.  Cclu  ].()hù,  les  trifin.iîlcs 
scnibluhlcs  CiîG,  CLH  Uonnont  (Hi  :  CL  ::  IKi  :  L\\, 
ou  H.  Cos.  Bl)  ::  8in.  Alî  :  LII  ;  d'où,  LU  =---  J  (DK+KF)  = 
Hin.  ABXcos^B!)^      Los  triangles   8eud>lableH  (323)  CJiC, 

DNL  donnent  CB:CG::1)L:I)N,  on  K  :  cos.  ABr.-sin.  BD: 
DN^:^  (DK— EF)=8in.  ]}l)xco8.  AB  ;   donc  (367)  J)K  ou 

11 
DN+LII  =  siii.  A]^Xcos.  ]}D+8in.  Bl)  x  cos.  AB   et  EF= 

K 
8111.  ABXeos.  BD — sin.  BDXcos.  AB;  c.-à-d.  que  : 
11 

(1250)  Cor.  1.  Le  sinus  de  la  somme  de  deux  arcs,  est 
égal  è  la  sommie  des  produits  du  sinus  du' plus  grand  par 
le  cosinus  du  plus  petit  et  du  sinus  du  plus  petit  par  le 
cosinus  du  plus  grand,  divisée  par  le  rayon  ;  et  le  sinus 
de  leur  diftérence  est  égal  à  la  diôérence  de  ces  produits 
divisée  par  le  rayon. 

(1251)  Cor.  2  Si  AB=BD,  on  a  sin.  (A]HBD)=sin. 
2AB  =  2  sin.  AB  X  cos.  BD,  d'où  l'on  tire  It:  cos.  AB  :: 

11 

2  sin.  AB  :  sin.  2AB  ;  c.-à-d.,  le  rayon,  est  au  cosinus  d'un 

al-c,  comme  le  double  sinus  de  cet  arc,  est  au  sinus  du 
double  de  cet  arc. 

(1252)  Cor.  3.  Soient  AE,  AB,  AD  trois  arcs  tels  que  la 
ditiercnco  BE  du  premier  au  second  est  égale  à  la  différence 
BD  du  second  au  troisième,  on  aura  le  rayon,  au  cosinus* 
de  la  différence  commune  BE,  comme  le  sinus  de  AB 
l'arc  du  milieu,  à  la  demi-somme  des  sinus  de  AE  et 
AD  les  arcs  extrêmes;  car,  la  droite  LH  menée  par  le 
point  milieu  L  du  côté  DE  du  trapèze  KFED=(325)  J 
(sin.  AD + sin.  AE)  et  on  vient  de  voir  (1249)  que  CB  :  CL 
::  BG  :  LH,  ou  K  :  cos.  BE  ;:  sin.  AB  :  |  (sin.  AE+sin.  AD). 

2°  Cor.  4.  On  vient  de  voir  que  CB:  CL::BG:  LH,  ou 
R  :  cos.  BE  ::  sin.  AB  :  J  sin.  AD+|  sin.  AE  ;    donc,   si  l'on 
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iji' 


met  AB=A,  BE=B,  11=1,  ou  aura  AD=A+B  et  AE=A 
— B,  et  la  proportion  deviendra  1  :co8.  B::8in.  A  :  |  sin. 
(A+B)  +  I  sin.  (A— B)  ;  d'où  (88)  sin.  AXcos.  B  =  i  sin. 
(A+B)+J  sin.  (A— B).  Maintenant  soit  A+B=S  et  A— B 
=D,  on  aura  (368)  A=S+I)  et  B=S--D  ;  d'où,  sinS+Dx 

COS.  S— P=^  sin.  S+l  sin.  D  ;  mais  comme  S  et  T>  sont  deux 

arcs  quelconques,  on  peut  encore  les  désigner  A  et  B  ;  donc, 
sin.  A  +  Bxcos.  A— B=  |  sin.  A-f-|  sin.  B,  ou  2  sin.  A+BX 

"IT'  ~~2~'  "  « 

COS.  A— -B=sin.  A+sin.  B. 

2 

(1253)  Sco.  PROB.  Etant  donné  le  sinus  BE  d'un  arc, 
on  trouve  facilement  le  sinus  BF=AF=(1216)  J  AB  de 
la  moitié  BD  ou  AD  de  cet  arc. 

Car,  le  cos.CE=(1227)  ^CB'-^— BE'^ 
ou  ^V? — (sin.  AB)^  et  sinus-verse  AE= 
AC — CE=R — COS.  On  a  donc,  dans  le 
triangle  rectangle  BEA,  les  côtés  BE,  EA, 
pour  trouver  BF=|  BA^^t/ÇBE'-^+AE^) 
=1  ^siu.  '^AB+sin.-ver.  "^AB. 

CONSTRUCTION  DES  TABLES 
TRIGONOMÉTRIQUES. 


(1256 
sinus  d' 
A  cet  ei 
le  sinus  ( 
du  par. 
or,  (122 

8in.30°= 
comme  i 
donc  sin 

ration,  c 
15°  et  si 
45'=|V 
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(1254)  Prenant  (12523)  pour  rayon  du  cercle,  l'unité,  si  l'on 
'calcule  et  que  l'on  dispose  en  forme  de  table  les  longueurs 
des  lignes  représentant  les  sinus,  cosinus,  tangentes,  etc., 
pour  chaque  minute  du  quart-de-circonférence  ;  cette  table 
sera  une  table  de  sinus,  cosinus,  tangentes,  etc.  naturels, 
ainsi  appelée  pour  la  distinguer  des  tables  de  sinus,  cosinus, 
etc.  logarithmiques,  c.-à-d.,  de  sinus,  etc.,  dont  les  valeurs 
réelles  ou  les  représentants  ou  nombres  naturels  sont  rem- 
placés, pour  une  raison  que  l'on  fera  bientôt  voir,  par  les 
logarithmes  (1264)  de  ces  nombres  ou  valeurs. 


ce  que, 
arrive 

(125' 
de  trèi 
ces  art 

petits  £ 
qu'ellei 
ces  ar( 
à  son  E 
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(1255)  Il  est  clair  qu'une  table  de  cette  espèce,  sous  un 
rayon  égal  à  l'unité,  représenterait  également  les  valeurs  des 
sinus,  cosinus,  etc.  pour  un  rayon— 10,  100,  1000,  etc.,  en 
supposant  seulement  le  point  décimal  reculé  de  1,  2,  3,  etc., 
cliilfres  ou  places  vers  la  droite  ;  et  à  l'aide  de  cette  table,  on 
calculerait  facilement  les  représentants  numériques  des 
mômes  lignes  trigonométriques,  pour  un  rayon  quelconque  ; 
puisque  (1222)  dans  diflerents  cercles,  les  sinus,  etc.,  d'arcs 
contenant  un  môme  nombre  de  dégrés,  sont  entre  eux  comme 
les  rayons  de  ces  arcs. 

(1256)  La  première  chose  à  faire  consiste  à  trouver  le 
sinus  d'une  minute  (1')  c.-à-d.,  du  plus  petit  arc  des  tables. 
A  cet  effet,  prenant  pour  point  de  départ  l'arc  de  30°  dont 
le  sinus  est  (1216)  égal  au  demi-rayon,  on  aura  par  la  méthode 
du  par.  (1253)  le  sinus  de  15°^^  ^^sin.^  30°+8in.-ver.'^  30°  ; 
or,  (1227)  COS.  30°  =  l^R'^— sin.^30°  =  VV^—(lf  (puisque 

8in.30°=:J,  quand  le  rayon  est  l.)=yi—^~y/^=—~=^/j$^  et 
comme  sin.-ver.  30°=R — cos.  30°,  on  a  sin.-ver.  30°=1— y^f  ; 
donc  sin.  15°=^  J(^f-\-(.'^—y'îf  •  Poursuivant  ainsi  l'opé- 
ration, on  a  COS.  15°=^ R^ — sin.'"^  15°,  sin.-ver.  15°=R — cos. 
15°  et  sin.7i°-:il/8in.''^  15°4-8in.-ver.''*  15°  ;  sin.  3f  ^  ou  sin.  3° 
4y=|y^(sin.^  7|°+sin.-ver.^  7^°)  ;  sin.  1|°  ou  sin.  1°  52'  30" 

=J  l^(8in.  3°  450'^+(8in.-ver.  3°  45')^  Qtainsi  de  suite,  jusqu'à 
ce  que,  après  11  bissections  successives  de  l'arc  de  30°,  l'on 
arrive  au  sinus  d'un  arc  de  52''  44"'  03»^  45^. 

(1257)  Maintenant,  il  est  clair  (430  et  665)  que  les  sinus 
de  très  petits  arcs  sont  entre  eux,  à  très  près,  comme 
ces  arcs  ;  car  ces  sinus  sont  les  moitiés  de  cortses  de  très 
petits  arcs  et  ces  cordes  sont  sensiblement  égales  aux  arcs 
qu'elles  sous-tendent  et  par  conséquent  proportionnelles  à 
ces  arcs;  on  fera  donc  arc  52"  44'"  03'^  45^  ou  52.734375" 
à  son  sinus,  comme  l'arc  de  1',  est  à  son  8iuus.=0002908882. 
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(1258)  D'ailleurs,  on  arrive  encore,  et  plus  nisémont,  nti 

sinus  do  1',  en  divisant  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  lo 

rayon  est  1,  par  180"  et  par  60',  ]»our  avoir  l'arc  do  1';  or  la 

denii-circ.=(668)  3.14150205358979  laquelle  divisée  par  180, 

puis  par  GO,  ou  de  suite  par  (180X60)  10800,  donne  l'arc  d'une 

minutc=.0002908882086657.     D'un  si  petit  arc,  comme  on 

vient  de  le  dire,  le  sinus,  la  corde  et  l'arc  ditlerent  presque 

imperceptiblement  du  rapport  de  l'égalité;  de  sorte  qu'on 

peut  regarder  comme  sinus  de  1',  les  dix  premiers  des  chitlVos 

précédents,  c.-à-d.,  .0002908882,  et  en  cftet,  le   sinus  qu'on 

trouve  dans  les  tables  do  sinus  naturels  annexées  à  ce  traité, 

et  calculées  à  5  décimales,  est  .00029,  et  dans  celles  qui  sont 

portées  à  7  décimales,  ce  sinus   est   .0002009  ;  la  dernière 

décimale  des  tables  étant  augmentée  d'une  unité,  quand  la 

décimale  suivante  est  plus  quo  5. 

(1259)  Ayant  trouvé  le  sinus  de  l'arc  de  1  =.0002908882 

on  en  aura  (1227)  le  cosinus^^^U^— sin.''^  l'=l''l— sin.-l', 
c.-à-d.,  COS.  l'^.9999999577  ;  et  on  a  vu  (1251)  que  R  :  cos. 
arc  :  2  sin.  arc  :  sin.  2  arc  ou  sin.  arc  double  ;  on  aura  donc  lo 
sinus  de  2' par  la  proportion  li:  cos.  1'::  2  sin.  1':  sin.  2' ou 

1  :  .9999999577  ::  .0005817764  :  .0005817764. 

Maintenant,  ou  a   cos.  2'=^>^l_sin.^  2'  et  (1250)  sin.  3'= 
sin.  2'xcos.  T+sin.  TXcos.  2=siu.  2'Xco8.  l'+sin.  l'Xcos.  2' 

K 
=.0008726646  ;  car  la  division  par  R,  quand  R=l,  ne  change 

aucunement  la  valeur»  de  la  quantité  sur  laquelle  on  opère. 
Pour  f  voir  le  sinus  de  4',  il  est  clair  qu'on  se  servira  indiffé- 
remment de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  formules  (1250) 
sin.  4'=sin.  3'Xcos.  l'-fsin.  l'xcos.  3',  ou  (1251)  R  :  cos.  2':: 

2  siD.2'  :  sin.4  =cos.2'x2  sin.2  =cos.2'x  2  sin.2  =.0011635520. 

Il 
On  aura  sin.  5'=8in.4'xcos.  l'-fsin.  l'Xcos.  4'=. 0014544407, 

et  ainsi  de  suite. 

De  même  pour  les  dégrés,  ayant  trouvé  sin.  1°,  on  aurait 

sin.  2o=8in.  l'^Xcos.  P-f  sin.  l°Xcos.  1^  ;    sin.  3°:=sin.  2°X 

cos.  l°+siu.  l°x cos.  2^^  ;  sin.  4°  =  sin.  3°Xcos.  l°+8in.  1°X 

cos.  3°,  et  ainsi  de  suite. 
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(1260)  On  a  vu  (1252)  que  1',  2',  3',  étant  trois  arcs  tels 
qiio,  lu  (litKéronoo  du  premier  au  second,  est  égaie  à  la  diflë- 
rouce  du  second  au  troisième,  on  a  11:  cos.  1' ::  sin.  2' :  j^ 
(siri.  V  +  sin.  3')  où  (73)  sin.  3'  +  sin.  1'  =  2  cos.  1'  X  sin.  2'. 
]{etrancliant  sin.  1'  do  cliaqno  côté,  on  a  sin.  3'=2  cos.  1' 
Xflin.  2' — sin.  1'.  On  a  de  môme,  sin.  4'— 2  cos.  l'Xsiu.  3' — 
81  ij.  2',  et  ainsi  de  cuite  ;  donc  : 

2  cos.  l'Xsin.  l'—siu.  0'=sin.  2'=0005817764 
2  COS.  l'Xsiu.  2'— sin.  l'=sin.  3'=000872G646 
2  COS.  l'Xsin.  3'— sin.  2'=sin.  4'=0011G35526 
2  COS.  l'Xsin.  4'— sin.  3'-=sin.  5'-:0014544407 
2  COS.  l'Xsin.  5'— sin.  4'=sin.  6'-:0017453284 
2  COS.  l'Xsin.  6'— sin.  ô'-sin.  7'-0020362159 

Et  ainsi  de  suite. 

Ce  qui  simplifie  de  beaucoup  l'opération,  et  réduit  toute  la 
difficulté  à  multiplier  chaque  résultat  successif  par  la  quanti- 
té, 2  cos.  l'=l. 0099099154. 

(1261)  Appelant  a  et  6  les  deux  arcs,  et  multi- 
pliant l'une  par  l'autre  les  deux  formules  du  par.  (1249) 
savoir:  sin.(«-f^)=sin.  axcos.  ii-j-sin.  ôXcos.  aet8in.(a — b)= 

R 

Bin.aXco8.6 — sin.  ^xcos.a,  on  obtient  sin. (a+6)x  sin. (a — b)= 
_ 

sin.'rtxcos.  6+8in.  rtXsin.  ftxcos.  aXcos.  b — sin.  rixsin.  bx 

cos.  «x  cos.  6— sin.  6Xcos.  a  ;  bifïant  les  termea+sin.  a  sin.  b 
cos.  a  cos.  6  (30)  et — sin.  a  sin.  b  cos.  a  cos.  b  qui  se  détruisent, 
il  reste  sin.  (a+6)Xsin.  (a — 6)=sin.^  a  cos.^  6— sin.^  b  cos.^  a  ; 

2  2         •      !i 

substituantmaintenant  à  COS.  <z,  son  égale  (1227)  R — sin.  a 
et  à  cos.^  b  substituant  son  égale  K^ — s'in.^b,  il  vient  sin.  (a-f  è) 
X  sin.  (g— 6)^sin.^aX(R^— sin.^6)-8'n.^/>X(R^— 8in.^a)= 

sin.^aXR^— sin.^aXsin.^6— 8in.^6xR^+sin.'^6Xsin.^g;  efia- 
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çantlostormos— 8'm.'^rtX«it».  />-|-8in.  />Xwin.  rt(|nî  ro  détrnî- 
Bont,  ot  divisniit  par  R'.  il  vient  onfin,  siii.  (^):+A)Xrtiii.  {(i~h) 
'~éin*'^a — m\r  6«=»(370  ou  371)  (Hin.  a+H\i\.  />)>:(Hiii.  (i — Hin./>)  ; 
d'où  (88)  siii.  (rt — b)  :  siii.  «— hiu.  b  ::  Hiii.A+Hin.h  :  siii.  (a  \  h). 
On  pourra  clone  n  ruido  do  c(5tto  prt»portioii,  uprè»  avoir 
obtenu  loa  sinuB  do  1'  ot  do  do  2',  contiiiuor  l'opération 
conimo  suit  : 

Sin.  1'  :  8În.  2' — «in.  1'  ::  siii.  2'+Hin.  V  :  sin.  8' 
Sin.  2'  :  «in.  îi' — sin.  i'  ::  hIu.  S'+hîu.  1'  :  «in.  4' 
Sin.  3'  isin.  4' — sin.  1'  ::Hin.4'-f-Hin.  1'  :  sin.  5' 
Sin.  4'  :  ain.  5' — sin.  1'  ::  sin.  ^'-f-sin.  1'  :  nin.  G' 
Sin.  f)'  :  sin.  G' — sin.  1'  ::  sin.  G'+siu.  1'  :  sin.  7' 

Et  ainsi  <lo  suite 

Le  calculateur  pourrait  i.rocC'dordo  laniônio  nuini6ro  pour 
les  dègrôs. 

Sin.  l^rsin.  2^— sin.  l'^rrsin.  2'*H-8in.  1^'  :  ain.  S© 

Sin.  2"  :  sin.  3*^^— sin.  1"  ::  sin.  a"^!  sin.  1"  :  ain.  4o 

Sin.  8"  :  sin.  4'=' — ain.  l''  ::  sin.  4®-}8i"'  l**  :  «••»•  5" 

Et  ainsi  do  suite. 

(1262)  On  peutdono,  au  moyen  do  ces  formules,  construire 

une  table  des  sinus,  et  par  conséquent  (1227)  aussi,  des  cos^i- 

nu8  do  tous  loa  degrés  ot  minutes  depuis  O*'  jusqu'à  90*^,  c.-j\-d., 

si  n 
dans  lo  quart-do-circ.  ;  ot  parce  quo  (1228)  tang.^  -  -  '  (juaiid 

K~l,  on  calculera  la  table  dos  tangentes  des  divers  ares  du 
quort-do-circ.,  on  faisant  lo  quotient  (SXl)  du  sinus  do  chacun 
do  ces  arcs  par  son  cosinus.  Quand  on  aura  trouvé  les  tan- 
gentes jusqu'à  45"^,  on  obtiendra  plus  aisétnent  celles  du  reste 
du  (luart-do-circ,  A  l'aido  d'une  autre  rt>glo;  car,  la  tangonlo 
d'un  arc  au-dessus  de  45",  est  (1224)  la  cotangente  d'un  arc 
autant  au-dessous  do  4.'>",  et  le  rayon  étant  (1225)  nioyon 
proportionnel  entre  la  tangente  et  la  (îotangcntc^ii  suit  que 
si  l'on  appelle  1)  la  différence  entre  un  arc  (lucloonqiio  ot 
46*^,  on  auratang.  (45^-1))  :  1  ::  1  :  tang.  (45''-|-I>)  ;  de  sorlo 

que  tang.  (45+l>)=lang.  (4F-^I)). 
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D)  ;  do  sorte 


On  calonloni  los  s6ouiitos  pur  la  riiothodo  du  par.  (1226) 
où  il  est  dômoutrù  cpio  lo  rayon  ost  nioyon  proportionnel 

oiitro  lu  cosinus  ot  la  sôcanto,  oo  (lul  donne  bOc.="        ,  ot  on 

aura,  au  hosoiti,  les  Hinus-vursus,  ou  Boustruyunt  (1217)  les 
oosiniis  du  rayon. 

(1263)  Observons  que  telle  proposition  (1231)  qui, 
exprimée  arithmétiquement,  est  vraie,  devient  absurde 
quand  on  l'exprime  géométriquement  ;  ainsi,  on  a  par 
t'xeinplo,  au  par.  (1252)  la  proportion  M  :  uos.  ilE  ::  sin.  AU  :  J 
(sin.  AK+sin.  ADj,  d'où  l'on  tire  (86)  cos.  ]îKxsin.  AB= 
RXj  (sin.  AK4  sin.  AD),  c.-A-d.,  lo  rectangle  forni6  par  lo 
cosinus  BK  et  lo  sinus  Ali  est  ^'pil  au  rectangle  ayant  pour 
côtés  le  rayon  et  la  denii-soniino  des  sinus  do  AK  et  do  AI).  Si 
le  rayon  ost  1,  on  peut  le  né«çligor  ontitironiont  (1230)  puisque 
la  multiplication  ou  division  par  1,  ne  change  aucunement  lu 
valeur  des  ternies;  l'expressiou  devient  alors  cos.  BEX 
sin.  AU=^l  (sin.  AK+sin.  Ali)  co  qui  est  vrai,  pria  aritlimôti- 
(pienient,  mais  absurde,  pris  duna  un  sens  géométrique, 
j»uisque  les  (pnmtités  de  chaque  coté  du  pigno  d'égalité  sont  do 
(liiréronte  espèce  (25)  et  ne  itouvent  admettre  do  compu- 
ruison,  l'une  étant  un  rectangle  ou  surface  et  l'autre  uno 
ligne.  De  mùme,  donc,  (pi'on  l'ait,  ù  volonté,  disparaître  lo 
rayon,  des  expressions  trigonométriquca  dout  ona  ju8(|u'ici 
traité  ;  de  mémo,  il  l'aut  le  faire  reparaître,  quand  on  veut 
prendre  ces  expressions  dans  un  sens  g6ométri(iue,  ot  on 
général,  il  est  nécessaire  que  le  nombre  do  multiplicateurs 
linéaires,  c.-à-d.,  de  lignes  dont  on  multiplie  ensemble  les 
valeurs  numériciues,  soit  lo  même  dans  chaque  membre  (26) 
(l'une  é(|uation,  sans  quoi,  l'on  comparerait  ensemble  des 
(piantitéa  disaemblublea  ou  de  diti'éreuto  espèce. 

LOGARITHMES. 

(1284)  Lors(iuo  dans  les  calculs  nécessaires  pour  déter- 
miner les  parties  inconnues  d'un  triangle,  on  ao  sert  des 
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lignes  trigonométriques  elles-mêmes,  ou  de  leurs  représentants 
numériques,  que  l'on  trouve  dans  les  tables  de  sinus,  cosinus, 
tangentes,  etc.,  naturels,  il  est  évident  qu'il  faut  faire  les 
opérations  de  la  multiplication  et  de  la  division,  travail,  sou- 
vent long  et  ardu. 

Pour  obvier  à  cette  difficulté,  et  réduire  toutes  les  opéra- 
tions, autant  que  possible,  à  des  additions  ot  soustractions,  on 
a  imaginé  de  remplacer  les  nombres  eux-mêmes,  par  d'autres 
nombres  tels  que  la  somme  de  ces  derniers,  corresponde  au 
produit  des  premiers,  et  la  différence  des  uns,  au  quotient  des 
autres,  et  on  a  donné  à  ces  nombres  le  nom  de  logarithmes. 

(1265)  Les  logarithmes  sont  donc  des  nombres  tels  que 
la  somme  des  logarithmes  de  deux  nombres  correspond 
au  produit  de  la  multiplication  de  ces  deux  nombres  l'un 
par  l'autre,  et  la  différence  de  ces  logarithmes,  au  quotient 
de  la  division  de  ces  deux  nombres  l'un  par  l'autre;  ce  qui 
a  lieu  quand  on  opère  sur  deux  séries  de  nombres  dont  les 
termes  de  l'une  correspondent  aux  exposants  (34)  des  puis- 
sances (34)  des  termes  de  l'autre.  Cette  dernière  série  est 
dite  géométrique,  et  est  telle  que  quand  on  prend  quatre 
termes  consécutifs  quelconques  de  la  série  ou  quatre  autres 
termes  quelconques  qui  soient  proportionnels  (62)  l'un  à 
l'autre,  on  a  (86)  le  produit  des  extrêmes  égal  à  celui  des 
moyens.  L'autre  série  est  dite  arithmétique  et  est  telle 
que  si  l'on  prend  quatre  termes  consécutifs  quelconques  de 
cette  série  on  les  quatre  qui  correspondent  à  quatre  termes 
proportionnels  de  l'autre  série,  on  a  la  somme  des  ex- 
trêmes égale  à  celle  des  moyens. 

En  effet,  soit  : 


a  ,  a  , 


a% 


a  y        a  ,  <ï  , 


a" 


10^ 


«7, 

107, 


ou  10^,  io\  10^,  10^  lo^    lo^ 

ou    1,    10,  100,  1000,10,000,100,000,1000,000,10,000,000 
une  série  géométrique, 

et     0,    1,      2,        3,        4,  6,  6,  7,    la 

série  arithmétique  correspondante  ;  on  aura,  conformément  à 
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ce  que  l'on  vient  de  dire,  a^xa  =a  xa^=a^  ou  1x1000=10 
XlOO=1000  ;  les  quatre  termes  correspondants  0,  1,  2,  3,  de 
la  série  arithmétique,  donnent  0+3=1+2=3  qui  est  l'expo- 
sant de  a"^.  Prenant  quatre  autres  termes  consécutifs  quel- 
conques correspondants,  des  deux  séries,  par  exemple, 
a^,  a  ,  a'*,  a"*,  et  2,  3,  4,  5,  on  aura  encore  a^Xa^ 


■-c?xa^- 


-a 


ou  100X100,000=1000X10,000=10,000,000,  et  2+5=3+4=7 
=exposant  de  dJ.  Prenant  maintenant  quatre  termes  propor- 
tionnels quelconques  de  la  série  géométrique,  soit  a^:a'"^:: 
eue",  on  aura  a^xcC'=c?Xa^=^cC*  ou  1x100000=100X1000 
=100,000  et  les  quatre  termes  correspondants  0,  1,  3,  5  de  la 
série  arithmétique  donnent  0+5=2+3=5=exposant  de  cC*. 
Il  est  donc  évident  que  ce  qui  a  lieu  pour  les  termes  propor- 
tionnels correspondants  des  deux  séries  sur  lesquelles  on  vient 
d'o"pérer,  aura  également  lieu  pour  tous  autres  termes 
proportionnels  correspondants  quelconques  de  ces  mêmes 
séries.  De  même  donc,  que  les  nombres  0,  1,  2,  3,  4,  etc.,  de 
la  série  arith.,  sont  les  logarithmes  des  nombres  1,  10,  100, 
1000,  10000,  etc.,  de  la  série  géométrique  ;  de  même,  si  entre 
1  et  10,  10  et  100,  100  et  1000,  etc.,  on  intercalait  un  nombre 
de  moyens  géométriques,  et  entre  0  et  1,  1  et  2,  2  et  3,  etc., 
un  nombre  égal  de  moyens  arithmétiques  correspondants, 
ces  moyens  arithmétiques  seraient  encore  les  logarithmes  des 
moyens  géométriques  de  l'autre  série. 

(1266)  Maintenant  on  conçoit  que,  si  entre  1  et  10  de  la 
série  géométrique.  Ton  insérait  un  grand  nombre  de  moyens 
proportionnels  géométriques,  il  s'en  trouverait  un  égal  ou  à 
peu  près  égal  à  2,  un  autre  égal  à  3,  un  troisième  égal  a  4, 
un  autre  égal  à  5,  6,  7,  etc.  ;  et  si  entre  10  et  100,  l'on  insérait 
un  grand  nombre  de  moyens  géométrique^,  il  s'en  trouverait 
un  égal  ou  à  peu  près  égal  à  11,  un  autre  égal  à  12,  un  autre 
égal  13,  14,  15,  etc.  De  même,  si  entre  0  et  1  de  la  série 
arithmétique,  l'on  inséiait  un  nombre  de  moyens  arithméti- 
ques, égal  à  celui  des  moyens  géométriques  insérés  entre  1 
et  10  ;  et  entre  1  et  2,  un  nombre  de  moyens  arithmétiques 
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égal  à  celui  des  moyens  géométriques  isérés  entre  10  et 
100  ;  alors,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  dire,  chaque  terme 
consécutif  de  la  série  arithmétique  serait  le  logarithme  du 
terme  correspondant  de  la  série  géométrique. 

(1267)  S'il  s'agit,  par  exemple,  de  trouver  le  logarithme  de 
2,  11,  101,  etc.,  avec  sept  décimales,  où  à  un  dix-millionième 
près  ;  on  imaginera  une  progression  géométrique  dans 
laquelle  10  soit  le  dix-millionième  terme  après  1,  100  le  dix- 
millionième  terme  après  10,  1000  le  dix-millionième  terme 
après  lOO,  et  ainsi  de  suite  ;  et  entre  les  9,999,999  mov,  ns 
géométriques  qu'il  y  aura  entre  1  et  30,  entre  10  et  100,  entre 
100  et  1000,  etc.,  on  en  cherchera  un  qui  soit  égal  à  2,  11, 
101,  etc.  ou  au  moins  qui  ne  s'en  éloigne  pas  d'un  dix- 
millionième.  On  imaginera  de  ême  entre  0  et  1,  1  et  2, 
2  et  3,  etc.,  une  progression  arith.-^étique  dans  laquelle  1 
soit  le  dix-millionième  terme  après  0,  2  le  dix-millionième 
terme  après  1,  3  le  dix-millionième  terme  après  2,  etc.  ;  et 
le  terme  de  cette  progression  qui  répondra  au  moyen 
géométrique  substitué  à  2,  11,  101,  etc.,  sera  le  logarithme 
de  2,  11,  101,  e^c. 

(1268)  Pour  faire  comprendre  au  commençant,  comment 
on  a  pu  construire  les  tables  de  logarithmes,  soit  proposé 
de  trouver  le  logarithme  de  9  avec  7  décimales.  On  cherche 
un  moyen  géométrique  proportionnel  entre  1  et  10  ;  ce  qui 
se  fait  (91)  en  prenant  la  racine  du  produit  de  1  par  10, 
c.-à-d.,  en  prenant  la  racine  de  10,  laquelle,  en  poussant 
l'approximation  jusqu'aux  dix-millionièmes,  est  3.1622777; 
et  en  même  temps  on  cherche  un  moyen  proportionnel 
arithmétique  entre  0  et  1  ;  ce  qui  se  fait  en  prenant  la  moitié 
de  la  son-ime  0+1,  c.-à-d.,  eu  prenant  J=^^^=0.500,0000.  Mais 
parce  que  le  moyen  géométrique  trouvé  n'est  pas  9  et  qu'il 
en  diffère  même  de  plus  d'un  dix-millionième,  on  fait  une 
seconde  opération,  et  l'on  cherche  un  autre  moyen  géométri- 
que entre  celui  qu'on  vient  de  trouver  et  10,  c.-à-d.  entre 
3.1622777  et  10  ;  on  trouv^,  pour  le  second  moyen  géomé- 
trique,   6.6234132  ;    et    en  même    temps    on    cherche  uu 
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moyen  arithmétique  entre  0.5000000  et  1.0000000,  lequel  est 
0.7500000  ;  et  comme  ce  dernier  moyen  géométrique  est 
encore  trop  éloigné  de  9,  on  péitère  l'opération,  cherchant 
toujours  de  nouveaux  moyens  géométriques  moins  éloignés 
de  9  que  les  précédents.  Ou  cherche  aussi  toujours  de 
nouveaux  moyens  arithmétiques;  on  continue  jusqu'à  ce 
que  la  diftérence  du  moyen  géométique  avec  9  soit  moindre 
qu'une  dix-millionième  ;  ce  qui  n'arrive,  dans  cet  exemple, 
qu'à  la  vingt-sixième  opération,  par  laquelle  on  trouve  enfin 
9.0000000,  et  pour  le  moyen  arithmétique  correspondant, 
0.9542425  qu'on  prend  pour  le  logarithme  de  9,  parce  qu'on 
ne  s'est  proposé  que  d'éviter  l'erreur  d'un  dix-millionième 
et  qu'eu  conséquence  on  n'a  mis  que  7  décimales. 

(1269)  On  a  véritablement,  à  présent,  des  méthodes  plus 
expéditives  ;  mais  en  voilà  assez  pour  donner  une  idée  du 
procédé  qu'on  pput  suivre  pour  calculer  uue  table  de 
logarithmes.  Au  .^jste,  les  logarithmes  ne  sont  la  plus  part 
qu'approchés  ;  de  sorte  qu'il  peut  y  avoir  une  erreur  d'envi- 
ron une  demi-unité  décimale  du  7èrae  ordre,  dans  les  tables 
a  7  décimales,  et  même  du  6ème  ordre,  lorsque  les  tables 
n'ont  que  6  décimales,  comm?»  celles  qui  sont  attachées  à  ce 
traité. 

(1270)  Lorsqu'on  a  trouvé  les  logarithmes  des  nombres 
premiers,  1,  %  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29,  SI,  37,  etc., 
c.-à-d.,  des  nombres  qui  n'ont  aucun  autre  diviseur  que 
l'unité  ;  l'on  trouve,  par  une  simple  addition  ou  soustraction, 
les  logarithmes  de  plusieurs  autres  nombres,  savoir  :  de  tous 
les  produits  ou  quotients  de  ces  nombres  premiers.  Ainsi,  il 
est  clair,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (1265)  qu'on  aura  le 
logarithme  de  4,  égal  au  double  du  logarithme  de  2,  puisque 
2x2=4  ;  on  aura  de  même  le  logarithme  de  6,  en  faisant  la 
somme  des  logarithmes  de  2  et  de  3,  puisque  2x3=6  ;  la 
somme  des  logarithmes  de  2  et  4,  fournira  le  logarithme  de 
8,  puisque  2X4—8  ;  de  même,  on  aura  le  logarithme  de  9  ou  de 
3x3,  en  prenant  le  double  du  logarithme  de  3  ;  log.  54-Iog.  2 
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=log.  10,  \o<r.  6+log.  2=log.  12,  log.  7+log.2=log.  14,  log.  3 
4-log.  5=lcg.  15,  et  ainsi  de  suite  ;  ce  qui  réduit,  fiprès  tout,  à 
«n  assez  petit  nombre,  les  logarithmes  à  trouver  par  les  règles 
données  au  par.  (1268).  De  même,  on  trouve  au  besoin  le 
log.  de  3  égal  à  la  moitié  du  log.  do  9,  log.  15— log.  3=log.  5, 
log.  27 — log.  3=log.  9,  et  ainsi  de  suite. 

(1271)  De  la  nature  des  progressions  géométrique  et  arith- 
métique, il  suit  premièrement,  que  pour  avoir  le  logarithme 
du  produit  de  deux  quantités,  il  faut  prendre  la  somme 
(21)  de  leurs  logarithmes,  et  pour  avoir  le  logarithme  du 
quotient  de  deux  quantités,  il  fkut  prendre  la  difierence 
(21)  de  leurs  logarithmes.  Il  suit  aussi,  que  pour  multiplier 
deux  nombres  l'un  par  l'autre,  il  suffit  de  prendre  la  somme 
de  leurs  logarithmes,  cette  somme  sera  le  logarithme  du 
produit  ;  et  pour  diviser  deux  nombres  l'un  par  l'autre,  on 
prendra  la  différence  de  leurs  logarithmes,  laquelle  sera  le 
logarithme  du  quotient  voulu.  D'après  ce  qu'on  vient  de 
dire,  il  est  clair  qu'on  aura  le  log.  du  oarré  d'un  nombre, 
égal  ou  double  du  log.  de  ce  iiombre,  et  le  log.  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre,  égal  à  la  moitié  du  log.  de  ce  nombre  ; 
de  même  on  aura  le  log.  du  cube  d'un  nombre,  égal  au  triple 
du  log.  de  ce  nombre,  et  le  log.  de  la  racine  cubique  d'un 
nombre,  égal  au  tiers  du  log.  de  ce  nombre  ;  et  eu  général,  ou 
aurait,  au  besion,  le  log.  d'une  puissance  ou  d'une  racine 
quelconque,  d'un  nombre,  en  multipliant  ou  divisant  le  log. 
de  ce  nombre,  par  le  nombre  d'unités  dans  l'exposant  de  la 
puissance  ou  de  la  racine  proposée. 

(1272)  Pour  faire  une  règle  de  trois  par  logarithmes, 
c.-à-d.,  trouver  le  quatrième  ou  (64)  l'un  quelconque  des 
termes  d'une  proportion  géométrique  ;  il  suit,  de  ce  qui 
précède,  que  l'on  ajoutera  ensemble  les  logarithmes  des 
termes  moyens  ou  des  extrêmes,  suivant  le  cas,  et  que  de 
leur  somme,  on  retranchera  le  logarithme  de  l'extrême  ou 
du  moyen  connu,  pour  avoir  le  logarithme  de  l'extrême  ou 
moyen  cherché.    Par  exemple  si  on  a  a  :  a^  ::  a^ 


x^^^=a  -\-a  —a  =a  —a=a 


X,  on  aura 


donc,   6  est  le  log.  du  nombre 
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cherché  ;  ou,  soit  341  :  428  ::  5797  :  x,  on  a  log.  428=2.631444, 
log.  5797=3.763203  et  log.  341=2.532754  ;  maintenant,  log. 
428-Mog.  5797=6.394647,  duquel,  retranchant  2.532754  log. 
de  341,  on  a  3.861893  pour  log.  du  terme  cherché,  vis-à-via 
duquel,  on  trouve  dans  les  tables  le  nombre  7276,  valeur  de 
X.  Tout  ceci  est  fondé  sur  ce  que,  le  quatrième  terme  d'une 
progression  géométrique,  dont  on  connaît  les  moyens  et  l'un 
des  extrêmes,  s'obtient  (90)  en  divisant  le  produit  des 
moyens  par  l'extrême  connu,  ou  le  produit  des  extrêmes  par 
le  moyen  connu,  pour  avoir  l'autre  moyen. 

(1273)  On  appelle  oaraotéristlqu9  d'un  logarithme,  le 
nombre  qui  se  trouve  devant  ou  à  gauche  du  point  décimal, 
c.-à-d.,  le  nombre  entier  séparé  par  le  point,  de  la  partie 
décimale  du  logarithme.  Ce  nombre  indique  à  quelle  classe 
d'unités,  par  exemple,  des  dizaines,  centaines,  etc.,  appartient 
le  nombre  auquel  le  logarithme  correspond.  On  voit,  d'après 
ce  qui  a  été  dit,  que  la  caractéristique  de  tous  les  nombres 
depuis  1  jusqu'à  10  est  0,  depuis  10  à  100  la  caractéristique 
est  1,  de  100  à  1000  la  caractéristique  est  2,  de  1000  à  10000 
la  caractéristique  est  3  ;  et  en  général,  un  nombre  contient 
autant  de  chiffres,  et  un  de  plus,  qu'il  y  a  d'unités  dans  la 
caractéristique  de  son  logarithme. 

(1274)  C'est  la  même  chose  de  multiplier  un  nombre  par 
10,  ou  d'ajouter  une  unité  à  la  caractéristique  de  son  logarith- 
me; et  en  général,  on  multiplie  autant  de  fois  un  nombre  par 
10,  qu'on  ajoute  d'unités  à  la  caractéristique  de  son  logarith- 
me ;  comme  aussi,  l'on  divise  un  nombre  autant  de  fois  par 
10,  qu'on  ôte  d'unités  de  la  caractéristique  de  son  logarithme. 

(1275)  Pour  ce  qui  est  du  logarithme  d'une  firaetion,  il 
est  clair  que,  la  fraction  |,  par  exemple,  étant  un  nombre  3 
divisé  par  un  nombre  4,  on  aura,  conformément  à  ce  qu'on  a 
déjà  dit,  le  log.  de  la  fraction,  en  retranchant  le  log.  0.602060 
du  dénominateur  4,  du  log.  0.477121  de  son  numérateur  3,  et 
le  reste  1.875061  (=  log.  .75)  sera  le  log.  cherché  ;  ce  qui 
fait  voir  que  la  caractéristique  du  logarithme  d'une  fraction 
moindre  que  l'unité  est  négative  ;  car,  la  soustraction  ne 
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pouvant  se  faire,  ou  emprunte  un  entier,  qu'on  énonce  en 
conséquence,  1,  puisque  .875061  excède,  do  l'iinîté  em- 
pruntée, la  différence  .477121—602060  ;  et  en  effet,  si  l'on 
continue,  on  descendant,  les  progressions  géométrique  et 
arithmétique: 


a"^       a 
10-^    10 
.00001  .0001 
—5     —4 

l'exposant  —  1 


a"' 
10-^ 
.001 
—3 


a-2 

10-2 

.01 

-2 


a-' 
10-1 
.1 
-1 


a 
10 
1 
0 


.0 


,0 


a 

10» 
10 

1 


2  3 

a  a 

10^  10^ 

100  1000 

2  3 


ou  1  sera  le  log.  de  a      =  —  =  lO    ^  =  1 


=  .1,-2  ou  2  sera  le  log.  de  a 


—2 


1 

=  ^=10" 
a 


—  =01 


100 


—3 


=  3=10   ^  =  i=.001et 


ainsi 


— fS  ou  3  sera  celui  de  a  =  ^3— ^^  —  jooo 
de  suite.  Cependant,  pour  distinguer  le  log.  d'une  fraction 
de  l'unité,  dont  la  caractéristique  seule  est  négative,  d'un 
log.  qui  serait  entièrement  négatif,  c.-à-d.,  dont  la  partie 
fractionnaire  ou  décimale  serait  négative,  en  même  temps 
que  sa  caract,  on  écrit,  dans  le  premier  cas,  1,  2,  3^  eTc, 
mettant  le  signe  — (moins)  au-dessus  de  la  caractéristique,  et 
dans  le  second  cas  on  écrit  —1,  —2,  —etc.,  le  signe  étant 
placé  devant  la  caractéristique,  c.-à-d.  devant  le  logarithme. 
Enfin,  si  le  log.  était  en  même  temps  négatif  et  celui  d'une 
fraction,  on  écrirait  -T.234567,  — Y.345678,  —êûi. 

(12f78)  Pour  trouver  le  log.  d'iin  nombre  entier  joint 

à  un©  firaotlon,  par  exemple  de  3  f,  réduisez  l'entier  en  une 

fraction  de  même  dénominateur,  vous  aurez  15+2=17  dont 

5       T 
le  log.=log.  17— log.  5. 

(1S277)  Le  complément  arithmétique  d'un  logarithme, 
est  ce  qui  reste,  après  avoir  retranché  ce  log.  de  10  ;  ainsi 
10—9.274687=0.725318  est  le  complément  arithmétique  de 
9.274687;  ettil  est  à  démontrer  que  l'on  obtient  correcte- 
ment la  dlflérenoe  entre  deux  logarithmes,  en  ajoutant 
au  premier  le  complément  arithmétique  du  log.  à  sous- 
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traire,  et  en  diminuant  ensuite  leur  somme  de  10,  c.-à-d., 
en  retranchant  10  de  cette  sorame. 

En  effet,  soit  a  le  premier  log.,  b  le  log.  à  soustraire, 
c=10—b  le  complément  arithmétique  de  6  ;  la  diffôrence  des 
logarithmes  a,  b,  s'exprime  a— 6,  mais  à  cause  de  c=10— 6, 
on  a  c — 10=  — b  ;  donc,  si  l'on  remplace  — b,  dans  l'équation 
a — b,  par  sa  valeur  c— 10,  on  aura  a—b  =  a+c— 10,  ce  qui 
s'accorde  avec  l'énoncé. 

On  pourra  donc  dans  toute  proportion,  au  lieu  de  soustraire 
le  log.  du  premier  terme,  de  la  somme  des  logarithmes  du 
second  et  du  troisième  termes,  ajouter  à  cette  somme  le 
complément  arithmétique  du  log.  du  premier  terme  ;  et  l'on 
peut  obtenir  directement  des  tables  le  complément  arith. 
voulu,  en  retranchant  de  9  le  chiffre  de  gauche  du  log.  donné 
et,  allant  vers  la  droite,  retranchant  chaque  chiffre  suivant 
de  9,  jusqu'au  dernier  qu'on  ôtera  de  10,  ce  qui  sera  la  même 
chose  que  de  retrancher  le  log.  de  10  ;  car,  soit  à  retrancher 
le  log.  2.104729  du  log.  3.274107  on  aura, 
par  la  méthode  ordinaire  :  par  comp.  arith.  : 

3.274107  3.274107 

2.104729  compl.  arith.  7.895271 


différence=  1.169378  ;  en  retranchant  10,  dif.=1.169378. 

On  a  donc,  pour  toutes  les  proportions  de  la  trigonométrie, 
la  règle  suivante  :  ajouter  ensemble  le  complément  arith- 
métique du  logarithme  du  premier  terme,  le  logarithme 
du  second  terme  et  le  logarithme  du  troisième  terme,  et 
leur  somme,  diminuée  de  10,  sera  le  logarithme  du 
quatrième  terme. 

2°  Si  une  expression  quelconque  contenait  deux  ou 
plusieurs  compléments  arithmétiques,  il  faudrait  en  retran- 
cher 20  ou  autant  de  fois  10,  que  de  compléments  arithméti- 
ques dans  l'expression  donnée.  Et  si  l'on  voulait  avoir  le 
comp.  arith.  d'un  log.  11.234567,  13.456789,  etc.  ou  d'un 
log.  quelconque  plus  grand  que  10,  on  prendrait  ce  comp. 
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arith.  relativement  à  20,  pour  diminuer  ensuite  d'autant 
l'expression  qui  contiendrait  ce  comp.  arith. 


TABLE   DE   LOGARITHMES   DES 

NOMBRES. 


_lt'"i*TÏ 


St'..'"  •«■,.!": Ivad. 


'AK> 


m:^m' 


MV 


isi: 


•ïî 


11'' 


ri 
Mil. 


Il 


II 

lia. 


Vil 


(1278)  Si  l'on  calcule  et  que  l'on  dispose  en  forme  de 
table,  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  depuis  1  jusqu'à  un 
uorabre  donné,  cette  table  est  appelée  table  de  logarithmes. 
La  table,  qui  se  trouve  à  la  fin  de  ce  traité  donne  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  depuis  1  jusqu'à  10000. 

La  première  colonne,  à  la  gauche  de  chaque  page  de  la 
table,  est  la  colonne  des  nombres,  et  est  désignée  par  la 
lettre  initiale  "N  placée  en  tête  ;  la  partie  décimale  des 
logarithmes  de  ces  nombres  est  placée  vis-à-vis,  sur  la  même 
ligne  horizontale. 

La  caractéristique  du  logarithme,  laquelle,  comme  on  l'a  vu 
(1273)  est  toujours  connue,  étant  moindre,  d'une  unité,  que  le 
nombre  de  chiffres  entiers  dans  le  nombre  donné,  est  pour 
cette  raison,  omise  ^ns  les  tables,  dans  le  but  de  sauver 
l'espace. 

FBOBLÈME  I. 

Trouver,  au  moyen  de  la  table,  le  log.  d'un  nombre 

quelconque. 

1er  Cas. 

Quand  le  nombre  est  moindre  que  100. 

(1279)  Cherchez  dans  la  colonne  N  de  la  première  page 
de  la  table,  jusqu'à  ce  que  vous  trouviez  le  nombre  donné  ; 
le  nombre  situé  tout  vis-à-vis,  dans  la  colonne  marquée  log., 
est  le  logarithme  voulu. 
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2èine  Cas. 


Qnand  le  nombre  est  pins  grand  que  100,  et  moindre 

qne  10,000. 

(1280)  Trouvez,  dan8  la  colonne  des  nombres,  les  trois 
premiers  chifires  du  nombre  donné.  Passez  alors,  horizon- 
talement, aux  colonnes  marquées  0,  1,  2,  3, 4,  etc.,  jusqu'à  ce 
que  vous  arriviez  à  la  colonne  désignée  par  le  quatrième 
chiffre  du  nombre  donné  ;  à  la  gauche  des  quatre  chiffres  du 
log.  ainsi  trouvé,  écrivez  les  deux  premiers  chiffres  de  la 
colonne  marqué*0,  lesquels  sont  sous-entendus  dans  toutes 
les  autres  colonnes  1,  2,  3,  4,  etc.,  étant  les  mêmes  pour 
toutes  ces  colonnes,  et,  comme  la  caractéristique,  omis 
dans  la  table,  pour  sauver  l'espace  et  rendra  le  tout  plus 
succint  et  concis.  Vous  aurez  alors  la  part'.e  décimale  du 
logarithme  cherché,  que  vous  ferez  précéder  de  sa  caractéris- 
tique, laquelle  comme  on  vient  de  le  voir,  doit  toujours  être 
moindre,  d'une  unité,  que  le  nombre  d'entiers  dans  le  nombre 
donné.  Ainsi  le  log.  de  1122  est  3.049993,  celui  de  112.2 
est  2.049993,  celui  de  11.22  est  1.049993,  celui  de  1.122  est 
0.049993,  et  celui  de  .1122  est  T.049993,  la  partie  décimale 
du  log.  étant  toujours  la  même,  pour  les  mêmes  chiffres  dans 
le  nombre  donné,  que  ces  chiffres  soient  des  entiers  ou  des 
décimales  ;  pendant  que  la  différence  dans  la  valeur  de 
l'ensemble  de  ces  chififres,  telle  qu'indiquée  par  la  position 
du  point  décimal,  se  trouve  pleinement  établie  par  le  nombre 
d'unités  dans  la  caractéristique. 

(1281)  A  dessin  de  fixer  l'œil  ou  d'attirer  l'attention,  on 
a  remplacé  dans  plusieurs  des  colonnes,  les  0  par  des  points, 
pour  faire  comprendre  que  dans  ces  cas,  les  deux  chiffres  de 
la  colonne  0,  dont  il  faut  faire  précéder  les  quatre  autres,  se 
trouvent  sur  la  ligne  horizontale  immédiatement  plus  basse. 
Ainsi,  le  log.  de  2188  est  3.340047,  dans  lequel  on  a  remplcé 
par  des  0  les  deux  points  placés  devant  le  nombre  47  (..47) 
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do  la  colonne  8,  et  fait  préc6clor  les  0047  ainsi  obtenus,  des 
deux  premiers  chiffres,  34,  do  la  ligne  suivante,  dans  la  colonne 
0.  S'il  n'y  a  pas  de  points  à  la  gauche  du  nombre  d'abord 
trouvé,  mais  qu'il  s'en  trouve  néanmoins  dans  une  des 
colonnes  à  gauche,  et  sur  la  même  ligne  horizontale  ;  il  faudra 
dans  ce  cas,  tout  de  même  que  dans  le  dernier,  prendre  dans 
la  ligne  horizontale  suivante,  les  deux  premiers  chiffres  de  la 
coloime  0,  pour  les  écrire  à  la  gauche  des  quatre  autres  : 
ainsi,  le  logarithme  de  3098  est  3.491081,  les  49  de  la  colonne 
0,  se  trouvant  sur  la  ligne  horizontale  310. 

3ènie  Cas.  H^ 
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Quand  le  nombre  excède  10,000  ou  qu'il  est  composé  de  5 

chiffres  ou  plus. 

(1282)  Considérez  d'abord  comme  zéros  (0*)  tous  les  chiffres 
à  la  droite  des  quatre  premiers  chiffres  du  nombre  don  ni'. 
Trouvez  dans  la  table  le  logarithme  de  ces  quatre  premiers 
chiffres.  Prenez  maintenant  dans  la  colonne  D,  à  la  droite 
de  la  page,  et  sur  la  même  ligne  horizontale  que  le  logarith- 
me, le  nombre  qui  s'y  trouve,  et  multipliez  ce  nombre  par 
les  chiffres  d'abord  considérés  comme  0*  (zéros)  ;  retranchez 
maintenant  de  la  droite  du  produit  ainsi  obtenu,  autant  do 
chiffres  (décimales)  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  le  multiplicateur 
(D)  et  ajoutez  au  premier  logarithme  le  produit  ainsi  trouvé  ; 
cette  somme  sera  la  partie  décimale  du  logarithme  cherché  ; 
écrivez  à  la  gauche  la  caractéristique,  qui  sera  (1273)  moindre, 
d'une  unité,  que  le  nombre  de  chiffres  dans  le  nombre 
donné,  et  vous  aurez  enfin  le  logarithme  voulu. 

Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  de  672,887.  Vous 
trouverez  à  la  llème  page  de  la  table,  le  logarithme  des 
quatre  premiers  chiffres  6728,  savoir  827886.  Le  nombre 
correspondant,  dans  la  colonne  D,  est  65,  lequel  multiplié  par 
87,  les  chiffres  regardés  comme  zéros,  donne  5655,  duquel 
retranchant  deux  chiffres  pour  décimales,  il  reste  ôQ.55  que 
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l'on  njoutorft  n  82788G,  pour  avoir  827942,  partie  dC-cimnle 
du  lo^.  de  072887  ;  la  caractéristique  est  5,  puisqu'il  y  a 
6  chiitVes  dans  le  nombre  donné  ;  donc  le  log.  du  nombre 
est  5,.827942.  On  néglige  la  décimale  55  du  produit  56.55', 
augmentant  au  besion,  d'une  unité,  le  premier  chittre  à  1» 
gaucho  do  la  décimale,  quand  cotte  décimale  est  plus  que  .5^ 
c.-à-d.,  plus  qu'une  dorai-unité. 

(1283)  Cette  méthode  do  trouver  les  logaritlimcs  des 
nombres,  A  l'aide  des  tables,  suppose  que  les  logarithmes  sont 
proportionnels  à  leurs  nombres  respectifs,  ce  qui  n'est  ])a8 
rigoureusement  vrai.  Dans  l'cxeraplo  ci-dessus,  le  logarith- 
me de  672800  est  5.827886  ;  le  log.  de  672900  qui  excède  do 
100  le  dernier,  est  5.827951  :  la  ditl'érence  des  logarithmes 
est  65.  Maintenant,  comme  100,  différence  des  nombres 
672800  et  672900,  est  à  (:)  65,  différence  de  leurs  logarith- 
mes, de  même  (::)  87,  différence  entre  le  nombre  donné 
672887  et  le  nombre  672800,  est  à  (:)  la  différence  de  leurs 
logarithmes,  laquelle  est  56.55  ;  cette  différence  étant  ajoutée 
à  5.827886,  logarithme  du  moindre  nombre  672800,  donne 
5.827942  pour  le  logarithme  du  plus  grand  672887.  L'utilité 
de  la  colonne  des  différences  est  de  là  évidente. 

(1284)  On  a  déjà  fait  remarquer  que  le  logarithme  d'une 
fraction  vulgaire,  est  égal  au  logarithme  du  numérateur, 
moins  le  logarithme  du  dénominateur;  de  là  donc,  le 
moyen  de  trouver,  au  besoin,  le  logarithme  d'une  telle 
fraction  ;  et  d'après  ce  qu'on  a  dit  (1275)  des  logarithmes 
des  fractions  décimales,  il  est  clair  qu'on  trouvera  le  logarith- 
me d'une  fraction  décimale  quelconque,  en  considérant  cette 
fraction  comme  nombre  entier,  et  en  faisant  ensuite  précéder 
la  partie  décimale  de  son  logarithme,  d'une  caractéristique 
négative,  plus  forte,  d'une  unité,  que  le  nombre  de  zéros  entre 
le  point  décimal,  et  le  premier  chiffre  significatif  de  la 
fraction.  Ainsi,  le  log.  de  .0412  est  2:614897,  celui  de  .00412 
est'3".614897,  celui  de  .000412  e8tl.614897,  et  celui  de  .412 
est  0.614897.  ^ 
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Trouver;  par  la  table,  le  nombre  qui  répond  à  un  logarithme  donné. 

(15285)  Cherchez,  dans  la  colonne  des  logarithmes,  la 
partie  décimale  du  logarithme  donné,  et  si  voua  le  trouvez 
exactement,  prenez  le  nombre  qui  lui  correspond.  Alors,  si 
la  caractéristique  du  log.  donné  est  positive,  séparez  par  la 
gauche  du  nombre  trouvé,  un  chiffre  de  plus,  pour  entiers, 
qu'il  y  a  d'unités  dans  la  caractéristique  du  log.  donné,  et 
regardez  les  chiffres  restants  comme  décimales  ;  ceci  donnera 
le  nombre  cherché.- 

Si  la  caractéristique  du  log.  donné  est  0,  il  y  aura  un 
chiffre  ou  seulement  une  place  d'entiers  ;  si  la  caractéristique 
est  T,  le  nombre  sera  entièrement  décimal  ;  si  la  caracté- 
ristique est  %  il  y  aura  un  0  entre  le  point  décimal  et  le 
premier  chiffre  valant  ;  si  l'on  a  3^  pour  caractéristique,  il  y 
en  aura  2,  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  dont  le  log.  est  1.492481 
se  trouve,  page  5,  et  ast  31.08  ;  si  le  log.  était  T492481,  le 
nombre  correspondant  serait  .3108  et  si  le  log.  était^492481, 
le  nombre  correspondant  serait  .03108,  ou  3.108  si  le  log. 
était  0.49£481. 

(1286)  Mais  si  l'on  ue  peut  trouver  exactement,  dans  la 
table,  la  partie  décimale  du  logarithme,  prenez  le  nombre 
qui  répond  au  logarithme  moindre  suivant  ;  prenez  aussi  la 
diâ(^ience  correspondante  dans  la  colonne  D  ;  soustrayez 
maintenant  ce  moindre  logarithme  du  logarithme  donné,  et 
après  avoir  ajouté  à  la  droite  du  reste,  ainsi  obtenu,  un 
nombre  suffisant  de  zéros,  divisez  ce  reste  par  la  difiérenco 
provenant  de  la  colonne  D,  et  ajoutez  le  quotient  à  la  droite 
du  nombre  qui  répond  au  moindre  logarithme.  Cette 
opération  donnera,  à  peu  de  chose  près,  le  nombre  requis. 
Cette  règle,  corne  colle  qui  enseigne  a  trouver  le  log.  d'un 
nombre  de  plus  de  4  chiffres,  suppose  que  les  nombres  sont 
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proportionnels  si  leurs  Ioo:aritlimo8  correspondants,  ce  qui, 
connne  nous  ravona  déjà  dit,  n'est  pas  strictement  vrai. 

Ex.  1.  Soit  à  trouver  le  nombre  qui  répond  au  logarithme 

1.532708.     Ici  le  \og.  donné  est v 1.532708 

Le   lonf.    nioindro   suivant,   et   qui   répond 
an  nombre  34.09,  est 1.32627 

La  diiK'ronco  entre  ces  logarithmes  est 81 

Kt  la  diiil'rcnco  dans  la  table,  colonne  D,  est  128  ;  de  là, 
ajoutant  à  la  droite  do  81,  le  nombre  nécoaeairc  de  zéros  pour 
(juo  la  division  [(uisse  se  faire,  ou  a  81.00  divisé  par  128—63, 
résultat  (jui,  étant  écrit  à  la  droite  du  nombre  34.09  déjà 
trouvé,  donne  34.0903  pour  le  nombre  correspondant  au 
logarithme  donné  1.632708. 

Ex.  2.  On  demande  le  nombre  qui  répond  au  log.  8.233568 
Le  logarithme  moindre  suivant,  celui  do  1712  est... 3.233504 

La  dittérence  entre  ces  logarithmes  = 64 

La  dittérence  prise  dans  la  table,  colonne  D,  ==253)  64.00  (25. 

De  là,   le  nombre  voulu  est  1712.25,  la  caractéristique 
3  répondant  à  quatre  entiers. 

TABLES  DES 
SINUS,  TANGENTES,  Etc.,   LOGARITHMIQUES. 


(1287)  Dans  cette  table,  se  trouvent,  les  logarithmes  des 
valeurs  numériques  des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotan- 
gentea,  do  tous  les  arcs  ou  angles  du  quart-do-circ.  divisé  à 
la  minute,  et  calculés  pour  un  rayon  égal  à  10,000,000,000. 
Le  logarithme  (1265)  do  ce  rayon  est  10.  Sur  la  première 
et  la  dernière  ligne  horizontale  de  chaque  page  sont  écrits, 
les  dégrés  doi-.  les  sinus,  etc.,  logarithmiques  sont  exprimés 
sur  la  page.  Les  colonnes  verticales  à  la  gauche  et  à  la 
droite  do  chaque  page  sont  dos  colonnes  de  minutes. 
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Trouver  dans  la  table,  le  sinus,  cosinus,  tangente  ou  cotangente 
logarithmique  d'un  arc  ou  d'un  angle  donné  quelconque. 

(1288)  Si  l'angle  donné  est  moindre  que  45°,  regardez  n 
la  première  ligne  horizontale  des  diverses  pages,  jusqu'à  ce 
que  vous  trouviez  le  nombre  de  dégrés  ;  descendez  alors  la 
colonne  des  minute?,  à  la  gauche  de  la  page,  jusqu'à  ce  que 
vous  arriviez  au  nombre  indiquant  les  minutes;  passez 
alors  horizontalement  à  la  colonne  désignée  sinus,  cosinus, 
etc.,  sui/ant  le  cas,  et  le  nombre  que  vous  y  trouverez 
est  le  logarithme  requis.  Ainsi,  le  sinus,  cosinus,  tangente, 
cotangente  de  19°  55'  se  trouvent,  page  37  de  la  table,  vis-à- 
vis  de  55,  et  sont  respectivement  9.532312, 9.973215, 9.559097, 
10.440903. 

(1S289)  Si  l'angle  donné  est  plus  grand  que  45°,  cherchez 
les  dégrés  sur  la  ligne  horizontale  au  bas  des  diftérentes 
pages,  et  vous  trouverez  les  minutes  en  remontant  dans  la 
colonne  de  droite  ;  passez  alors  horizontalement  à  la  co- 
lonne désignée  tang.,  cotang.,  sinus,  cosinus,  suivant  le  cas, 
et  le  nombre  trouvé  sera  le  logarithme  voulu. 

(1290)  On  verra  que  la  colonne  désignée  *  sinus  '  au  haut 
de  la  page,  est  désignée  *  cosinus  '  au  bas. de  la  page  ;  celle 
qui  est  désignée  *  tangente,'  devient  *  cotangente,'  et  de 
même  *  cosinus  '  au  haut  de  la  page  est  désignée  '  sinus  '  au 
bas,  et  *  cotang.,'  *  tang.'  L'angle  qu'on  obtient,  en  prenant 
les  degrés  au  haut  de  la  page  et  les  minutes  dans  la  colonne 
de  gauche,  est  le  complément  do  l'angle  indiqué  par  les 
dégrés  au  bas  de  la  pago  et  par  les  minutes  dans  la  colonne 
de  droite,  et  sur  la  même  ligne  horizontale.  Ceci  étant 
évident,  l'on  voit  de  suite  pourquoi  les  colonnes  désignées 
sinus,  cosinus,  tang.,  cotang.,  quand  les  dégrés  se  trouvent 
au  haut  de  la  page  et  les  miuutes  en  descendant  à  gauche. 
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deviennent  nécessairement,  cosinus,  sinus,  cotang.,  tang., 
quand  on  trouve  les  dégrés  au  bas  de  la  page  et  les  minutes 
en  montant  à  droite  ;  car,  comme  on  l'a  fait  voir  (1224)  le 
sinua,  cosinus,  tang.  et  cotang.  d'un  angle,  est  en  même 
temps  le  cosinus,  sinus,  cotang.  et  tang.  du  complément  de 
cet  angle. 

(1291)  Si  i'Eingle  donné  est  plus  grand  que  90°,  on  n'a 
qu'à  le  soustraire  de  180°  et  à  prendre  (1221)  le  sinus,  co- 
sinus, tang.  ou  cotang.  du  reste,  c'est-à-dire  du  8up;nlément 
de  l'angle  donné. 

(1292)  On  a  omis,  dans  les  tables,  les  sécantes  et  cosé- 
cautes,  que  l'on  peut  obtenir  aisément,  à  l'aide  des  sinus  et 

R2 


cosinus;  car  (1226) séc. 


COS. 


;  ou,  en  prenant  les  logarith- 


mes :  log.  séc.  =  2  log.  R  —  log.  oos.=  20 — log;  cos.  ;  c'.à-d., 
la  sécante  logarithmique  se  trouve  er  "  iustrayant  de  20 

le  cosinus  logarithmique.     La  coséc.  =  (122S)  -r—  ,  ou  le 

'  sin. ' 

log.  coséc.  =  2  log.  R  —  log.  sin.  =  20 — log.  sin.  ;  c.45-d.,  on 
obtient  le  logarithme  de  la  oosécante  en  soustrayant  de 
20  le  logarithme  du  sinus. 

On  a  vu  (1225)  que  R^  =  tang.  X  cotang  ;  d'où,  2  log.  R 
==log.  tang.  +  log.  cotang;  ou  20  =  log.  tang.  +  log.  co- 
tang. ' 

(1293)  La  colonne  qui  adjoint  à  droite  celle  des  sinus  est 
désignée  D,  lettre  initiale  du  mot  différence.  Voici  com- 
ment on  calcule  ces  différences.  Ouvrez  la  table,  soit  à  la 
page  42,  vous  trouverez  le  sinus  de  24°,  égal  à  9. 609313 . 
celui  de  24°  1'  =  9.609597  ;  leur  difîerence  est  284  que  l'on 
divise  par  60,  nombre  de  secondes  dans  une  minute,  pour 
avoir  le  quotient  4.73,  que  l'on  trouve  consigné  dans  la 
table,  colonne  D,  vis-à-vis  de  24°,  av3c  l'omission  cependant 
du  point  décimal,  dont  on  tient  toujours  compte  néanmoins, 
en  se  rappelant  que  les  deux  derniers  chiffres  sont  décimaux. 
L'opération  que  l'ou  vient  de  faire  pour  trouver  la  différence 
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4.73  de  e'l  us  correspondant  à  une  différence  de  1"  dans 
l'angle  donné,  est  évidemment  fondéiî  sur  la  supposition  que 
l'accroissement  du  sinus  logarithmique  est  proportionnel  à 
l'accroissement  correspondant  de  l'arc,  et  i!  en  est  ainsi,  à 
très  près,  pour  60"  ;  il  suit  que  4.73,  ou  comme  on  l'a  dit, 
473,  en  tenant  compte  du  point  décimal  omis,  est  l'accrois- 
sement du  sinus  pour  1".  De  même,  si  l'arc  est  24°  20', 
l'augmentation  du  sinus  pour  1"  est  465  ou  4.65,  en  tenant 
compte  du  point  décimal.  Les  mêmes  observations  s'ap- 
pliquent h  la  colonne  D  après  la  colonne  cosinus,  et  à  la  co- 
lonne D  entre  les  tangentes  et  cotangentes.  Si  la  colonne 
D  entre  les  tangentes  et  cotangentes  répond  à  chacune  de 
ces  colonnes,  c'est  que  comme  on  l'a  vu  (1292)  la  somme  des 
tangente  et  cotangente  logarithmiques  d'un  arc  quelcon- 
que est  20,  ou  log.  tang.  +  log.  cotang.  =  20  ;  d'où  il  suit, 
qu'étant  donnés  deux  arcs  a  et  b,  on  a  log.  tang.  b  +  log. 
cotang.  b  =  log.  tang.  a  +  log.  cotang.  a,  ou  log.  tang.  b  — 
log.  tang.  a  =  log.  cotang.  a  —  log.  cotang.  b. 

(1294)  Soit  maintenant  à  trouver  le  sinus  logarithmique 
d'un  angle  exprimé  en  dégrés,  minutes  et  secondes:  ou 
opérera  comme  auparavant  pour  les  dégrés  et  minutes;  on 
multipliera  ensuite,  par  les  secondes,  la  différence  pour  uiio 
seconde,  trouvée  dans  la  colonne  D,  et  l'on  ajoutera  ce  produit, 
dont  on  regardera  comme  décimales  les  2  chiffres  de  droite, 
au  sinus  d'abord  trouvé,  pour  avoir  le  sinus  de  l'arc  donné. 

Ex.  1.  Si  l'on  veut  avoir  le  sinus  de  40°  26'  28". 

Le  sinus  de  40°  26' est 9.811952 

La  différence  pour  une  seconde  est   247 
Laquelle  multipliée  par  le  nombre 

de  secondes 28 

Donne  pour  produit... 69.16  69.16 

Ceproduit  69.16  ajouté  au  sinus  de  20°  40',  dcnne 

pour  fûuus  de  40°  26'  28"  le  log 9.812021.16 

On  trouve  d'une  manière  analogue  la  tangente  d'un  arc 
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dans  lequel  il  y  a  des  secondes.  Pour  ce  qui  est  du  cosinus 
et  de  la  cotangente,  il  faut  se  rappeler  quo  ces  liijjiieH croissent 
ou  augmentent  pendant  que  les  arcs  diminuent,  et  décroissent 
pondant  que  les  arcs  augmentent,  ce  qui  rend  nécessaire  de 
soustraire,  au  lieu  d'ajouter,  les  nombres  proportionnels  qui 
répondent  aux  secondes. 

Ex.  2.  Ainsi,  pour  trouver  le  cosinus  de  3°  40'  40" 

On  a  le  cosinus  de  3°  40'= 9.999110 

La  différence  pour  une  seconde  est   13 
Laquelle  multipliée  par  le  nombre 
de  secondes 40 


Donne  pour  produit ...5.20 

Que  l'on  soustrait  du  sinus  de  3°  40'.... 


5.20 


Ce  qui  donne  pour  cosinus  de  3°  40'  40'' 9.999104.80 

Où,  en  ne  mettant  que  6  décimales, ....9.999105 

PROBLÈME  II. 

Trouver  les  dégrés,  minutes,  et  secondes  qui  répondent  à  un 
sinus,  cosinus,  tangente  ou  cotangente  quelconque. 

• 

(1295)  Si  vous  trouvez  dans  la  table  le  logarithme  donné, 
vous  aurez  au  bas  ou  au  haut  de  la  page,  suivant  le  cas,  les 
dégrés,  et  dans  la  colonne  de  gauche  ou  de  droite,  les  minutes 
correspondant  au  log.  donné  ;  mais  si  le  logarithme  ne  peut 
se  trouver  exactement  dans  la  table,  prenez  les  dégrés  et 
minutes  qui  répondent  au  log.  moindre  suivant,  et  la  diô'érence 
correspondante,  colonne  D  ;  soustrayez  le  logarithme  pris 
dans  la  table,  du  log.  donné,  ajoutez  au  reste  deux  zéros  et 
divisez  alors  ce  reste  ainsi  augmenté,  par  la  dift'érence  D  ; 
le  quotient  de  cette  division  donne  les  secondes  à  ajouter 
aux  dégrés  et  minutés  déjà  trouves,  quand  il  s'agit  d'un 
sinus  ou  d'une  tangente,  ou  à  soustraire,  dans  le  cas  d'un 
cosinus  ou  d'une  cotangente. 
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Ex.  1.  Soit  à  trouver  l'arc  qui  n'-poiul  an  sinus  9.880054 

Houstrayunt  lo  sinuH  rnoiiulro  puivnnt,  celui 

do  40"  20',  est 0.8799(53 


Il  reste  91  nnquol  ajoutant  2  zi'roa  et  flivisivnt    181)  9100  (50" 
par  Ift  difVérenco  181  do  la  colonne  D,  il 
vient  50"  que  l'on  j\joute  aux  49°  20'  pour 
avoir  l'arc  ou  l'angle  voulu  49°  20'  50". 

Ex.  2.  Soit  encore  à  trouver  l'arc  qui  cor- 
respond à  cotangente 10.008G88 

Cotang.  n\oindre  suivant,  celle  do  44°  20'  10.008591 

Lo   reste   97  augmente   do   00    et   divise      421)9700(23" 
par  421  (D)  donne  23"  secondes  à  retran- 
cher do  44*^  26'  pour  avoir  l'arc  voulu. 

m  lA,  44°  20'  ~  23"  =  44°  25'  37"  est  l'arc  qui  correspond 
à  la  cotangente  donnôo  10.008688. 

TABLES  DES  SINUS,  ETC.,  NATURELS. 

(1296)  Los  sinus  naturels  et  autres  lignes  trigonomôtri- 
ques  naturelles,  sont  comme  on  l'adéjA  vu  (1264)  les  valeurs 
ou  repré8en\u  ts  numériques  mômes  dès  sinus,  tangentes, 
etc.,  d'arcs  de  cercle  ayant  pour  rayon  l'unité. 

On  trouve  à  l'aido  do  cette  table,  et  do  la  mBmo  manière 
qu'avec  les  tables  logarithmiques,  le  sinus  naturoi,  etc.,  d'un 
arc  donné,  ou  l'arc  qui  correspond  à  un  sinus  naturel,  etc., 
donné. 

Lo  rayon  étant  1,  il  est  clair  que  tous  les  sinus  et  cosinus, 
lesquels  d'après  les  définitions  qu'on  en  a  données  sont  tou- 
jours moindres  que  le  rayon,  sont  des  fractions  décimales  do 
l'unité.  On  omet  généralement  pour  cette  raison  lo  point 
décimal  qui  occuperait  daus  les  tables  un  espace  inutile. 

Il  en  est  do  môme  des  tangentes  depuis  0°  jusqu'à  45°  et 
des  cotangontes  depuis  90°  à  46°,  lesquelles  étant  moindres 
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quo  l'unité,  on  omet  encore  lo  point  dooimnl  ;  rams  au-deasiirt 
do  46°  lo8  tftngcntoa,  et  Ioh  cotungontes  ftii-doBsonn  do  45°, 
étant  plus  grandes  (luo  l'nnitô,  lo  point  décimal  reparaît 
nécoHsairomout  avec  Ich  ontiora  ([ue  contiennent  aiorrt  Icb 
valeurs  do  ces  lignes. 

(1297)  La  colonne  D  de  la  table  logarithmiqno  est  omiHe  ici 
faute  d'cHpaco,  mais  on  y  supplée  facilement  au  besoin, 
o.-à-d.,  (puvnd  il  y  a  dos  secondes  dans  l'an;  donné,  ou  cpiand 
lo  sinus,  etc.,  donné  no  se  trouve  pas  dans  les  tables,  en 
prenant  la  dillérence  entre  lo  nombre  qui  (!orresi>ond  aux 
minutes  contenues  dans  l'arc,  et  le  nombre  suivant.  Ayant 
obtenu  de  cette  manière  la  différence  cpii  répond  à  1',  on 
trouvera  en  divisant  cette  dernière  par  60,  lo  nombre  pro- 
portionnel pour  1"  et  on  opérera  ensuite  comme  on  lo  fait 
dans  lo  cas  des  lignes  logaritbmiques. 

Ex.  1.  Soit  à  trouver,  par  exemple,  le  sinus  naturel  do  44° 
40'  40".  Le  sinus  do  44°  40'  est  .70298,  colui  do  44°  41'  est 
.70319,  la  différence  do  ces  sinus  pour  1'  est  21,  cette  dif- 
férence divisée  par  GO  donne  pour  quotient  .35  différence 
])our  1"  et  85  a  40  (nombre  de  secondes  dans  l'aro  donné), 
=  14.00  quej'ajoute  à  .70298  pour  avoir  .70312  =  sinus  nat. 
de  44°  40'  40". 

Ex.  2.  Maintenant  soit  A  trouver  les  degrés,  minutes  et  se- 
condes qui  correspondent  à  uu  sinus  .70812  qu'on  ne  trouve 
pas  dans  la  table.  Ce  sinus  se  trouvant  entre  ceux  de  44^  40' 
et  44°  41',  on  voit  de  suite  que  l'arc  requis  se  trouvera  aussi 
entre  ceux  de  44°  40'  et  44°  41'  ;  soustrayant  donc  l'un  do 
l'autre  ces  deux  sinus  on  obtient  21  leur  différence,  et  on  fait 
alors  la  proportion,  si  une  différence  de  21  entre  les  sinus  de 
44°  40'  et  de  44°  41'  correspond  à  une  différence  de  GO"  entre 
ces  arcs,  à  combien  do  secondes  correspondra  la  différence 
14  entre  le  sinus  donné  .70812  et  le  sinus  .70298  do  44°  40' 

ou  dif.  21:60"  ::  dif.  14:40"=  — Jp^'  que  l'on   écrira 

à  la  droite  des  44°  40'  déjà  trouvés,  pour  avoir  l'arc  voulu 
44°  40'  40". 
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Ex.  3.  Soit  proposé  de  trouver  la  cotangento  naturelle  do  3° 
40'  20"  ;  la  table  donne  pour  cotang.  de  3°  40',  16.6048  et 
pour  cotang.  de  3^  41'  15.5340  dont  la  diiTèreuee  est  708 
que  je  divise  par  60  pour  avoir  11.8  =  dilierence  pour 
1",  cette  différence  11.8  multipliée  par  20,  le  nombre  de 
secondes,  dans  l'arc  donné,  donne  236.0  que  je  retranche  de 
15.0048  pour  avoir  15.5812  =  cotang.  de  3°  40'  20",  puisque 
les  cotangeutes  et  les  cosinus  diminuent  à  mesure  que  les 
arcs  augmeutent,  et  augmentent  à  mesure  que  les  arcs  dimi- 
uuent. 

Fx.  4.  Si  l'on  avai<-  -^nfin  à  trouver  l'arc  correspondant  à  la 

cotangente  15.5812  qi     ..o  b^  irouve  pas  dans  la  table  ;  ayant 

obtenu  la  différence  70c  entre  '';  rotang.  15.6048  de  3°40'et 

la  cotang.  15.6340  de  3°  41',  et  la  différence  236  entre  la 

cotang.  de  3°  40'  et  la  cotang.  donnée,  on  ferait  la  propor- 

236  X  60 


tion  dif.  708:  00"  ::  dif.  236:  20" 


708 


que  l'on  écri- 


rait à  la  droite  de  3°  40'  pour  avoir  l'arc  voulu  3°  40'  20". 

(1298)  Ou  en  suivant  la  règle  du  par.  (1295)  cotang.  donnée 
15.5812  —  cotang.  moindre  suivant  15.5340,  celui  de  3°  41', 
=  4'i2et  708:G0"::472:40"qu'il  faut  dans  ce  cas  retran- 
cher de  3°  41'  pour  avoir  comme  auparavant  3°  40'  20", 
l'arc  requis. 

(1299)  On  obtient  aisément  au  besoin  la  sécante  et  la 
cosécante  d'un  arc  quelconque,  la  première,  en  divisant 
l'unité    par    le   cosinus  de    l'arc,   puisque    (1228)   séc.  = 

R^  1 

,  la  seconde  en  divisant  l'unité  par  le  cosinus. 


S( 


que 

10,0< 

log.  : 


COS. 


COS. 


mu 


puisque  cosec.  =  —. — =  — .— 
^      ^  sin.       sin. 

On  peut  aussi  obtenir  le  sinus  ou  cosinus  naturel  d'un  arc, 

à  l'aide  de  son  sinus  ou  cosinus  logarithmique,  en  soustrayant 

seulement  10  de  la  caractéristique  de  ce  dernier  ;  le  nombre 

correspondant  au  log.  ainsi  diminué  est  le  siuus  ou  cosinus 

naturel  voulu  ;  et  l'on  peut  de  même  obtenir  la  tangente, 

sécante,  etc.,  naturelle  d'un  arc  donné. 


ir  le  cosinus. 
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Soit  s  le  sinuR  naturel  d'un  arc,  et  S  son  sinus  logarithmi- 
que ;  puisque  le  rayon  des  =  l,  et  que  le  rayon  de  S  = 
10,000,000,000,  ou  a  S  =  10,000,000,OOOXs  ;  d'où,  log.  8  = 
log.  10,000,000,000  +  log.  s  =  10  +  log.  5,  ou,  par  transposi- 


tion, log.  s 


log.  S— 10. 


Ex.     Etant    donné    le    sinus    logarithmique 

de  360  44',  c'est-à-dire, 9.7767676 

J'en  retranche 10 


Le  reste  est  le  logarithme  (du  sinus  naturel)....  1.7767676 
car,  il  s'en  faut  d'une  unité  que  la  soustraction 
puisse  se  faire  ;  ce  qui  s'énonce,   1. 

Ce  logarithme  correspond  au  sinus  naturel  de 
SG^"  44'  qui  est  = 5980916 

(1300)  Avant  de  procéder  à  faire  l'application  des  règles 
précédentes  à  la  solution  des  triangles,  il  est  nécessaire  de 
faire  remarquer,  que  les  diflérences  successives  entre  les  sinus 
et  tangentes  logarithmiques  de  petits  arcs,  n'excédant  pas 
2°,  par  exemple,  sont  très  variables,  comme  on  peut  le  voir  ; 
en  conséquence  de  quoi,  on  ne  peut  trouver,  avec  exactitude, 
ces  lignes  logarithmiques,  pour  de  petits  arcs  contenant  des 
secondes  ;  puisque,  comme  on  l'a  vu  (1293)  les  parties  pro- 
portionnelles pour  les  secondes,  sont  calculées  d'après  la 
supposition,  que  les  différences  sont  constantes  pour  une 
différence  de  1'  ou  de  60"  dans  l'arc. 

On  tror^  .Ta  plus  avantageux,  dans  ce  cas,  de  se  servir  des 
sinus  et  des  tangentes  r^iturels,  dont  les  difierences  sont,  à 
très  près,  constantes  pour  une  augmentation  considérable  de 
l'arc,  comme  ou  l'a  fait  voir  au  par  (1257). 

Ex.  1.  Soit  à  trouver,  par  exemple,  le  sinus  nat.  de  10". 
La  différence  entre  0'  et  1'  ou  entre  0"  et  60"  est  .00029  ;  on 


fera  donc  60"  :  00029 
ou  .00005. 


10 


// 


00005=  ?»«29XJO=OC004.8 
60 


ta 


m 


émit 


r  ■ 
i'  Il 
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Ex.  2.  De  même,  si  l'on  avait  à  trouver  la  taup;Gnte  do  33' 
25"  ;  la  tang.  de  33'  est  .00960,  celle  de  34'  est  .00989  dont 
la  difi'érence  est  .00029,  et  60"  :  29  ::  25"  :  12.083  ,c'e8t-j\-dire 
(faisant  reparaître  les  zéros)  .00012  ;  d'où,  tang.  38'  25"  = 
.00960  +  .00012  =  .00972. 

Ex.  3.  Soit  encore  à  déterminer  la  valeur  de  l'arc  corres- 
pondant à  un  sinus  nat.==  .02973.  On  voit  do  suite,  on  consul- 
tant la  table,  que  l'arc  voulu  se  trouve  entre  1°  42'  et  1°  43'; 
or  la  différence  des  sinus  de  ces  arcs  est  29,  et  la  différence 
entre  .02907  sinus  de  1°  42'  et  le  sinus  donné  .02973,  est  G  ; 
et  29  :  60''  ::  6 :  12.4"  ;  donc,  l'arc  voulu  =  1°  42'  12.4". 

(1301)  Il  faut  aussi  éviter  l'emploi  du  sinus,  tant  logaritli- 
mique  que  naturel,  d'un  arc  très  grand,  ,c'cst-à-dire  d'un  aru 
de  près  de  90°,  ou  du  cosinus  d'un  arc  très  petit  ;  à  cause  du 
peu  de  différence  dans  les  longueurs  respectives  de  ces 
lignes,  pour  une  assez  forte  différence  dans  l'arc  qu'elles 
mesurent  ;  et  cela  surtout,  quand  on  fait  usage  de  tables  qui 
ne  vont  qu'à  5  décimales,  où,  comme  on  le  voit,  le  sinus  no 
varie  que  d'une  unité  du  5ième  ordre,  dans  les  18  dernières 
minutes  du  quart-de-circ,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  lo 
cosinus  ne  varie  que  d'autant,  dans  les  18  premières  minutes 
de  cet  arc. 

Il  est  clair  que  ce  que  l'on  vient  de  dire,  s'applique  encore 
aux  sécantes  de  très  petits  arcs,  lesquelles  varient  presque 
imperceptiblement,  à  mesure  que  ces  arcs  augmentent  ou 
croissent;  et  aux  tangentes  et  sécantes  d'arcs  de  près  de  90°, 
lesquelles  augmentent  rapidement  (1234)  à  mesure  que  l'arc 
s'approche  du  quart-de-circ.  ;  et  dont  les  différences  sont  en 
conséquence,  très  variables,  et  telles  qu'on  ne  puisse  s'en 
servir  pour  le  calcul  des  secondes,  ou  même  pour  celui  des 
minutes,  dans  certains  cas  ;  ce  que  d'ailleurs  on  fera  voir 
dans  l'article  suivant. 


BM 
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SOLUTION  DES  TRIANGLES  RECTILIGNES. 

(1302)  Lo  problème  général  <]ne  la  trigonométrie  t^o.  ^n-o- 
pose  (lo  résoudre,  est:  Dans  tout  triangle» rectiligno,  étant 
donnés  trois,  d'entre  les  trois  côté^  et  les  trois  angles,  et 
l'une  des  trois  parties:  données  étant  (1206)  un  côté  ; 
trouver  l'une,  quolconque,  des  trois  autres  parties. 

(1303^  Les  données  sont  reniées  être  représentées  par 
leurs  valeurs  uuméW/^a^s  ;  savoir:  les  angles  en  dégrés, 
minutes  et  .s-^cundes,  et  les  côtés  en  pieds  ou  tout  autre 
mesure  connue. 

(1304)  La  restriction  du  problème,  aux  cas  où  on  connaît 
au  moins  un  côté  du  triangle  à  résoudre,  est  due  à  ce  que 
les  angles  seuls  no  suffisent  pas  pour  déterminer  les  dimen- 
sions des  côtés  ;  car  il  peut  exister  un  nombre  indéfini  do 
triangles,  dont  les  angles  de  l'un  soient  respectivement  égaux 
à  ceux  de  tous  les  autres,  sans  que  les  côtés  de  l'un  no 
soient  égaux  à  ceux  d'aucun  autre  ;  quoique  cependant,  les 
rapports  des  côtés  aux  angles  soient  (520)  égaux  dans  tous. 
Donc,  si  l'on  ne  connaît  que  les  trois  angles  d'un  triangle,  on 
ne  saurait  en  déterminer  autre  chose  que  les  rapports  entre 
les  côtés  ;  ces  rapports  étant  (1235)  égaux  aux  rapports  qui 
existent  entre  les  sinus  des  angles  opposés.  On  trouverait 
encore  les  rapports  entre  les  trois  côtés  d'un  triangle,  dont 
on  ne  connaîtrait  que  les  angles,  en  supposant,  comme  on 
l'a  fait  au  paragraphe  (674),  à  l'un  des  côtés,  une  valeur 
numérique  quelconque,  pour  en  déterminer  ensuite,  par  cal- 
cul trigonoraétrique,  la  valeur  correspondante  ou  propor- 
tionnelle des  deux  autres  côtés. 

(1305)  On  a  déjà  fiiit  remarquer  (1264)  que  dans  le  but 
d'abréger  les  calculs  nécessaires  pour  déterminer  les  parties 
inconnues  d'un  triangle,  on  se  sert  des  logarithmes  des 
parties,  au  lieu  de  se  servir  des  parties  elles-mêmes  ou  de 
de  leurs  représentants  numériques. 
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D'ailleurs,  IVîtiidiant  se  servira,  h  volonté,  des  loi^jiritlirnoa 
des  côtés  d'un  triangle  et  do  ceux  dos  sinus,  eto  ,  des  nn^Ics 
do  00  triangle;  ou  des  valeurs  nuniéri(|Uoa  mômes,  de  ces 
côtùs  et  des  sinus,  etc.,  do  ces  angles,  c'est-à-dire,  des  sinus, 
etc.,  naturels,  de  ces  angles;  suivant  (ju^il  le  jugera  convenable, 
eu  égard  A  la  nature  de  l'opération  A  faire;  car  l'usage,  et 
mémo  la  connaissanco  des  logaritlimes,  n'est  aucunement 
essentielle  à  la  trigonométrie. 

(1306)  Pour  la  commodité  du  calcul,  il  est  d'habitude  de 
diviser  le  problème  général  qu'on  vient  d'énoncer  (1296)  en 
deux  problèmes,  suivant  que  dans  le  triangle  à  résoudre  il 
y  a,  ou  non,  un  angle  droit. 


PROBLÈME  I. 


(1307)  Dans  un  triangle  rectangle  quelconque  ABC, 
étant  donnés,  outre  l'angle  droit,  deux  quelconques  d'en- 
tre les  trois  côtés  et  les  trois  angles,  et  l'un  de  ces  deux 
étant  un  côté  ;  trouver  le  reste. 

Il  est  évident,  tout  d'abord,  que  quand  on  connaît  l'un  des 
angles  aigus  d'un  triangle  rectangle,  on  connaît  aussi  l'autre, 
puisque  ces  angles  sont  (19.19.,  2°)  cora-      (J 
pléraents,  l'un  de  l'autre.    Il  est  de  plus 
évident  (1224)  que  le  sinus,  la  tangente 
ou  la  sécante,   de  l'un   quelconque   des 
deux  angles  aigus,  est  le  cosinus,  la  co- 
tangente  ou  la  cosécante  de  l'autre. 

Ce  problème  admet  plusieurs  cas,  suivant  la  nature  des 
données  ;  et  les  solutions,  règles  ou  formules,  lesquelles 
dépendent  toutes  des  conclusions  déjà  établies,  aux  paragra- 
phes (1225  à  1231),  peuvent  avantageusement  se  disposer  en 
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l'ormo  do  tnblo;  oîi,  la  promièro  colonno  contiendra  les 
(•lioses  données;  la  socoiido,  les  choses  rociuisos  ;  et  la  troi- 
Hiènic,  les  règles  ou  propositions  servant  à  les  trouver. 


DONNÉS. 


nV,  et  |{,  c- 
iltlirt',  l'Ii}- 

IMitéllUSC    et 

riiri  (IcH 


jin 


glO-S  Uli^llH. 


IIEQUIS, 


VC,  c  à(l. 
Il-  côté  uj) 
po.-é. 


An,  uà-d. 
ic  côté  ad- 
jacent. 


SOLUTION. 


R:  Hin.  Il  ::BC:  AC  = 


Ur.  y  KHI.  H 


U 


ou 


o       I.     .          I.     iw,     »^      BC  X  tnnif.  n 
Sec.  11  :  tang.  H  ;:  lîC  :  AC  =  ■ „'*-  - 

"  Hlll.    il. 


R:  C08.  B::nC  :  An  = 


BC  X  coH.  B 


\\C  X  li 
ou  Séc.  B  :  R  :  :  BC  :  AB  =    .--  „ 

HOC.  B 


(les  uii^^ltM 


AB  et  B,    AC,  càd. 
c-a-<liro,  un  l'autre 
côté  et  IMin         côté. 

(les  i 
aigus 

BC,  cà-d. 
l'hypoté 
nuae 


R  :  tang.  B  ::  AB  {  AC  ...  A»  >- tunR.  B  _ 
OU  Co8.  B  :  8in.  B  :  :  AB  :  AC  = .. 

C08.  B 


Cos.  B  :  R  :  :  AB  :  BC  =^ 
ou  R  :  séc.  B  :  :  AB  :  BC  = 


AB  X  R 

C08.  B 

AB  X  séc.  B 
R~" 


lie  et  AB, 
c-à-d.  r  hy- 
poténuse et 
un  côté. 


C,    c-à-d. 
angle  aigu 
opposé. 

VC,  c-à-d., 
'autre 
côté. 


AU  et   AC, 

cà-d.  les 

Jeux  côtés 


BC  :  AB  :  :  R  :  sin.  C  - 


ABxR 
BC   " 


ou 


r»  n    .  T>n       A  n       ^^  X  C08.  C 

R  :  COS.  C  :  :  BC  :  AC  = ^ 

a 

Tang.  C  :  R  :  :  AB  :  AC  =  "^^-iij  

tang.  C   • 


ou  AC  =  Vbc'^  — AB2  =  (371)  V(BC  +  AB)  x 


9 
10 

U 
12 


(bC-AB) 


B,  C-à-d., 
un  des  an- 
gles aigus. 

BC,  c-à-d., 
l'hypoté- 
nuse. 


AB:  AC::R:  tang.  B  = 
Cos.  B  :  R  :  :  AB  :  BC  = 


ACxB 


AB 

AB  X  R 
COS.  B 


ouTa.,,    B:8éc.B::AC:BC  =  A^ii^ 

tang.  B 

ou  BC  =  VAB2  +  AC2 


13 
14 

16 

16 
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(1308)  Rem.  Dans  le  dernier  cas  (16)  où  BC=V  AB'^+ACT-, 
on  ne  peut,  comme  dans  la  formule  12,  séparer  A13  -j-AO  ou 
deux  multiplicateurs  linéaires,  pour  opérer  immédiatement 
par  logarithmes  ;  au  contraire,  il  est  clair,  qu'il  faut  dans 
ce  cas,  carrer  AB  et  AC,  et  chercher  ensuite  le  logarithme 
de  la  somme  de  ces  carrés,  dont  la  moitié  sera  le  logaritli- 
me  de  BC,  le  côté  voulu  ;  ou  l'on  procédera  d'abord  à  trouver 
la  tangente  de  B  (formule  13)  pour  obtenir  ensuite  BC  pur  I;i 
formule  15  ;  ou  encore,  sans  chercher  l'angle  B.  on  prendra 
dans  la  table  le  cosinus  correspondant  à  tang.  B,  pour  trou- 
ver BC  par  la  formule  14. 

(1309)  Quant  iu  choix  à  faire  des  formules  à  employer, 
lorsqu'il  y  a  plus  d'une  manière  d'obtenir  la  chose  requise, 
et  que  les  conditions  sont  d'ailleurs  égales,  c'est-à-dire,  quo 
les  angles  sur  lesquels  on  opère  ne  sont  ni  trop  petits  ni  trop 
grands  ;  on  verra  de  suite  quo  toute  expression  dans  laquelle 
le  rayon  (R)  entre,  soit  comme  multiplicateur,  soit  comme 
diviseur,  présente  nécessairement  moins  de  travail  dans  le 
calcul  ;  puisque  quand  on  procède  par  nombres  naturels, 
la  multiplication  ou  division  par  1,  n'altère  en  rien  la  valeur 
des  quantités  sur  lesquelles  on  opère,  et  que  quand  on 
procède  par  logarithmes,  l'addition  ou  la  soustraction  de  10 
(log.  de  K)  est  plus  oxpéditivo  que  celle  d'une  caractéristi- 
que suivie  d'une  partie  fractionnaire  ;  sans  compter  quo 
dans  les  deux  cas,  il  y  a  un  nombre  naturel  de  moins  ou  un 
logarithme  de  moins  à  chercher  dans  les  tables.  Souh  ce 
rapport  donc,  on  préférera  les  formules  1,  5  et  8  aux  for- 
mules %  6  et  7. 

2°  Mais  en  o  rappelant  ce  qui  a  été  dit  aux  paragraphes 
(1300)  et  (1801),  on  verra  que  dans  certains  cas,  le  choix  des 
formules  reposera,  sur  des  considérations  bien  autrement 
importantes  ;  ainsi,  dans  le  cas  où  l'angle  B  serait  presque 
égal  à  un  angle  droit,  il  est  avantageux  d'éviter  l'emploi  dos 
formules  '2,  4,  5,  8, 15,  dans  lesquelles  entrent  la  tangente  ou 
la  sécante. 


eur,  soit  comme 
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(1310)  Enliu,  quand  ou  ne  pourra  arriver  directement,  ou 
par  une  seule  op6ration,  à  déterminer  un  angle  ou  un  côté 
voulu,  sans  éviter  l'usage  de  lignes  trigonométriques  dont 
l'emploi  n'ottVirait  pas  les  garanties  nécessaires  à  une  exac- 
titude sufiisaute  dans  le  résultat  qu'on  se  propose,  on  réus- 
sira, néanmoins,  le  plus  souvent,  par  une  opération  moins 
directe,  ou  par  une  suite  d'opérations,  à  obtenir  correcte- 
ment la  chose  désirée. 


B 

3 


1°  Si  l'angle  C,  par  exemple, 
du   triangle    rectangle    ABC,    C- 
n'était  que  de  9'  et  l'angle  B, 

par  conséquent,  de  90°  —  9'  «  89°  51'  et  si  lo  côté  AC  était 
donné  pour  trouver  l'hypoténuse  BO;  au  lieu  de  faire  la 
proportion  (8)  R  :  séc.  C  ::  AC  :  BC  ou  (7)  cos.  C  :  R  ::  AC  :  BC, 
formules  qui,  avec  les  tables  à  5  décimales,  ne  donnent  ab- 
solument aucune  différence  entre  le  rayon  et  la  sécante,  ou 
entre  le  cosinus  et  le  rayon,  et  par  conséquent,  aucune  difte- 
riMice  entre  le  côté  donné  et  l'hypoténuse  cherchée,  et  qui 
mênrie,  avec  des  tables  à  7  décimales,  no  donneraient  pas 
j'oxactitude  nécessaire;  on  procéderait  d'abord  à  trouver 
AB  par  la  formule  5,  R  :  tang,  C  ::  AC  :  AB  ;  puis  on  ferait 
810.  C  :  R  ::  AB  :  BC  ;  et  si  l'angle  0  contenait  des  secondes, 
on  employerait  de  préférence  (1300)  les  sinus,  etc.,  naturels. 

2°  Si  l'hypoténuse  BC  était  donnée  pour  trouver  AC,  on 
forait  les  proportions  R  :  sin.  C  ::  BC  ;  AB,  puis  tang.  C  :  R  :: 
AB:  AC,  avec  le  même  avantage  dans  l'emploi  des  lignes 
naturelles  au  lieu  des  logarithmiques,  dans  lo  vas  où  l'angle 
C  contiendrait  des  secondes. 


^  il 


3°  Si  l'angle  B  était  donné,  lequel  est  do  près  de  90 
est  clair  qu'on  n'aurait  qu'à  lui  substituer  son  complément 
C  pour  ^viter  l'usage  do  la  tangente  trop  indéfinie  AC. 


lit  la  taugentâ  ou 
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EXEMPLES. 


(1311)  Dans  le  triangle  rectangle  ABC, 
on  donne  l'hypoténuse  BC  =  250,  et  le 
côté  AB=240;  pour  trouver  le  reste. 

BC  :  AB  ::   Il  :  sin.  C  (1307,  9). 

Avec  l'usage  des  logarithmes  on  écrit 
comme  snit  (1277)  la  proportion  : 
Comme  l'hyp.  BC  =  250    complément  arith.     log.  7.602060 

Est  au  côté      AB  =  240 2.380211 

De  même  le  rayon  R 10.000000 


Est  au  sinus  de  C  =  73°  44'  23''  (ayant  rejeté  10).  9.082271 

L'angle  B  =  OO'^-C  =  90°-73°  44'  23"  =  16°  15'  37". 

Ou,  on  trouverait  encore  B  par  la  proportion  (1307, 10)  : 

R  :  COS.  B  ::  BC  :  AB  ou  BC  :  AB  ::  R  :  cos.  B. 

L'hypoténuse  BC  =  250  compl.  arith.     log.     7.602060 

Est  au  côté     AB  =  240 2.380211 

Comme  R 10.000000 


Est  au  cos.  deB  =  16''  15' 37" 9.982271 

Pour  trouver  le  côté  AC,  on  dit  (1307,  13)  : 

R  corapr.arith.log.  0.000000 

Estàtang.  B        16«  15' 37"  9.404889 

Comme       AB     240  2.380211 


Esta 


AC     70.0003 1.845100 


Le  reste  .0003,  que  donne  lo  log.  1.845100  eot  évidemment 
de  trop,  puisque  par  la  règle  du  carré  de  l'hypoténuse  on 
obtient  70  exactement.  L'excédant,  .0003  est  dû  à  l'inexac- 
titude partielle  du  sixième  ou  dernier  chiflVe  décimal  des 
logarithmes,  ce  dont  on  a  déjà  parlé  au  par.  (1269). 
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On  tire  encore  AC  de  l'équation  (1307,  12)  : 

AC  =  V^BC^ÂF*  =  v^BC-KÂB)  x  (BC  -  AB). 
Donc,  2  log.  AC  =  log.  (A+B)  +  log.  (A-B) 

BC  +  AB  =  250  +  240  =  490  log.     2.690196 

BC -iAB  =  250- 240=    10   1.000000 


Divisant  par  2)  3.69019G 

AC  =  70.000  qui  correspond  au  log.. 1.845098 

On  aurait  encore  AC  par  nombres  naturels,  comme  suit  : 
BC'^  =•  'ÎÔO  X  250  =  C2500 

AB^==  240  X  240  =  57600         AC  =  i/4900  =  70,  comme 

auparavant. 

Différence^   4900 

Ex.  2.  Dans  le  triangle  rectangle  ABC,  on  a  le  côté  AB 

=  384  mètres,,  et  l'angle  C  =  53'^  8':  on  demande  à  trouver 

les  autres  parties.^ 

Pour  trouver  le  côté  AC,  on  a  (1307,  5). 
R  :  tang.  C  ::  AC  :  AB,  ou  inv.,  tang.  C  :  li  ::  AB  :  AC 

Tang.  C  53"  8'  comp.  arith.     log.     9.875010 

Esta  R 10.000000 

Comme  côté  AB     884 2.584331 


Est  îl  côté     AC      287.965  (ayant  rejeté  20)    2.459341 

Rem.  Lorsque,  comme  dans  cet  exemple,  le  logarithme, 
du  complément  arithmétique  duquel,  on  se  sert,  excède  10, 
on  le  soustrait  de  20  et  ou  rejv  .te  alors  20  de  la  somme  des 
trois  logarithmes  de  la  proportion  (1277,  2*^). 

Trouver  l'hypoténuse  BC  (1307,  7). 

Cos.  B  :ll::  AH  ;  BC   ou  ce  qui  est  la  môme  chose, 

8in.C:R::AB:BC 

Sin.         C  53°  8'  comp.  arii  .    log.     0.096892 

Esta       R    10.000000 

Comme  AB    384  2.584331 
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Esta      BC     479.98 2.681223 
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Trouver  BC  par  sinus  naturels. 
Sin.  nat.  53°  8'  «  80003  :  R  =  1  ::  384  :  479.98,  comme  aup. 
.80003)  384.00000  (479.982 
320012 


639880 
560021 

798590 
720027 


785630 
720027 

656030 
640024 

160060 
Ex.  3.  On  a,  dans  le  triangle  rectangle  ACB,  le  côté  AC 
=  195,  l'angle  C  =  47*^  55'  ;  trouver  le  reste. 

Rép.  Angle  B  =  42°  05',   B0  =  290.953,    AB-=  215.937. 

(1312)  Avant  de  passer  aux  règles  particulières  qui  s'ap- 
pliquent à  la  solution  des  triangles  oblique-angles  ou  des 
triangles  en  génér  1,  il  eot  bon  de  faire  remarquer  qu'on 
peut  au  besoin,  réduire  tous  les  cas  à  celui  du  triangle  rec- 
tangle, et  par  conséquent  résoudre  un  tiiangle  quelconque 
par  les  formules  du  tableau  (1307)  ;  c^:\  eotnme  on  l'a  déjà 
dit  (527),  tout  triangle  peut  bb  réduire  j;.  deux  triangles 
rectangles  et  se  résoudre  de  cette  manière,  ce  qu'on  fera 
voir,  d'ailleurs,  dan-ï  l'article  suivant. 
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(1313)  Dans  tout  triangle  oblique -angle  ABC,  étant 
donnés  trois,  queloonques,  d'entre  les  trois  côtés  et  les 
tiois  angles,  et  l'un  de  ces  trois  étant  un  côté  ;  trouver 
les  trois  autres. 
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1er  Cas. 

Etant  donnés,  nn  côté  et  depz  angles  d'nn  trîangle  ; 
trouver  le  reste. 

Soustrayez  d'abord  de  180°,  la  somme                     q 
des  deux  angles  donnés,    pour  avoir  le 
troisième  angle,  et  procédez  ensuite  à  trou- 
ver les  autres  côtés  par  les  rapports  éta- 
blis au  par.  (1235).  AA ^B 

Ex.  L  Soit  l'angle  donné  A  =  58°  07  ,  l'angle  ionné  B== 

22°  37'  et  le  côté  donné  AB  =  408.     On  aura  le  troisième 

angle  C  =  180°— (58°  08'  +  22°  37')  ==  99^  16'.     Le  sinus  de 

cet  angle   99°  16'  est  égal  à    celui   de   son    supplément 

80»  44'. 

Pour  trouver  le  côté  BC. 

Sinus  C  99°  16' comp.  arith.    log.    0.005705 

Est  à  sinus    A  58°  07'  9.928972 

Comme  côté  AB  408 2.610660 

Est  à  côté      BC    351.024 2.545387 

Trouver  le  côté  A(J. 

einus  C    99^16'  comp.  arith.    îog.  0.005705 

Est  à  sinus    B    22°  37'  9.584968 

Comme  côté  AB    408 2.610660 

Est  à  côté      AO    158.976 2.201833 

Trouver  AC  par  sinus  naturels. 
Sinus  nat.  C  =  .98695  :  sin.  nat.  B  =  .38456  :  AB  ^  408  :  AC 

408 

Suite  de  la  division  :  

307648 
741250     885798        153824 

690865     789560       

.98695)  156.90048  (158.975 

508850     962880        98696 

493475     888265        

582054 

876  741260  493475 

885798 
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Ex.  2.  Soit  l'angle  A  =  38°  25\  B  =  57°  42',  côté  AB  = 
400  ;  trouver  le  reste. 

Rép.    Angle  C  =  83°  53',     côté  BC  =  249.974, 
côté  AC=  340.04. 

(1314)  Il  est  clair  que  dans  le  cas  actuel,  on  ne  saurait  re- 
tirer aucun  avantage  de  la  solution  par  triangles  rectangles, 
qu'on  pourrait  néanmoins  opérer  au  besoin,  en  laissant  tom- 
ber de  l'une  des  extrémités  A  ou  B  du  côté  donné  AB,  une 
perpendifltolaire  AD  ou  BD  sur  le  côté  opposé  prolongé  s'il 
le  faut,  formant  ainsi  deux  triangles  rectangles  ADB,  ADC 
ou  BDA,  BDC.     Mais  si  ^         D 

l'un  ACB  des   angles  du 
triangle  était  très  obtus  et      A" 
contenait  des  secondes,  on 

éviterait  l'emploi  du  sinus  log.  trop  indéfini  de  cet  angle, 
c'est-à-dire,  de  son  supplément  BCD,  en  faisant  d'abord 
S.-sin.  A::AB:BD;  puis,  tang.  A:  R;:BD  :  AI);  puis, 
taiig.  BCD  (=180°— ACB):R::Br):DC,  et  enfin,  sin. 
BCD:R::BD:BC;  on  aurait  AC  =  AD  — CD: 

2ème  Cas. 


'»/ 


Voyez  d'abord  prop.  XII,  LIVRE  II. 

(1315)  Etant  donné  3  deux  côtés 
AB,  AC  ou  AB,  AC  d'un  triar.gle 
ABC  ou  ABC,  et  un  angle  B 
opposé  au  plus  petit  AC  ou  AC 
de  ces  côtés  ;  trouver  le  troisième 
côté  et  les  a>i;  ros  an{r]as. 

Ex.  1.  fcJoit  AB  ^  216,    AC  =  AC  =  117, 

etJ  ang;oB  =  22°  37'. 

Pour  trouver  l'angle  C  ou  ACB  : 

AC  ou  AC  :  AB  ■:  sin.  B  :  sin.  C  ou  sin.  ACB  (1235) 
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CôtéACouAC'...117 corap.    arith.    log.     7.931814 

Estàcôté     AB  ...216  2.334454 

comme  Bin.B      22^37'  9.584968 


Est  à  sin.      C  45°  13'  55''  ou  AC'B  134°  46'  05"  9.851236 


Ajoutez  à 

chacun      B      22°  37' 00"  22°  37' 00" 

Soustrayez ■ 

leur  somme      67°  50'  55"  157°  23'  05" 

de 180°  00' 00"  ISO'^  00' 00" 


Il  reste  BAC  112°  09'  05"      BAC       22*  36'  55" 


Pour  trouver  îe  côté  BC  ou  BC. 

Sin.  B 22°  37'  comp.  arith.  log. 

Est  à  sin.         BAC  ...  112°  09' 05" 

Comme  côté  AC 117 


0.415032 
9.966700 
2.068180 


Est  à  côté      BC 


281.785 f    2.449918 


Et,  sin.  B  22°  37'  :  sin.  BAC  22°  36'  55"  ::  AC  117  :  BC. 

On  a  vu  (321)  que  l'ambiguïté  daus  la  solution  de  ce 
problème  cesse  d'exister  quand  l'angle  donné  est  opposé  au 
plus  grand  des  deux  côtés  donnés  ;  et  de  même  il  n'y  a 
qu'une  solution  ou  réponse  quand  le  côté  AC  devient  égal  à 
la  perpendiculaire  AD,  et  le  problème  est  impossible  quand 
AC  est  moindre  que  AD. 

Ex.  2.  On  a  deux  côtés  d'un  triangle  égaux  respective- 
ment à  50  et  a  40  et  l'angle  opposé  à  ce  dernier  32®  ;  on 
demande  à  déterminer  les  autres  parties  du  triangle. 

Rép.  Si  l'angle  opposé  au  côté  50  est  aigu,  il  est  égal 
à  41°  28'  59",  le  troisième  angle  est  dans  ce  cas  égal  à  106° 
31'  or  et  le  troisième  côté  =  72.368.  Si  l'angle  opposé  au 
côté  50  est  obtus,  il  est  égal  à  138"  31'  01",  le  troisième 
angle  =  9°  28'  59"  et  le  troisième  côté  -=12.436. 

La  remarque  (1314)  s'applique  également  au  cas  actuel. 
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Sème  Cas. 

(1316)  Etant  donnés,  deux  côtés  AC,  BC  d'un  triangle 
ACB  et  leur  angle  incli>s  C  ;  trouver  le  troisième  côté 
AB  ot  les  deux  autres  angles  A  et  B. 

Connaissant  l'angle    C,  on   obtient  la  d 

somme  A  +  B  des  deux  autres  angles  = 
180 — C,  et  leur  demi-somme  =  |(A  4-  B) 
=  90° — h  G.  On  trouvera  ensuite  la  demi- 
différence  des  angles  A  et  B  par  la  pro-  " 

portion.  (Prop.  III,  1241). 

AC  +  BC  :  AC— BC  ::  tang.  ^  (A  +B)  ou  (1224)  cotang.  \ 
C  :  tang.  \  (B— A),  oii  B  est  supposé  >  A  et  par  conséquent 
AC>BO.  Ayant  trouvé  la  demi-différence  entre  A  et  B 
on  aura  B  le  plus  grand  des  deux  =  |  (A  +  B)  +  (|^  B  —  A  : 
et  A  ==  |(A -f  B)  —  J (B  —  A).  On  fera  maintenant  la  pro- 
portion sin.  A  :  sin.  C  ::  BC  :  AB. 

Ex.  1.  Soit  BC  =  450,  AC  =  640  et  0  =  80°: 
trouver  le  reste. 

BC +  AC  =  450 -f  540=990,    AC  — BC  =  90, 
180°  — C  =  100°=:B+A. 
AC  +  BC  990    ....comp.  arith.  log.     7.004365 

Esta  AC  — BC90      1.954243 

Comme  tang.  ^  B  +  A    60°    10.076187 

Estàtang.      JB— A      6°  11' 9.034795 

De  là,  50°  -I  6°  11' = 56"  11'  =  B  ; 
et  60°  —  6°  11'  =  43°  49'  =  A. 

Trouver  le  troisième  côté  AB. 

Sinus  A    43°  49' comp.  arith.    log.    0.159672 

Est  à  sin.      C    80° 9.993351 

CommecôtéBC    450  2.653213 

Est  à  côté   AB    640.082 2.806236 
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L'usage  du  complément  arithmétique  d'un  logarithme 
n'étant  aucunement  essentielle  au  ca'.cul  par  logarithmes,  il 
est  clair  que  l'étudiant  s'en  dispensera  h  volonté  dans  tous 
les  cas  en  faisant  la  somme  des  logarithmes  du  second  et  du 
troisième  termes  pour  en  retrancher  ensuite  le  logarithme 
du  premier  terme.  Ainsi  pour  trouver  le  troisième  côté  AB, 
sans  faire  usage  du  complément  arithmétique  du  premier 
terme,  on  écrira  comme  auparavant 

Sin.  A    43^49'  log.     9.840328 

Est  à  sin.     C     80°  9.993351 

Comme  côté  BC    450 2.653213 

Somme 12.646564 

Est  à  côté    AB    640.08  2.80';236 

Ou,  si  l'on 

veut  :  log.  2ème  terme  9.993351     80°  =  C 

+  log.  3ème  terme  2.653213    450  =  BC 

Somme...  12.646564 
—  log.  1er    terme    9.840328    43''  49'=A 

=  log.  4ème  terme  2.806236    640.08-=AB 

Ex.  2.  On  a  les  deux  côtés  d'un  triangle,  1686  et  900  et 
l'angle  inclus  128°  04'  ;  trouver  le  reste.  ^ 

Rép.    Les  angles  sont       33°  34  39",       18°  21'  21", 
le  côté  est  2400. 

(1317)  Il  y  a  lieu  de  remarquer  ici,  que  la  solution  par 
triangles  rectangles,  dont  on  a  parlé  (1312)  pourrait  être 
avantageuse  dans  1«  cas  actuel,  et  cela  surtout,  si  l'angle 
inclus  ACB  ou  ACB'  était  très  obtus,  ou  très  aigu,  et  con- 
tenait des  secondes  ;  car,  on  ^1) 
éviterait  de  cette  manière,                   J?!— -r^^^*^^^"'      '• 

en  premier  lieu,  comme  au       A  -•       ^      ^^^^ 

par.  (1314),   l'emploi  d'un 

sin.  logarithmique  trop  indéfini,  celui  de  BCD,  supplément  de 
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ACB;  et  on  aecond  lieu,  on  éviterait  la  nécessité  do  so 
Bervir  de  la  tangente?,  soit  logarithmique  ou  naturelle,  d'un 
angle  de  près  de  90°,  savoir,  de  la  demi-som»" '>  A  +  B 
(juand  C  est  très  aigu.  Le  problème  so  résoudra  donc  on 
menant  BD,  B' })'  perpendiculaire  à  AC  et  en  faisant 
d'abord  R  :  sin.  B'CD'  ou  BCD  (^sup.  BCI)')::B'C  ou 
BC:B'J)'ouBr);  puis  on  fera  tang.  BCI)  ou  B'CD  :R:: 
BC  ou  B'C  :  Cl)  ou  CD'  ;  on  aura  alors,  AD  =  AC.^  +  CD,  ou 
AD' :=^  AC  —  CD',  pour  faire  ensuite  AD  ou  AI)':DB  ou 
D'B'::R:8in.  A,  et  enfin,  sin.  A:R::DB  ou  D'B' :  AB  ou 
AB. 
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4ème  Cas. 

(1318)  Etant  donnés,  les  trois  côtés  d'un  triangle  BAC 
ou  BAC  ;  trouver  les  angles. 

Ayant  mené  de  l'un  quelconque 
A,  des  angles  du  triangle,  une  per- 
pendiculaire AD  an  côté  opposé 
prolongé  s'il  le  faut  ;  on  fera  (1244) 
si  la  perpendiculaire  tombe  en  de- 
dans, BD  +  CD  (  ou  BC)  :  BA  + 
C  A  :  :  B  A  -  CA  :  BD  -  CD  ;  on 
aura  dors  (1246)  BD  et  CD  séparément,  en  faisant  BD  = 
|BC-f  |BC'  et  CD  =  |BC  -  *BC',  ou  CD  =  BC~BD.  Si 
la  perpendiculaire  tombe  en  dehors,  on  a  BC  pour  trouver 
BD  et  CD  ;  or,  (1244)  BD  +  CD  :  BA  -|-  CA  :  B  A  -  C'A 
:  BD  -  CD,  ou  inv.  BD  -  CD  (ou  BC)  :  BA  -  C'A  ::  BA  + 
C'A:  BD  -t-  CD  ;  on  aura  alors  BD  et  CD  séparément  en 
faisant  BD  =  ^BD  +  CD)  -}-  KBD  -  CD)  et  CD  =  BD 
—  BC.  On  résoudra  alors  le  problème  par  triangles  rec- 
tangles, comme  suit:  BA:BD::  R:cos. B;  ou  CA:(ou 
CA)  :  CD  (ou  CD)  ::  R  :  cos.  C  (ou  C  =  sup.  BCA)  ;  puis 
on  fera  CA  :  sin.  B  ::  BA:  sin.  C  ::  BC  :  sin.  A,  ou  CA:  siu. 
B  ::  BA  :  sin.  ACB  ::  BC  :  sin.  BAC. 


lécessitô   do  so 
iifitiirello,  d'im 
um»- ->  A  +  IJ 
oiidra  donc  en 
et  en   faisant 
CI)');:Trc  ou 
ou  irCD  :R;: 
=  A(.^  -f  CI),  ou 
i  AI)':DB  ou 
i  D'ir  :  Alî  ou 


faisant  Tiî)~ 
BO    -BD.  Si 

pour  trouver 
^^  :  BA  -  C'A 
-C'A:;BA  + 
^parémeut  en 
3t  C'D  =  BD 
;riangle8  rec- 

ou  CA  :  (ou 
BCA)  ;  puis 

ou  CA  ;  siu. 
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Ex.  1.  Soit  BC  -=40,  AB  =  34,  AC  =  25. 

On  aura  40  :  34  +  25  (ou  59)::  34 —  25  (ou  9)  :  13.275. 
Maintenant  BD  =  J(40)+  Kl''^-275)  =  20  +  0.6375  =26.6375 
et  CD  =  20  -  0.6375  =  13.3625. 

Le  côté  BA  34    coinp.  arith.     log.     8.4685211 

Est  à  segment  BD  26.6375   1.4254935 

Comme  K 10.0000000 

Ksc  '\  COS.     B     38°  25' 19"    9.8940140 

Do  môme,  on  trouve  A  =  83°  53'  18",  ol  C  =  57°  41'  24". 

On  a  vu  aussi   (1247)  que  cos.  B  =  U  A^J^^JlAP-  = 

(34)-.f(40)^-(25)-^           ^j^_^.                 j3^1156+1600-625 
2(84x1(7) (^"'^"^^-^^    1)-C03.nat.l3 ^^^ 

=  ^^>;=,  =.78345588   qui   correspond  dans  les  tables,  après 
avoir  liiit  le  calcul  pour  les  secondes,  à  38°  25'  18.86",  (ou  19"). 

Ex.  2.  Quels  sont  les  angles  d'un  triangle  dont  les  côtés 
sont  respectivement  60,  50  et  40  ? 

Rép.  41^  24'  34",      55°  46'  16",      et  82°  49'  10".      * 
APPLICATIONS. 

(1319)  Soit  à  trouver  la  hauteur  d'un  édifice  AB  dont  le 
pied  est  accessible. 

Le  terrain  étant  supposé 
horizontal  ;  mesurez  une  base 
AD,  ni  trop  grande,  ni  trop 
petite,  eu  égard  à  la  hauteur 
AB;  fixez  en  D  le  pied  de 
l'instrument  CD  qui  doit  ser- 
vir à  mesurer  l'anglo  voulu 
ECB  formé  par  une  droite 
CE  parallèle  à  AD,  et  par  le  rayon  visuel  CB  dirigé  sur  le 
sommet  B  de  l'édifice.     Supposons  que  l'on  trouve  CE  ou 
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AD  =  C'^.84  mètres  et  l'angle  BCE  =  41^  04'.  Tour  trouver 
BE,  il  nous  faudra  résoudre  le  triangle  rectangle  BCE,  dans 
lequel  on  connaît  maintenant  le  côté  CE  et  l'angle 
adjacent  C. 

Pour  trouver  le  côtu  EB. 

Rayon  R comp.  aritb.  log.     0.000000 

Estàtang.  C      41^04' 9.940183 

Comme      EC     67.84 1.831486 

Est    à        EB    59.111 1.771()69 

De  là,  EB  =  59.111  mètres.  Ajoutez  à  EB  la  hauteur  de 
l'instrument,  supposée  être  de  de  1.12  mètres  ;  vous  aurez 
la  hauteur  AB  de  l'édifice  =  59.11+1.12  =  60.231  mètres. 

Si,  dans  îe  même  triangle  BCE,  on  avait  à  déterminer 
l'hypoténuse  ;  on  ferait  la  proportion. 

Cos.        C        41°  04' comp.arith.log.     0.122600 

Est  à      R 10.000000 

Comme  CE      67.84 1.831486 

Esta       CB      89.98 1.954146 

(1320)  Rem.  Si  le  sommet  seul  de  l'édifice,  ou  autre  objet 
dont  on  eût  à  déterminer  la  hauteur,  était  visible  ;  on 
établirait  la  distance  BC  par  la  méthode  indiquée  dans 
l'exemple  suivant  (1323)  ;  cette  distance  et  l'angle  BCE 
formé  par  la  droite  BC  et  la  ligne  horizontale  EC,  suffiraient 
pour  résoudre  le  triangle. 

(1321)  Si  le  pied  de  la  tour  était  situé  en  P,  sur  le  terrain 
incliné  DP  ;  on  mesurerait  la  base  DP=CF  et  on  observerait 
les  angles  BCE  et  FCE  ;  on  ferait  alors  les  proportions 
R:cos.  FCE::CF:CE,  et  Rrtang.  FCE  ::  CE:  EF  ;  puis, 
R:tang.  BCE::CE:EB;  etBF=-EB-EF. 

(1322)  Enfin,  si  P  était  inaccessible,  on  pourrait,  après 
avoir  mesuré,  dans  la  direction  CF,  une  base  DL  =  CG 
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et  observé  l'angle  BCG  ou  BCP  et  l'angle  BCE,  trans- 
porter l'iustniment  en  G  pour  y  observer  encore  l'angle  BGF, 
dont  le  supplément  donnerait  BGC;  on  aurait  alors  dans 
le  triangle  BCG,  les  angles  en  C  et  eu  G,  pour  trouver  l'an- 
gle CBG  =  ISO"^  —  (C  +  G),  lequel  déduit  de  l'angle  CBE, 
complément  de  BCE,  donne  GBF.  On  calculerait  ensuite 
le  côté  BG  du  triangle  CBG,  ce  qui  nous  donnorait  enfin, 
dans  le  triangle  BGF,  le  côté  BG  et  les  angles  adjacents  en 
B,G,  pour  trouver  BF  par  la  proportion  :  sin.  F  (=180'^  — 
JT+G)  :  BG  :  :  sin.  G  :  BF  et  sin.  F  :  BG  ::  sin.  B  :  FG. 

(1323)  Ex.  2.   Pour  trou- 
ver  sur   le  terrain,  la   dis- 
tance du  point  A,  à  un  objet 
inaccessible   B  ;    on   mesu- 
rera  une   base    AD    et   les 
angles  adjacents  BAD,ADB. 
Soit    AD  =  588.45    mètres, 
BAD  -=  1U30    55'    55",    et 
BDA=-  36»  04'  ;  ou  aura  de 
là  le  troisième  angle  ABD  = 
40°  05",  et  pour  trouver,  AB,  on  fera  : 

Sin.  ABD     40°  05"  comp.  ar.     log.     0.191920 

Est  à  sin.  BDA     36°  04'  9.769913 

Comme       AD        588.45  mètres 2.769710 


Est  à 


AB 


538.943  mètres 2.731643 


Si,  pour  un  autre  objet  inaccessible  C,  on  a  observé  les 
angles  CAD  =  35-^  15',  ADC  =  119°  32',  on  trouvera  de 
même  la  distance  AC  =  1201.744  mètres. 

(1324)  Ex.  3.  Pour  trouver  la  distance  BC  entre  deux 
objets  inaccessibles  B  et  C,  on  détermine  comme  aupara- 
vant AB  et  AC  ;  on  a  en  même  temps  l'angle  inclus  BAC 
=  BAD  —  DAC.  Supposons  qu'on  ait  trouvé  AB  =538.818 
mètres,  AC  =  1201.744  et  l'angle  BAC  ^  68°  40'  55"  ;  pour 
trouver  BC,  il  faut  résoudre  le  triangle  BAC  dont  on  connaît 
deux  côtés  et  l'angle  inclus. 
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AC  +  AB     1740.562 comp.  ar.   log.     6.759311 

Esta  AC-AB      662.926 1.     2.82]465 

Comme  tang.  2j^      550  39'  32" 10.165449 

Est  à  tang.      ^—      29^  08'  19" 9.746225 

Dg  là  i  (B  —  C)  =  29°  08'  19"     J     .^  (B  +  C)  =  55°  39'  82" 
Et     1  (B  +  C)  =  55°  39'  32"         *  (B  —  C)  =  29°  08'  19" 

Doue    B      =  84°  47'  51"  Donc  C  =  26°  31'  13" 

Maintenant  pour  trouver  la  distance  BC,  faites  : 

Rin.        B      84°  47' 51" comp.arith.log.     0.001793 

E.tàsin.A      68»  40' 55" 9.969218 

Comme  AC      1201.744 3.079811 

Esta      BC      1124.145 3.050822 

(1325)  Ex.  4.  Voulant  connaître  la  distance  entre  doux 
objets  inaccessibles  situés  dans  la  direction  du  pied  d'une 
tour  de  120  mètres  de  hauteur;  je  trouve  l'angle  de  dépres- 
sion de  l'objet  le  plus  éloigné  =  25°  30',  et  celui  de  l'objet 
Je  plus  proche  =  57°. 

Je  demande  la  distance  entre  ces  objets. 

Rép.  773.656  mètres. 

(1326)  5.  Dans  le  but  de  déterminer  la  distance  entre 
deux  arbres  A  et  B,  dont  un  étang  situé  dans  l'espace 
intermédiaire,  rendait  impossible  le  mesurage  ;  je  mesurai  la 
distance  d'un  troisième  point  C,  à  chacun  des  arbres  A  et  B, 
que  je  trouvai  respectivement  de  588  '^t  672  pieds,  l'angle 
inclus  étant  en  même  temps  de  55°  40'  :  je  demande  la 
distance  AB. 

Rép.  592.967  pieds. 

(1327)  6.  Etant  sur  un  plan  horizontal  et  désirant  con- 
naître la  hauteur  d'une  tour  située  au  haut  d'une  colline 
inaccessible;  je  mesurai  l'angle  d'élévation  du  haut  delà 
colline  =40°,  ainsi  que  l'angle  d'élévation  du  haut  de  la  tour 
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==  51°  ;  je  m'éloignai  alors  de  la  tour,  en  ligne  directe,  d'une 
distance  de  180  pieds,  au  bout  de  laquelle  j'observai  de  nou- 
veau l'angle  d'élévation  du  haut  de  la  tour,  que  je  trouvai  de 
83°  45'  :  je  demande  la  hauteur  de  la  tour. 

Rép.  83.9083  pieds. 

(1328)  7.  Désirant  connaître  la  distance  horizontale  entre 
deux  objets  iiuiceessibles  A  et  B,  et  ne  pouvant  trouver 
un  point  d'où  il  fût  possible  de  les  voir  tous  les  deux  ;  je 
choisis  deux  points  C  et  D  éloignés  de  200  verges  l'un  de 
l'autre,  du  premier  desquels  il  m'était  possible  de  voir  le 
point  A  et  du  dernier  le  point  B,  et  à  chacun  des  points  C  et 
D  je  plantai  un  jalon.  Du  point  C  je  mesurai,  non  dans  la 
direction  DC,  une  distance  égale  à  200  verges,  et  du  point  D 
une  distance  DE  é^ale  à  200  verges,  et  j'observai  les  angles 
suivants,  savoir  :  AFC  =  83°,  ACF  =  54°  31',  ACD  =^53° 
80',  BDC  =  156°  25',  BDE  =  54°  30',  et  BED  =  88°  30'  :  je 
demande  la  distance  AB. 

Rép.  345.46  verges. 

(1329)  8.  D'un  point  P,  l'on  peut  voir  trois  objets  A,B,C, 
dont  on  connaît  les  distances  l'un  de  l'autre,  savoir  :  AB  == 
800,AC  =  600  et  BC  =  400  mètres.  On  donne  aussi  les 
angles  horizontaux  APC  =  33°  45',  BPC  =  22°  30'.  On 
demande  à  déterminer,  à  l'aide  de  ces  données,  les  trois 
distances  P-^,  PC,  PB,  (voyez  709). 

Rép.  PA=  71(  .193,  PC-  1042.522,  PB  =-934.291  mètres. 

(1330)  L'étudit  nt  devra  aussi  faire  l'application  du  calcul 
trigonométrique  à  la  solution  des  problèmes  de  la  nature 
de  ceux  des  articles  (683)  (707),  et  notamment  à  la 
solution  des  problèmes  (712)  (715)  (717)  dans  lesquels  il 
pourra,  le  plus  souvent,  supposer  aux  données  contenues 
dans  les  énoncés,  des  valeurs  numériques  telles,  que  le 
problème  puisse  avoir  lieu. 
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TRIGONOMETRIE  SPHERIQUE. 


(1331)  On  a  déjà  vu  (1148  DÉP.)  qu'un  triangle  spliériqne 
est  formé  par  trois  arcs  do  trois  grands  cercles  qui  s'intcrsec- 
tcnt  sur  la  surface  d'une  sphère.  ])c  là,  tout  triangle 
sphérique  a  (comme  tout  triangle  rectiligne)  six  parties 
ou  éléments,  savoir  :  trois  côtés  et  trois  angles. 

(1332)  Chacun  des  côtés  du  triangle  sphérique,  est 
censé  (1148)  moindre  qu'une  demi-circonférence  ;  et 
chacun  de  ses  angles,  moindre  (1195)  que  deux  angles 
droits. 

(1333)  D'ailleurs,  on  trouvera  dans  la  "  géométrie  sphé- 
rique" et  dans  la  "trigonométrie  rectiligne"  (LIVRES 
IV  et  V)  et  ailleurs,  les  autres  définitions  et  conséquences 
nécessaires  à  l'étude  de  la  trigonométrie  sphérique. 

(1334)  Deux  parties  quelconques  d'un  triangle  sphérique, 
c.-à-d.,  deux  angles,  deux  cotés,  ou  un  angle  et  un  côté, 
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sont  dites  de   même  espèce   ou  de  même  affection  (129) 

«[Uiuid  cliiicuiio  d'ollcH  est  nioiudro  ou  plus  <rr:uid(!  (|Uo  i)U"  ; 
cl  ollcB  sont  d'affection  ou  d'espèce  différente,  si  l'uiio 
d'oIIcH  est  mo'mdro  ot  l'iiutri!  [)lus  _i;raiid(î  (|no  00'^. 

(1335)  La  trigonométrie  sphérique  enseigne  à  déter- 
miner, par  le  calcul,  les  côtés  et  les  angles  inconnus  d'un 
triangle  sphérique  quelconque,  dont  on  connaît  trois  des 
six  parties  composantes;  ot  il  n'est  pa.s  iiéccHsiiiro  ici, 
comme  diins  le  cas  (1206)  du  triangle  rectiligne,  que  l'une 
des  jKirties  connues  soit  un  côté  ;  puiscjuc,  pour  les  raisons 
déjà  données  (1185),  deux  trianfî^les  sur  la.  même  t-plière  ou 
sur  des  splières  égales,  ne  peuvent  ôtre  mutuellement  é(iui- 
angles,  sans  être  en  môme  tomi)s  mutuellement  équilatères. 
Mais  si  le  rayon  de  la  s})lière  était  inconnue,  il  eî-t  clair 
qu'à  l'aide  seulement  des  trois  angles,  on  ne  saurait  déter- 
miner autre  chose  que  les  rapports  entre  les  côtés. 

(1336)  Au  lieu  des  cinq  cas  de  la  trigonométrie  rec- 
tiligne,  on  en  aura  donc  six  à  considérer  dans  le  triangle 
sphérique  ;  les  données  étant  respectivement  comme  il  suit  : 

1°   Deux  côtés  et  un  angle  o[iposé  à  l'un  deux. 

2°  Deux  angles  et  un  côté  opposé  à  l'un  deux. 

8°  Deux  côtés  et  l'angle  inclus. 

4°  Doux  angles  et  le  côté  inclus. 

i°  Les  trois  côtés,  pour  trouver  les  angles. 

(1°  Lod  trois  angles,  pour  trouver  les  côtés. 

(1337)  Mais  il  y  a  encore  cette  diflTérenee  entre  le 
triangle  sphérique  et  le  triangle  rectiligne,  que  le  cas  (2") 
des  •'  deux  angles  et  un  côté  opposé  à  l'un  deux,"  offre 
souvent  deux  solutions  différentes,  comme  on  le  verra,  et 
que  aussi  bien  dans  le  cas  du  triangle  sphérique  rectangle,  un 
même  angle  oblique  opposé  à  un  môme  côté,  peut  donner 
et  donne  en  effet  deux  réponses  différentes. 

L'ambiguïté  qui,  dans  le  triangle  rectiligne,  ne  peut  se 
présenter  que  dans  un  seul  cas  ;  existera  donc  quelquefois, 
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avec  les  niômca  donndcs,  diina  deux  dos  cas  du  trianglo 
Hphériqne;  ot  mémo  dsina  trois  cas,  ai  l'on  conaid«;re  séparé- 
ment, comme  on  le  fera,  le  triangle  sphériquo  rectangle. 

(1338)   Il  est  de  pins  nécessaire  de  faire  attention  à 
l'affection  des  côtés  et  des  angles  du  triangle  sphérique  ; 

puisque  cette  aft'ootion  qui,  dans  le  triangle  ructiligne,  n'est 
anibigno  que  dans  un  seul  cas,  celui  des  deux  côtés  et  de 
l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  peut  l'ôtre  au  contraire  et  l'est 
en  cttet,  dans  tous  les  cas  du  triangle  sphérique,  à  l'exception 
seulement  du  triangle  tri-rectangle,  dans  lecpiel  (1192) 
chacun  des  trois  angles  est  droit,  et  chacun  des  côtés  émU  à 
un  quart-de-cire  ;  car,  dans  ce  dernier  cas,  les  côtés  et  les 
angles,  lesquels  nous  sont  connus  par  leurs  sinus,  sont 
invariables,^  puisque  ces  sinus,  chacun  égal  (1215)  au 
rayon,  ne  répondent  qu'à  un  seul  et  mémo  angle  et  à  un 
seul  et  même  côté  ;  tandis  que  dans  tous  les  autres  cas,  un 
ou  plusieurs  (1349)  de  ces  sinus  répondra  (1344  et  1345) 
à  deux  côtés  ou  (1350  et  1351)  à  deux  angles,  supplémen- 
taires l'un  de  l'autre.  C'est  ainsi  que  dans  certain  triangle 
ABC,  les  sinus  des  côtés  Al>,  AC,  13(J,  détermineront  eu 
même  temps  un  autre  triangle  A'B'C  dont  chacun  des 
côtés  sera  (1221)  supplément  du  côté 
correspondant  du  premier;  savoir:  A B' 
de  AB,  B'C  de  BC,  et  A'C  de  AC  ; 
et  de  même,  il  pourra  exister  certain 
triangle  ABC  et  un  autre  A'B'C  dont  les 
angles  de  l'un  seront  respectivement 
supplémentaires  des  angles  correspon- 
dants de  l'autre,  et  dont  le^  sinus  de 
ces  angles  seront  en  conséquence  respectivement  égaux 
(1221)  dans  les  deux  triangles.  (*) 

(*)  Ces  doux  triangles  ABC,  A'B'C  auront  lieu,  quand  la  somme  des 
côtés  de  l'un  d'eux  sera  plus  grande  qu'une  denii-circonféreiice,  puisque  dans 
ce  cas,  la  somme  des  suppléments  des  côtés  de  ce  triangle  sera  moindre 
qu'une  circonférence  entière  ;  condition  nécessaire  (1167)  pour  que  le  triangle 
supplémentaire  puisse  exister.     De  même,  il  est  clair,  que  pour  avoir  deux 
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(1339)  D'ailleurs:  Soient AC A', 
ABA',  doux  (loiiii-griiiids  cercles 

de  la  Hjdièro,   formant,   l'un  uvec  A^-/-'---^---^— --\-^^ 
l'autre,  un  angle  qnelconquo  A  =        .^S^         ^^■~-::A^i 

A'  ;  ayant  pris  AIÎ  et  AC  i\  volonté, 
ACB  sera  un  triangle  sphcrique  quelconque.  Maintenant 
fii  l'on  fait  A'B'  =  AB  et  A'C  =  AO,  on  aura  (1177)  dans 
le  triangle  A'C'J3'  le  troisième  côté  li'C  égal  au  troisième 
cùlé  IKy  du  triangle  ACB;  on  aura  de  plus  AB' =  supplé- 
ment de  A'B'  ou  de  son  égal  AB  et  AC  ~  sup.  de  A'C'  ou 
de  son  égal  AC.  Donc,  si  pour  résoudre  le  triangle  ABC, 
on  ne  donne  ([uo  l'angle  A  et  les  sinus  des  côtés  qui  le 
comprennent;  il  y  aura  quatre  triangles  différents  ACB, 
ACB',  ACB',  ACB,  qui  répondront  aux  données  ;  et  il  y 
en  aurait  même  huit,  dans  le  cas  où  on  ne  connaîtrait  l'angle 
A  que  [)ar  Hon  sinus,  puisciue  cet  angle  pourrait  alors  être 
aigu  ou  obtus,  sans  cependant  changer  en  rien  l'ambiguïté 
des  cotés.  Si  l'on  connaissait,  outre  l'angle  A,  l'un  AB  des 
côtés,  il  est  clair  qu'une  partie  de  l'ambiguïté  disparaîtrait  et 
qu'on  n'aurait  plus  que  deux  réponses  aux  données  ;  savoir  : 
ACB  et  ACB  ;  et  si,  avec  l'angle  A  et  le  côté  AB,  on  avait 
en  même  temps  l'autre  côté  adjacent  AC,  c.-à-d.,  deux  côtés 
et  l'angle  inclus,  il  est  évident  que  toute  ambiguïté  cesserait 
et  qu'on  n'aurait  plus  qu'un  seul  triangle  ACB,  ou  ACB,  ou 
etc.,  suivant  que  AB  et  AC,  seraient  tous  deux  <  ou  >  90°, 
ou  l'un  <  et  l'autre  >  90°. 

(1340)  De  même,  on  aura  dans  certain  cas  :  côté  B'C  = 
BC,  avec  angle  AB'C  =  supplément  de  ABC  ;  et  dans  certain 
autre  cas,  on  aura  :  angle  AB'C  =  ABC,  avec  côté  B'C  = 
supplément  de  BC,  comme  on  le  fera  voir  bientôt  ;  les 
données,  dans  chacun  de  ces  cas,  correspondant  à  deux 
triangles  différents  ACB,  ACB'. 

triangles  dont  les  angles  de  l'un  soient  supplémentaires  de  ceux  de  l'autre,  il 
faudra  que  la  soiume  des  trois  angles  de  l'un  soit  uioindre  que  quatre  angles 
droits,  pour  que  la  somme  des  angles  de  l'autre  triangle  soit  (1186)  plus 
grande  que  deux  angles  droits. 
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(1341)  Suivant  que  l'un  quelconque  !?(■  des  côtés  d'un 
triangle  sphérique  ACH,  est  égal  au  supplément  (Déni, 
do  1339)  A'C  de  l'autre  côté  AC,  plus  grand  que  ce 
supplément,  ou  moindre  que  ce  supplément  ;  chacim,  A , 
des  angles  intérieurs  A,  lî,  à  la  base,  sera  égal  à  l'angle 
extérieur  opposé  A'BC\  plus  grand  que  cet  angle,  ou  plus 
petit  que  cet  angle  ;  et,  en  même  temps,  la  somme  des 
deux  angles  intérieurs  à  la  base,  sera  égale  à  deux  angles 
droits,  plus  grande  que  deux  angles  droits,  ou  moindre 
que  deux  angles  droits. 

1°  Si  lîC  =  A'C,  l'anglo  A' 
ou  sou  égal  A  eera  (1179)  == 
A'BC  ;  c.-ù-d.,  l'anglo  intérieur 
à  la  base,  sera  égal  à  l'angle 
extérieur  opposé. 

2°  Si  BC  >  A'C,  l'angle  A' ou  son  égal  A  sera  (1182)  > 
A'BC  ;  c.-à-d.  l'anglo  int.  à  la  base,  sera  plus  grand  que 
l'angTe  ext.  opposé. 

3°  Si  BC  <  A'C,  on  aura  A'  ou  A  <  A'BC  ;  c.-à-d.,  l'angle 
lut.  à  la  base,  moindre  que  l'angle  ext.  opposé. 

4°  Puisque  les  angles  ABC,  A'BC  valent  ensemble  (1163) 
deux  angles  droits  ;  si  l'angle  A  =  A'BC,  ou  aura  A+ABC 
=  deux  angles  droits. 

5°  Si  A  >  A'BC,  ou  aura  (A  +  ABC)  >  deux  angles 
droits. 
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C."  Kl  A  <  A'IKÎ,  on  aiiru  (A  +  ABC)  <  doux  aiiglca 
droits. 

7"  A  l'aido  (1«)  (!ott(î  prop.,  on  pourra  datm  (piolqucH  cas,  A 
Tîtatit  doniu'!  ot  loH  côtéH  A(),  IK/,  6taljlir  raircclioii  do  l'anal»? 
\\  ;  car,  si  Ao-st,  [)arox('iii[»Ie  •  .  90°  et  A4-  li  =  ou  >  180'',  il 
ost  clair  que  15  sera  •  ÎIO"  ;  h!  A  >  90"  ot  A  +  H  =  ou  <  180", 
15  Hora  aii;u  ;  niais  si  A  .^  90"  et  A  +  lî  <  180'»,  il  ost  évident 
(|U0  W  pourra'Cîtro  >  on  <  90",  Huivant  la  valeur  do  A  ;  et  do 
inAinc  ni  A -.90'»  et  A  |  Ji,^180^',  raflbction  do  B  sera 
oucoro  anibitçuc. 

PEOP.  II. 

(1342)  Do  tous  les  arcs  (*)  CA,  (^3,  (H^],  0  etc.,  menés 
à  la  circonférence  d'un  grand  cercle  AEA'  de  la  sphère, 
d'un  point  quelconque  C  dans  sa  surfkce,  qui  n'est  pas 
le  pôle  de  cette  circonférence  ;  le  plus  grand  arc  est 
celui  CA'  qui  passe  par  le  pôle  L*  de  cette  circonférence, 
et  le  plus  petit  arc  (  ■  A  est  le  supplément  du  premier  ;  et 
des  autres  arcs,  Ciî,  CIO,  C  etc.,  celui  Cli'  qui  est  le  plus 
près  du  plus  grand  C  A'  est  plus  grand  que  celui  CE  qui 
en  est  plus  éloigné. 

Soit  Cli  perpcndiculairo  à 
AA'  ;  alors,  parce  que  le  cercle 
ACA'  qui  passe  par  le  pôle  P 
du  ccrclo  AEA'  est  (1153)  per- 
pendiculaire à  ce  dernier,  CR 
est  (926)  perpendiculaire  au 
plan  AEA'  et  par  conséquent 
(882)  à  toutes  les  droites  BR, 
ER,  etc.  qu'elle  rencontre  dans  ce  plan.   Les  triangles  ARC, 

(*)  Les  aies  dont  il  s'agira  dans  ce  livre,  seront  toujours  des  acia  de 
grands  cercles,  si  le  contraire  n'est  spécifié.  On  omettra  donc  ordinairement 
les  mots  "de  grand  cercle,"  si  ce  n'est  quelquefois,  pour  attirer  plus 
spécialement  l'attention  sur  quelque  propriété  particulière  de  ces  arcs. 
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BUC,  ERC,  etc.,  sont  donc  tous  rcctangloa  on  11  et  ont  [loiir 
hauteur  connnune  CU.  Maintenant,  parce  <|U0  U  est  un 
point  du  diamètre  A  A'  du  cercle  AEA',  et  que  ce  point 
n'est  pas  le  centre  du  cercle  AEA'  ;  car  son  centre  est 
évidemment  (1152)  en  O  (centre  de  la  sphère)  où  la  perpen- 
diculaire menée  du  pôle  P  rencontre  A'A;  on  a  (454)  Wll 
moindre  A%  EU  <  B'R,  Mi  <  ER,  et  AR  <.  BR,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  on  a  BR  >  AR,  A'R  >«IVR,  et  ainsi 
de  suite.  On  aura  donc,  à  cause  de  CR  commune,  (A'R'  + 
CR~)  >  (B'R'^  +  OR'"^),  et  par  suite,  A'C'"^  >  B'C'^  ou  A'C  > 
BC.  On  aura  de  même,  (AR'^  +  CR'"^)  <  (BR-^  +  CR-)  ;  d'où, 
AO'^  <  BC'"^  et  AO  <  BC.  Mais  une  plus  grando  corde  A'C 
sous-tend  un  plus  grand  arc  A'C;  donc  l'arc  A'C  >  l'arc 
B'C,  l'arc  B'C  >  l'arc  EC,  l'arc  JiC  >  l'arc  AC,  ou  AC  < 
BC,  et  ainsi  de  suite  ;  donc,  etc. 

2°  Soit  E  le  point  milieu  de  ABA',  E  sera  le  pôle  de  AGA' 
et  l'arc  EC  sera  un  quart-do-ccrcle  ;  et  comme  tout  arc  BCost 
<  EC  et  tout  arc  B'C  >  EC,  BC  sera  <  quart-de-curclo  et 
B'C  >  quart-de-ccrcle.  Il  est  clair  que  la  même  chose 
aura  lieu  du  côté  opposé  de  la  perpendiculaire  ACA'  ;  tout 
arc  bC  étant  <  et  tout  arc  b'C  >  que  fC  =  EC  ;  donc,  sui- 
vant que  AB,  A6  seront,  ou  non,  de  môme  affection,  c-à-d., 
chacun  <  ou  >  AE  =  A^,  les  arcs  BC,  bC  seront  aussi  de 
même  ou  de  différente  affection  ;  et  si  AB  =  Ab  ou  aura, 
par  la  prop.,  BC  =  bC 

3°  Les  points  E,  e,  étant  encore  les  pôles  de  ACA',  l'arc 
CE  sera  =  90°  et  sera  (1153)  perpendiculaire  à  ACA';  tout 
autre  arc  BC,  moindre  que  EC,  formant  avec  ACA'  un  angle 
aigu  ACB,  et  tout  autre  arc  B'C,  >  EC,  formant  avec  ACA' 
un  angle  obtus  ACB'.  Or,  quel  que  soit  BC,  <  ou  >  90*^, 
l'angle  ABC  sera  toujours  aigu  ou  A'BC  toujours  obtus,  et 
la  même  chose  aura  lieu  du  côté  opposé  de  la  perpendicu- 
laire ACA'  ;  d'où  il  suit  que  si  pendant  que  AèC  est  aigu, 
ACB  est  aussi  aigu,  BC  sera  <  90'',  et  si  ACB'  est  obtus,  B'O 
sera  >  90°  ;  donc,  dans  le  triangle  6CB,  suivant  que  A6G, 
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ACB,   sont   do   niomo   allbetion   ou   d'urtoction    (lirtbrcnto, 
BC  sora  >  ou  <  OO®. 

(1343)  Cor.  1.  Si  AC=-AP  =  nO,  on  mira  A('=D(.'  = 
liC  =  etc.  ;  d'où  il  Ruit  (|U0,  djins  le  cas  (1336,  1°)  dos  "  deux 
côtés  et  un  antçle  oppoH{;  à  l'un  doux,"Hi  l'unuflo  donné  A  ou 
UA(1  était  droit,  le  côté  AC'=  1)0°,  et  l\C  ]K\r  c()nsé(|uoiit 
(1153)  aussi  =  90",  le  problème  serait  Indéterminé,  puis- 
<[U0  tonte  [losition  (|uelconquo  li'  du  [Joint  lî  sur  la  c  ircoii- 
t'érence  AEA'  déterminerait  un  triangle  H'AC  (pii  répoii- 
(Irait  aux  données  et  dans  lequel  on  aurait  l'angle  Ij'  droit 
(1153)  et  la  base  A13'  indéterminée. 

2°  Mais  si  AC  est  <  ou>  90°.  il  n'y  aura  pas  (455)  doux 
droites  égales  BR  du  même  côté  du  diamètre  AA'  et  par 
con8é(|uent,  il  n'y  aura  pas  non  plus  deux  cordes  égales  BC, 
ni  deux  arcs  ou  côtés  égaux  BC  ;  donc,  il  ne  pourra  y  avoir 
qu'un  seul  triangle  ACB,  c'est-à-dire,  une  seule  solution 
du  problème  des  "  deux  côtés  et  un  angle  opposé  à  l'un 
d'eux."  , 

3°  Il  est  h  peine  nécessaire  d'iijouter  que  l'indéterminé 
dont  on  vient  de  parler  (1343)  existerait  aussi,  sous  les 
mêmes  circonstances,  dans  le  cas  (1336,  2°)  des  "  deux 
angles  et  un  côté  opposé  à  l'un  d'eux,"  c-à-d.,  si  A  était 
droit,  AC  =  90°  et  B  par  conséquent  aussi,  droit  ;  et  cette 
ambiguïté  cesserait  d'exister,  si  AO  était  <  ou  >  90° 

(1344)  Cor.  2.  Si  les  deux 
grands  cercles  ACA'  AEA', 
font  l'un  avec  l'autre  un 
angle  aigu  BAC  ou  A  =  A', 


il  est  clair  que  la  perpendicu- 
laire menée  du  point  C  au 
plan  de  AD  A'  tombera  en-de- 
çà de  AA',  soit  en  ïi,  et 
qu'elle  sera  encore  perpendiculaire  (882)  au  diamètre  àD 
qu'elle  rencontre  dans  ce  plan  ;  d'où,  par  la  proposition  (1242) 
DC  sera  le  plus  petit,  et  aC  le  plus  grand  de  tous  les  arca 
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uumh'h  (lu  ]>oiMt  0  à  lu  ciroontiTonco  du  corolo  ADA'  ou 
Al)(/;  ol  on  îiuru  dans  i-o  cas  1)(^  <^  AC  ou  AC  >  !)(•,  ot 
do  iuCmiu»,  on  aum  A'O  <  aC,  IVO  <  A'O  ot  ainsi  do  suite; 
d'où  il  ivsulto,  puistino  (455)  ou  i)out  avoir  dans  co  oas, 
diMix  droites  (''L'ialoH  HK,  \V\i^  uuo  docluKjuo  oôlé  dudianu'^tro 
fH  >,  c'ost-à-diro,  do  cluuiuo  côté  do  la  inoiudro  droito  DU, 
qu'on  aura  aussi  doux  arcs  ou  côtés  o^aux  CU,  C\i\  l'un  do 
«•luuiuo  ooto  dij  l'arc  porpondioulairo  ou  lo  plus  potit  CD. 
Donc,  suivant  (luo  lo  côté  C\\  ou  ClTopiioso  à  l'anolo  donné 
A  ou  A'  sera  --  ou  <  C  A  ou  (^A',  ot  (W  -^  î»0^  ou  OA'  >S)0^, 
il  y  aura  un  ou  doux  triasi.sj^los  HAC\  H'AC  ou  \V \\\  liA'C 
qui  ropondroiit  aux  données;  c'ost-à-vlire,  (juo  : 

Dans  lo  cas  {ISm,  V)  des 


•'  Deux  côtés  ot  un  angle  opposé  à  l'un  d'eux." 

Voyiv-  h\  luitf,  pjigo  rt'Js. 

1"  8i  lo  côté  AC,  adja.  ;\  l'unifie  «lonné 
A,  est  ^.  l)0°,ct(iuo  BC,  l'autre  côté 
don-né,  soit  >  AC  ;  il  n'y  aura  (pi'  une  solution. 

2*^  Si  lo  côté  A'C,  adja.  à  l'un^i^lo  donné 

A',  est  >  1)0"  et  (pie  V>'  C,  l'autre 

côté  donné,  poit  >  lo  sup.  do  A'(  •  ;    '  ne  solution. 
'^°  iSi  lo  côté  AC,  adja.  à  l'aniçle  donné 

A,  est  <  90",  et(pio  BC,  l'autre  côté 

donné,  soit  <  AC  ;  il  y  aura deux  solutions 

|4°  Si  lo  côté  A'C,  adja.  A  l'angle  donne 

A',  est  >  90°,  et  que  B'C,  l'mitro  côté 

donné,  soit  <^  lo  sup,  do  A'C  ;  .  ,  .  .  deux  solutions 

5"^  Si  lo  côté  AC,  adja.  A  l'angle  donné 
A,  est  "■  90°,  il  est  évident  qu'il  y 
aura deux  solutions 
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i  solution. 


ic  solutions 
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(1345)  Cor.  3.  Si  l'anglo  donné  11A.C  ou  A  -=  A' est  ob- 
tus, il  CHt  clair  <iuo  I.'i  porpon- 
diculniro  nient' o  »ln  point  i\ 
nu  |>liin  (io  A  1)  A',  tombom  au 
delà  (le  A  A',  soit  on  U  :  ot  tiuo 
ni  j>ar  Io  oontro  ()  do  la  splu"^- 
ro  ot  Io  point  11,  on  nièiio  Io 
dianuNtro  u  D  ot  loa  arcH  (/</, 
on,  Cote.,  rnro  Ca  Hora  Io 
plus  potit  ot  Cl)  Io  plus  i>:ran(l  do  tous  los  arcs  nicn^-s  du 
jioint  0  A  la  circonirMvnco  Al).7.  ou  Al) A';  ot  cotnnio  los 
droites  HR  ot  \V\i  sont  cliaouno  nioiiidro  (454^  (juo  DU,,  o\\ 
aura  aussi  les  arcs  (Mi  ot  C\V  clwioun  «noindro  (pio  l'arc 
pori)ondiculinro  ou  Io  plus  grand  C\)  ;  donc,  suivjint  ((uo  lu 
cote  eu  ou  C\V  opposé  i\  ran,i:;lo  donne  A  ou  A'  sera  \  ou 
N  C^\  ou  CA',  et  CA  [Hr  ou  CA'  >  ÎH)^  il  y  aura  un  ou 
deux  trianw;|oH  JiA(\  W AC  ou  K'A'C,  BA'C  cpii  répondront 
aux  données  ;  c'ost-A-diro  que  dans  Io  cas  dos 

"  Deux  côtés  et  un  angle  opposé  à  l'un  d'eux." 

1^  Si  Io  côté  At^adja.  A  Panifie  dojino 

A,  est  <i)0^  el  que  1}(^  l'autre  coté 

donné,  soit  <  le  sup.  «io  AC  ;  .  .  ^.  .  une  solution. 
à  \  2«  Si  Io  coté  A'C,  adja.  A  l'anglo  donné 

A' est  :>  W,  otquo  UC  l'autre  c«')(é 

donné,  soit  -^  (pio  A'C  ; une  solution. 

I    pV'  Si  le  côté  A(^,  ml.ja.  A  l'angle  donné 

A,    est  <  00",   ot   quo   ir'c,    Taulro 

coté  donné,  soit  >  Io  sup.  do  AC  ; . .  doux  solutions 
■1^'  Si  le  côté  A'C,  adJa,  A  l'angle  d«uuié 

A',   est  -^  î)0^  ot   (jno    H'C    l'autre 

côté  donné,  soit  ~>  que  A'C  ; doux  solutions 

5°  Si  le  côté  AC,  adja.  A  l'angle  donné 

A,  est  ==  UO'^;  il  est  évident  (pi'il  y 

ftiiï'ft deux  solutions 
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PROP.  III. 

(1346)  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle,  ACB  ou 

ACB',  A'CB'  ou  A'CB,  les  côtés,  AB,  AC  ou  AB'  AC 

A'B',  A'C  ou  A'B,  A'C,  qui  comprennent  l'angle  droit, 
A  ou  A'  sont  de  mênie  afïection  que  les  angley  C,  B  ou 
C,  B',  qui  leur  sont  opposés;  c'est-à-dire  (1334)  si  les 
angles  sont  plus  grands  ou  moindres  que  des  angles  droits  ; 
les  côtés  qui  leur  sont  opposés,  seront  plus  grands  ou 
moindres  que  des  quart-de-circ.  Et  réciproquement,  si 
les  côtés  qui  comprennent  l'angle  droit,  sont  plus  grands 
ou  moindres  que  des  qnart-de-circ.  ;  les  angles  opposés 
seront  plus  grands  ou  moindres  que  des  angles  droits. 

Ayant  bissecté  eu  D  le  demi- 
ccrele  ABA',  on  aura  AD  == 
A'D  =  90^^  ;  et  parce  que,  par 
hypothèse,  l'angle  A  ou  BAC 
est  droit,  le  demi-cercle  ACA' 
est  perpendiculaire  au  plan  du  demi-cercle  ABA'  ;  donc  D 
est  (1152)  le  pôle  de  ACA',  et  l'arc  DC  =  (1153)  90°  ou  uu 
quart-de-cercle.  De  plus,  l'arc  CD  est  (1153)  perpendiculaire 
à  ACA'  ;  c.-à-d.,  |îano:le  sphérique  ACD  est  droit.  Donc, 
quand  AB  est  moindre  que  AD,   l'angle  opposé  ACB  qui 

(*)  L'élève  fera  bien  de  s'aider  ici  de  quelques  cercles  en  carton  ou  en 
papier  fort  et  de  même  rayon,  dont  il  en  pliera  un  (à  l'endroit  AA'  d'un 
diamètre)  de  manière  à  en  former  un  onglet  sphérique,  ABA'CA  ou  plutôt 
deux  demi-grands  cercles  ADA',  ACA',  que  le  pli  AA'  lui  permettra  d'ajus- 
ter, souf-  un  angle  quelconque  A,  droit,  obtus  ou  aigu.  Il  coupeni  alors  ou 
pliera  les  autres  cercles,  en  secteurs  égaux,  ou  supplémentaires  l'un  de 
l'autre,  et  de  dimensions  proportionnelles  à  la  valeur  de  l'angle  A.  Ces  di- 
vers secteurs  convenablement  disposés,  le  sommet  ou  centre  de  chacun 
d'eux,  au  centre  de  l'onglet,  c'est-à-dire,  de  la  sphère,  et  leurs  côtés  OB, 
OC,  OD,  0  etc.,  en  contact  avec  les  d*  nx  demi-grands  cercles  ADA',  ACA', 
fourniront  une  idée  assez  juste  des  arcs  ou  côtés  et  des  angles  ou  des  trian- 
gles sphériques  ABC,  AB'G,  A'B'C,  A'BC,  dont  il  s'agit.  Voyez  aussi  la 
note,  page  448. 


A'B' 


A'  :  donc  D 
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est  moiiulro  que  ACD,  est  <  90^  ;  et  quand  AB'  >  90°, 
l'angle  ACB'  qui  est  plus  grand  que  ACD,  est  >  90°;  ou, 
réciproquement,  si  ACB  <  90°,  on  a  AB  <  90^^,  et  si  ACB' 
>  90°,  on  a  AB'  >  90°.  De  même,  il  est  clair,  que  quand 
l'angle  A'CB  >  90°,  A'B  est  >  90°;  et  quand  A'CB'  <  90°, 
A'B'  est  <  90°  ;  et  réciproquement.  (*) 

(1347)  Cor.  1.  Si,  dans  un  triangle  sphérique  rectangle, 
ACB  ou  A'CB,  les  deux  côtés  AB,  AC  ou  A'B,  A'C  qui 
contiennent  l'angle  droit,  sont  de  même  afiëction,  l'hy- 
poténuse CB  sera  moindre  qu'un  quart-de-oerole  ;  et  si 
ces  côtés,  AB',  AC  ou  A'B',  AC  sont  d'affection  différen- 
te, l'hypoténuse  B'C  sera  plus  grande  qu'un  quart-de- 
cercle. 

Car,  ayant  bissecté  en  P  le  demi-cercle  ACA',  P  sera  le 
pôle  de  ABA',  comme  D  est  celui  de  ACA'  ;  et,  parce  que  C 
n'est  pas  le  pôle  du  cercle  ABA'  et  que  l'arc  CB  est  plus 
éloigné  de  CFA'  que  ne  l'est  CD,  CB  est  (1342)  moindre 
que  CD  ;  or,  CD  est  un  quart-de-cercle  ;  donc  CB  est 
moindre  qu'un  quart-de-cercie  ;  et  de  même,  quand  A'C  > 
90°  et  A'B  >  90°,  il  est  clair  qu'on  a  encore  CB  <  90^. 
En  second  lieu,  si  AC  <  90°  et  AB'  >  90°,  ou  A'B'  <  90° 
et  A'C  >  90°,  il  est  non  moins  évident  qu'on  aura  CB'  >  90°, 
à  cause  de  CB'  moins  éloigné  du  plus  grand  arc  CPA'  que 
ne  l'est  CD  ;  donc,  etc. 

2^  Réciproquement,  il  suit  de  ce  que  l'on  vient  de 
démontrer,  que  si  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
est  moindre  ou  plus  grande  qu'un  quart-de-cercle  ;  les 
côtés  seront  de  même  affection  ou  d'affection  différente. 

(*)  Comme  les  expressions  " quart-de-circonférence "  "demi-circonfé- 
rence" ee  rencontrent  souvent,  dans  ce  livre;  on  écrira  quelquefois,  pour 
abréger,  "quart-de-cercle,"  "demi-cercle;"  faisant  attention  seulement,  de 
distinguer,  au  besoin,  le  sens  (i86)  dans  lequel  on  doit  entendre  ces 
expressions.  Pour  "quart-de-cercle."  on  écrira  aussi  "90","  pour  "demi- 
cercle,"  "  180"  ;  "  et  de  même  pour  angle  droit,  on  écrira  quelquefois  "  90"," 
et  "180'*"  pour  "deux  angles  droits." 


lirtfjjtîtFS  •■1) 


"i^  "l'a 


n 


i 


w  m 


'   ';     i 


iii 


liP    SI»  •*' jv,<»Of 


530 


TRIGONOMÉTRIE 


3°  Puisque,  par  la  prop.,  les 
angles  obliques  d'un  triangle 
rectangle  sont  de  même  affec- 
tion que  les  côtés  opposés,  et 
que  par  le  corollaire,  l'hypo- 
ténuse est  moindre  ou  plus  grande  que  90°,  suivant  que  cos 
côtés  sont  de  même  on  de  ditl'érente  affection  ;  il  en  résulte 
que  suivant  que  l'hypoténuse  est  moindre  ou  i^lus 
grande  qu'un  quart-de-eercle  ;  les  angles  obliques  sont 
de  même  ou  de  différente  afiection  ;  et  réciproquement  : 

4°  Suivant  que  les  angles  obliques  (*)  d'un  triangle 
rectangle  sont,  ou  non,  de  même  affection  ;  l'hypoténuse 
est  moindre  ou  plus  grande  qu'un  quart-de-cercle. 

5°  Parce  que  les  côtés  sont  de  môme  affection  qao  les 
angles  opposés,  et  q  o  l'affection  de  l'iiypoténnse  dépend 
aussi  de  celle  des  côtés  ou  des  angles  ;  il  puit  que  quand  un 
angle  et  le  côté  adjacent  sont  de  même  affection,  l'hypo- 
ténuse est  moindre  qu'un  quart-de-cercle  ;  et  : 

6°  Quand  un  angle  et  le  côté  adjacent  sont  de  diff*&rente 
affection,  l'hypoténuse  est  plus  grande  qu'un  quart-de- 
cercle. 

7°  Si  l'hypoténuse  est  moindre  qu'un  quart- de -cercle, 
un  côté  et  l'angle  adjacent  seront  de  même  affection. 

8°  Si  l'hypoténuse  est  plus  grande  qu'un  quart-de- 
cerele,  un  côté  et  l'angle  adjacent  seront  d'affbction 
diff^érente. 


^4,-  .1 


(•)  L'on  dit  "obliques"  pour  distinguer  de  l'angle  d"oit,  les  doux  antres 
angles  d'un  triangle  sphérique  rectangle;  car  ces  ang  is  ne  sont  pa-i  iiécos- 
sairenient  aigus,  comme  dans  le  cas  du  triangle  roctili^,  e  do  même  nom,  et 
au  contraire  ces  angles,  comme  on  l'a  vu  (1190)  ]<  ivcnt  être  droits  et 
même  obtus;  ainsi,  dans  ACB,  B  et  G  sont  tou    >l  i,_m    ;  dans  A'CD, 

G  est  droit  et  D  aigu;  dans  AGB',  B  est  aigu  et  G  ob^  J  VCïV,  G  est 
aigu  et  B  obtus  ;  dans  AGD,  G  est  droit  et  D  obtus  et  do  'v'CB,  B  et  G 
sont  tpus  deux  obtus. 
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(1343)  Cor.  2.  Dans  tout  triangle  sphérique,  ACB,  si 
la  perpendiculaire  Cl)  menée  d'un  des  angles  au  côté 
opposé,  tombe  en  dedans  du  triangle  ;  les  angles  A,  B,  à 
la  base,  seront  de  même  affection  :  et  si  la  perpendicu- 
laire tombe  en  dehors,  sur  la  base  prolongée  ;  les  angles 
à  la  base  seront  d'affection  différente.  Car  si  CD  tombe 
eu  dedans,  on  a  : 

1°  Les  triangles  rectangles 
ADC,  BDC,  dans  lesquels, 
par  la  prop.,  chacun  des 
aniifies  A  et  B  est  de  même 
uiibction  que  le  côté  opposé 
CD  ;  or  ce  coté  est  commua 
aux  deux  trianL;lcs  ;  donc 
l'affection  de  CD  est  commune  aux  deux  angles  A  et  B  ; 
c-à-d.  que  ces  angles  sont  de  commune,  ou  de  même 
affection. 

2"  Et  si  CD  tombe  en  dehors  du  triangle,  on  aura  les 
triangles  rectangles  ADC,  BDC  dans  lesquels  l'affection  de 
CD  sera  commune  à  l'angle  B  et  à  l'angle  extérieur  DAC  ; 
mais  DAC  est  supplément  de  A  ou  de  BAC  et  l'affection  de 
BAC  est  en  conséquence  différente  de  celle  de  DAC  ;  or 
l'affection  de  B,  comme  on  vient  de  le  voir,  est  la  même  que 
celle  de  DAC  ;  donc  l'affection  de  A  (BAC)  est  différente 
de  celle  de  B. 

3°  Kéciproquemont,  il  est  clair  que  si  les  angles  A  et  B 
sont  de  même  affection  ;  la  perpendiculaire  tombera  sur  la 
base,  ou  en  dedans  du  triangle  ;  car,  si  non,  A  et  B  seraient 
d'affection  différente. 

4°  Et  si  A  et  B  sont  d'affection  différente,  la  perpendicu- 
laire tombera  en  dehors  du  triangle  ou  sur  la  base  prolongée  ; 
car,  si  non,  A  et  B  seraient  de  même  affection,  contraire- 
ment à  la  supposition. 
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PROP.  IV. 


(1349)  n  y  aura  toujours  deux  triangles  rectangles, 
ABC,  AB'C  dont  un  côté  AC  et  l'angle  opposé  B  de  l'un 
seront  égaux  à  vm  côté  AC  et  à  l'angle  opposé  B'  de 
l'autre  ;  et  dont  les  autres  côtés  AB,  BC  et  l'autre  angle 
oblique  C  du  premier,  seront  les  suppléments  des  autres 
côtés  AB',  B'C  et  de  l'angle  correspondant  C  du  second. 

En  eft'et,  ayant  prolongé 
ACA;  d'une  quantité  A'C'  = 
AC,  pris  A'B'  =  AB,  joint  B'C 
et  prolongé  B'C  pour  rencon- 
trer ACA'  ;  B'C  prolongé 
tombera  (984)  en  C,  à  cause  de  CA'C  =  A'C  +  A'C  = 
A'C  +  AC  =  180^  ou  un  demi-cercle.  Cela  posé,  on  aura 
(U77)  B'C  =BC  ;  car  A'C  a  été  fait  égal  à  AC,  A'B'  à  AB 
et  l'angle  B'A'C  qui  est  supplément  de  B'A'C  est  en 
conséquence  droit  et  égal  à  l'angle  A  du  triangle  ACB; 
donc  B'C  =  supplément  de  B'C,  c.-à-d.  de  BC  ;  et  l'angle 
AB'C,  égal  à  son  opposé  au  sommet  A'B'C,  est  (1177)  égal 
à  ABC  ;  donc  : 

2°  Si  pour  résoudre  un  triangle  sphérique  rectangle 
on  ne  donne  qu'un  côté  et  l'angle  opposé  ;  il  y  aura  ambi- 
guïté, c.-à-d.,  deux  réponses  au  problème,  ou  deuxsolaliona 
qui  repondront  aux  données. 

(1350)  Cor.  Puisque  C  est 
un  point  quelconque  dans  le   a^ 
demi-cercle  ACA',  et  que  par 
ce  point,  et  le  centre  0  de  la 
sphère,  on  peut  faire  passer 

un  plan  quelconque  OCa  ou  ^      '     J»'^      'C' 

OCa',  tel  que  ce  plan  fasse  avec  le  plan  de  ABA'  un  angle 
quelconque  BaC  obtus,  ou  Ba'C  aigu  ;  il  suit  que  A  étant 


i 


?e,  on  aura 
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un  angle  quelconque,  on  aura  l'angle  B'  *=  B,  pourvu  que 
B'C  poit  égal  au  supplément  de  BO;  mais,  il  est  clair  aussi 
que  dans  ce  même  cas,  les  arcs  AB,  AB',  c.-à-d.  oB,  aW  ou 
rt'B,  a'B'  ne  seront  plus  supplémentaires  l'un  de  l'autre,  non 
plus  que  les  angles  ACB  et  ACB'  ou  aCB,  aCB'  et  a'CB, 
rt'CB';  donc,  il  pourra  exister  deux  triangles  oblique- 
angles  différents  ACB  et  ACB'  (A  étant  un  angle  quelcon- 
que) dont  un  côté  AC  et  l'angle  opposé  B  de  l'un,  seront 
égaux  à  un  côté  AC  et  à  l'angle  opposé  B'  de  l'autre  ; 
pourvu  que  le  côté  B'C  opposé  à  l'autre  angle  donné  A 
de  l'un  de  ces  triangles,  soit  égal  au  supplément  du  côté 
correspondant  BC  de  l'autre. 

2°  En  d'autres  termes  :  la  condition  à  laquelle  on  pourra 
avoir  deux  triangles  oblique-angles  diôerents,  dont  un  côté 
et  l'angle  opposé  de  l'un  soient  égaux  à  un  côté  et  à  l'angle 
opposé  de  l'autre  :  est  que  l'on  puisse  avoir  dans  un  même 
onglet  (990)  ABA'CA  de  la  sphère,  (l'angle  A  de  l'onglet 
étant  celui  des  deux  angles  donnés  qui  est  adjacent  au 
côté  donné  AC)  ou  sur  la  surface  d'une  même  lune  (989),  et 
menés  d'un  même  point  C,  deux  arcs  CB,  CB'  supplémen- 
taires l'un  de  l'autre  ;  c.-à-d.,  qu3  l'on  puisse  mener  du 
sommet  C  ou  du  troisième  angle  du  triangle,  deux  arcs 
CB,  CB'  dont  l'un  soit  le  supplément  de  l'autre. 

(1351)  Soit  donc  ACB  ou  A'CB  un  triangle,  dans  lequel 
on  a  un  côté  AC  ou  A'C,  et  deux  angles  BAC,  ABC  ou 
B'A'C,  A'B'C  ;  on  aura  ;  c.-à-d.  :  dans  le  cas  (1336,  2°)  des 

«  Deux  angles  et  nn  côté  opposé  à  l'un  d'eux." 

f  1^  Si  AC  <  90°  et  BC  <  AC une  solution. 

A  étant    i 

aigu.    ]  2°  Si  A'O  90^  et  BC<AC  (sup. 

[      de  A'C) ime  solution. 

Car,  si  BC  est  moindre  que  AC,  ou  que  le  supplément  de 
A'C  ;  le  sup.  de  BC  sera  plus  grand  que  A'C  (sup.  de  AC)  ; 
et  comme  A'C  est  (1344)  plus  grand  que  tout  autre  arc  B'C 
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inour  (lu  point  (\  nii  oorcio  A I^V  ;  A  pIiiM  lorto  niinoii,  le 
Hiip.  !{'(!  (|(>  \\C  Hom-t-il  trop  Lcrniid,  pour  Iroiivcr  pliuM»  oiiiro 
lo  Hoinmot  V>  ot  la  cirooMlV'roiico  A  II  A'  du  pl.ni  do  lu  Iuimo. 

rn°  8i  AC  ■.  !)0^  et  W'C  .  A(^ doux  solutioiiH. 

A  (^tant 

aigu       '"  '^'  ^'^'    ^  '^'^"''*^  '*'^'  ^^  ^^' 

I         (Hup.  do  A'(^) doux  solutloiiH. 

Ciir,  puiHipio  WC  est  plus  !i;raMd  quo  AT,  ou  (pio  lo  nup. 
<!(>  A'C  ;  lo  Hup.  lU"!  do  IVC'  hopu  moindro  ((uo  A'C  (nup.  do 
AC)  o<  pourra  ('w  oouHocpiouoo  (1344)  trouver  pliu'o  onlrn 
dot  AllA'. 


A  riant 


ff)'^  Si    AC    X  00^   ot  \VC       A'C 

(Mup.  do  AC) ...   une  solution. 

[d"  Si  A'C^  ^  !)0"  ot  \VC  >  A'd uno  Bolutlon. 

Car,  si  \V(^  oHt  plus  j.>:rau<l  (pio  AX-,  \c  sup.  do  r.'(l  h(>i'ii 
moindro  (pio  lo  sup.  de  A'(\  o'oHt-A-diro,  moindro  (pu^  AC; 
or  (1;î4.^))  loi}t  aro  lUN^sl  jduw  «.frand  (|Uo  AC;  dono  lo  sup. 
\\V  do  IVC  no  pourra  oxislor. 

(^T'^  Si  A(^  V  ÎM)^'   et  no   X  A'C 

(Hup.  doAC) deux  solutions. 

H''  Si  AC>1H)^'  ot  IK^  V  A'(^  ...  doux  solutions. 


A  étant 
obtus, 


Car,  HÎ  lîC  oat  moindro  quo  A'C  ;  lo  8U[).  do  \\C  Hora  ])his 
urand  (pio  lo  8U]>.  do  A'(',  c.-à-d.,  phm  .i;rand  ([uo  AC,  ot 
(1245)  lo  8Up.  B'O  do  JÎC  pourra  oxistor.  (  ") 


(*)  Il  iv'jI  ;V  poiiip  JiéccHf^airc  do  rnjipclcr  ([hp,  oomnip  diiuM  le  cjis  cdiTi'.^- 
jinndiint  (222)  du  (riiVnglo  roctilii!;iio,  il  i'hI,  uéi'OSHuiro,  pour  (juc  le  (nantie 
pnliéviiino  puisse  oxisUn',  quo  l'un  (pudcoïKjuo  do  hoh  cdlÔM  Huit,  (11G4) 
imùndi'o  .pu'  liv  siuuiuo  do8  doux  autroH  ;  ot  cpu' ni  |{(\  pur  oxomplo,  daiiM 
loH  oxprossiouM  l",  2°,  3°,  otc.  doM  avlidos  (1244),  (1245),  cluil  moiiidiv 
que  lu  povpoudieuluiro  Cil)  abuissôc  du  sdininol  C  du  (ri!in;:;lo,  sur  iiv  buse, 
le  (riiiuiïlo  A(M{  no  suumit  oxiwtor  ;  do  iniune  que,  si  ]\C  était  6gal  il  l'arc 
porpoudiculairo  CD,  il  n'y  ttumit  alora  (320)  «lu'un  seul  triangle  ACD  tiui 
répondrait  aux  données. 


Ht J  wifir"'»? 


C  HollltioJlH 


c  aoliitioiiH. 
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«iiif  p 


(13r)2)  Qiio  la  porpondiculr.lro  monôo  du  somniol,  i\  la 
bafR)  (Vu 11  triaiifçlo  sphcrlquo  quoloonquo,  toiribo  on 
(lodanfl  ou  on  dehors  du  triangle  ;  on  aura,  daiiH  los  do::x 
cas,  lo  moindre  Bugînent  do  la  hase  adjacent  au  moindre 
ou  au  phis  fçrand  dos  doux  autres  côt^s  du  trlnn/^U), 
Muivant  que  la  somme  de  ces  côtés  sera  moindre  ou 
l)hiM  {;raiido  ([u'iiri  dcinl-eorcle. 

Mm  cUM,  Hoil  AIID'  mi  ^riiiid 
(HMcIo  (l((  lii  Kplirri',  I)(1|)'  v<\ 
(Inini-^nuid  ctMVîIc  iKM'potxl'Kai- 
liiiro  iiti  prcinici'  <■!  (  '  mi  point 
(|iioI(M)n(iiio  diuiH  00  diMMiicr, 
luitro  qiio  \\  jiolo  do  Alîl)'. 
S(»i(Mil  (Micoro  A(^A',  WCW 
deux  (l(MMi-iLjjriiii(lH  ooroloH  (|ii(>lcoTiquoH  ])!iHHiuit  par  C  ot 
tcnniiioM  do  côlôs  ()i)p()H6.s  do  la  porpoTidiciilaircî  lUVIT. 
CcUo  couHtrnrlimi  doimo  (|imtro  triiuii^IoH  hjiIiCt'kihoh  A(1|5, 
.A'(Mr,  yVCr,,  ACir,  la  ].orpcndioiiliiiro  (M),  CJ)' tonihiuit 
011  (lo(liuis  doH  doux  ])roiniorH  ot  on  doliors  dos  doux  uutroB. 
vSoit  aussi  RI)  nioinch'o  (pio  AI)  et  WIY  on  oonHCMpicuco 
nu)iu(lro  <(uo  A 'IV,  !\  cuuho  do  A'D'r  .AD  ot  do  15' D'  \\l> 
(004  ot  138).  On  aura  (1342)  CA'  \  CI3  et  par  conH6(|uotit 
(0A'+  CA)  .  {C\  +  (Jlî);  o.-à-d.  que  la  sommo  doH  coto.s 
CA,  CI?  du  triiingio  ACli  sora  nioindro  qu'un  donii-(îorolo, 
ot.  la  HcMuîuo  doH  ootOs  CA',  CJ5'  du  triangle  A'C.iî'  on  oouho- 
(juonco  pluH  grando  qu'un  domi-corclo  ;  or,  A\)  ost  pur  liyp. 
>  ni)  ;  donc  (1342)  CA  >  CB  ot  CA'  <  CU',  ou  co  qui  ont 
lu  luGmo  olioso,  (piand  CA  >  CB,  on  a  AD  >  BD,  ot  quund 
(ÎA      Cir,  on  a  A'D'  >  B'I)';  donc  : 

1"  Quand  la  Honimo  dcH  cot6a  CA,  CB  est  moindre  qu'un, 
donii-corclo,  ot  (|uo  la  porpondiculairo  CD  tombe  en  dodann 
(lu  Iriiinglo  ;  lo  moindre  sogmont  BD  do  hi  base  AB  cet 
udjiiccnt  au  moindre  côté  CB,  ou  lo  moindre  coté  CB  au 
moindre  aogmont  BD. 
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2°  Quand  la  somme  dos  côtôa 
CA',  CB'  est  plus  grande  qu'un 
demi-cercio,  et  que  la  T'0"<Ji- 
culaire  CD'  tombe  en  "ans  ; 
Je  moindre  segment  B'D  do  la 
base  est  adjacent  au  plus  grand 
côté  CB',  ou  le  plus  grand  côté 
CB'  au  moindre  segment  B'D'. 

Maintenant,  puitjque  CA'  <  CB'  et  CB  <  CA,  il  est  cliiir 
que  (CA'  +  CB)  >  (CA  +  OB')  ;  or  CA  +  CA'  4-CB  +  CB' 
=  2  demi-cercles  ;  donc  CA  +  CB'  est  plus  grand  qu'un 
demi-cercle,  et  CA' +  CB  en  conséquence  moindre  qu'un 
demi-cercle  ;  donc  : 

3''  Quand  la  somme  des  côtés  CA',  CB  est  moindre  qu'un 
demi-cercle  et  que  la  perpendiculaire  BCD',  tombe  on 
dehors  ;  le  moindre  segment  BD  de  la  base  prolongée 
DBA'D'  est  adjacent  au  moindre  côté  CB,  ou  le  moindre 
côté  CB  au  moindre  segment  BD. 

4°  Quand  la  somme  des  côtés  CA,  CB',  est  plus  grande 
qu'un  demi-cercle  et  que  la  perpendiculaire  DCD'  tombe  en 
dehors,  le  moindre  segment  B'D'  de  la  base  prolongée 
DAB'D'  est  adjacent  au  plus  grand  côté  CB',  ou  le  plus 
grand  côté  CB'  au  moindre  segment  B'D'. 

(1353)  D'ailleurs.  On  a  vu  (1349)  que  l'angle  D  ou  BDC 
étant  droit  et  A'D'  =  BD,  on  a  A'C  =  supplément  de  BC  ; 
ou  si  A'C  H- BC  =  180°,  on  aura  A'D'-=BD. 

D'où,  il  est  clair  que,  BC  étant  quelconque  et  restatit 
constant,  si  A'C  +  BC  est  <  180<^,  le  point  A'  sera  plus 
éloigné  de  D',  et  si  A'C  +  BC  est  >  180°,  le  point  A'  sera 
moins  éloigné  de  D;  c'est-à-dire  que  A'D  sera  <  ou  >  BD 
suivant  qu'on  aura  A'C  +  BC  >  ou  <  que  180°  ;  or,  quand 
A'D'  est  <  BD,  on  a  aussi  AD  <  BD,  à  cause  de  AD  =  A'D', 
et  par  conséquent  aussi,  on  a  A'D'  <  B'D'  qui  est  égal  h 
DD;  d'où  l'on  obtient  encore  les  quatre  conclusions  du 
dernier  paragraphe. 
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2°  Si  la  somrao  des  côtés  ost  égale  à  un  demi-cercle  et 
que  ces  côtés  soient  inégaux,  c.-à-d.  dans  ce  cas,  dodiflérento 
affection  ;  la  perpendiculaire  tombera  n  dehors  du  triangle 
et  les  segments  A'D',  BD  de  la  base  prolongée,  seront  égaux, 
ou,  ce  qui  est  la  môme  chose,  les  segments  A'D',  BD'  seront 
supplémentaires  l'un  de  l'autre. 

(1354)  Pourvus,  maintenant,  des  connaissances  nécessaires, 
pour  établir,  dans  tous  les  cas,  l'affection  des  côtés  d'un 
triangle  sphérique  quelconque,  et  pouvant  déterminer  s'il  y 
a,  ou  non,  ambiguïté  de  solution,  c.-à-d.  une,  deux  ou 
plusieurs  réponses  au  problème  ;  et  sachant  aussi  quand  la 
perpendiculaire  tombe  en  dedans  du  triangle,  et  quand  elle 
tombe  en  dehors,  et  de  quel  côté  elle  tombe  le  plus  près  ; 
nous  passons  à  la  considération  des  : 

RAPPORTS 

ENTRE  LES  COTÉS  ET  LES  ANGLES 

DES  TRIANGLES  SPHÉRIQUES. 

PROP.  I.  THÉOR. 

(1355)  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle  ACB, 
le  sinus  AP  de  l'un  quelconque  AB  des  côtés  qui 
comprennent  l'angle  droit,  est  au  rayon  de  la  sphère, 
comme  la  tangente  AE  de  l'autre  côté,  est  à  la  tangente 
de  l'angle  ABC  opposé  à  ce  côté. 

Soit  0  le  centre  de  la  sphère  ; 
OBC,  0  AB,  GAC,  seront  les  plans 
des  côtés,  et  A  ou  BAC  étant  un 
angle  droit,  le  plan  GAC  ou 
OAE  sera  perpendiculaire  au 
plan  OAB.  Joignez  EF  ;  l'angle 
roctiligne  EFA  est  (878)  égal  à 
l'angle  B  ;  car  EA  qui  est  (1218) 
perpendiculaire  à  OA,  est  (926) 
perpendiculaire  au  plan  OAB  et 
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commo  AF  est  (1SÎ14)  porpondienhviro  à  OB,  EF  ost  jingHÎ 
(904)  porpcndiculttiro  à  0]î  ;  cola  posé,  on  a  (1307,  13)  dans 
le  triangle  rcctiligno  FAE,  rectangle  (882)  en  A,  la  propor- 
tion AF  :  R  ::  AE  :  tang.  AFE  ;  donc,  hîu.  AB  :  R  ::  tang. 
AC  :  tang.  ABC  ;  donc,  etc. 

(1356)  Cor.  Puisque  par  cette  prop.  on  a  sin.  Alî:R:: 
tang.  AC:tang.  ABC,  ou  ait.  (94)  et  inv.  (93)  tang.  AC  : 
sin.  AB  ::  tang.  ABC  :  R  ;  et  parce  que  (1225)  R  :  cet.  ABC 
:: tang.  ABC  :  R;  donc  (75  Ax.)  siu.  AB:cot.  ABC::  tang. 

AC  :  R.  (1) 

PROP.  II.  THÉOR. 

(1357)  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle  ACB, 
le  sinus  CE  de  l'hypoténuse  BC,  est  au  rayon,  comme  le 
sinus  CF  de  l'un  quelconque  AC  des  deux  autres  côtés, 
est  au  sinus  de  l'angle  ABC  opposé  à  ce  côté.  (2) 

Car,  d'abord,  CF  étant  le 
sinua  '^e  AC,  c.-à-d.,  (1214) 
perpendiculaire  à  OA  et  (926) 
perpendiculaire  au  plan  OAB, 
à  cause  de  l'angle  droit  A  ; 
si  du  point  F  l'on  mène 
FE  perpendiculaire  à  OB, 
et    que   l'on    joigne    ensuite 

(1)  Renouvelons  ici  la  recommanrlation  déjà  faite  à  l'élève  (voyez  la  note, 
page  462)  quand  il  y  a  à  déduire  une  proportion  de  <leux  ou  plusieurs  autres 
proportions  :  d'écrire  ces  dernières,  les  unes  au-dessus  des  autres  ;  ce  qiii 
indiquera  de  suite  l'égalité  ou  la  proportionnalité  den  antécédents  ou  des 
conséquents,  et  permettra  de  tirer  plus  immédiatement  de  cette  disposition 
des  divers  rapports,  les  proportions  voulues. 

(2)  Voyez  la  note,  page  448,  et  menez  (dans  les  conditions  voulues  par 
l'énoncé)  dans  les  plans  composants  OBC,  OAB,  OAC  des  angles  d'un 
triangle  sphérique  rectangle  ainsi  formé,  les  droites  CE,  CF,  HÎF  ;  ce  qui 
facilitera  de  beaucoup  l'intelligence  de  la  démonstration. 


CE, 

lo  wiii 
FE, 

<Hio 
rocti 
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CE,  CE  sera  (904)  porpoudiculairo  i\  013  ;  c.-à-d.,  CE  sera 
lu  sinus  do  lîC,  et  l'atiglo  rectiligiio  FEC  forai6  doa  droites 
FE,  CE,  oliacuiio  perpendiculaire  à  lu  commune  intersection 
OIÎ  dos  plans  OBA,  OBC,  sera  la  mesure  de  l'angle  bphéri- 
i[\\Q  B  du  triangle  ABC.  Cela  ôtont,  on  a,  dans  le  triangle 
rcctiligno  EF  J,  rectangle  (882)  en  F,  la  proportion  (1307,  U) 
CE  :  R  ::  CF  :  sin.  CEF  ;  donc,  etc. 

(1358)  La  démonstration  de  ce  théorème  et  du  dernier, 
suppose  un  triangle  dont  les  côtés  et  l'hypoténuse  sont 
ciiacun  moindre  qu'un  quart-de-cercle,  et  cela  seulement  pour 
en  faciliter  l'intelligence.  Mais  un  triangle  rectangle  quel- 
conque conduirait  au  même  résultat;  car  si  l'un  AC  des 
côtés  du  triangle  était  plus  grand  qu'un  quart-de-corcle,  le 
sinus  de  ce  côté  étant  égal  à  celui  do  sou  supplément,  aurait 
encore  le  même  rapport  au  sinus  de  l'hypoténuse  BC  ; 
puisque  cette  hypoténuse  serait  alors  (1349)  supplémentaire 
do  celle  qui  correspondrait  à  un  côté  AC  moindre  qu'un 
qnart-de-cercle,  et  que  son  sinus  serait  en  conséquence  égal 
à  celui  de  son  supplément.  Il  est  vrai  que  dans  ce  même 
cas,  l'angle  B'  opposé  au  côté  AC  >  90^  serait  obtus  ;  mais 
il  serait  en  mémo  temps  suppléiuentaire  de  B  et  aurait 
encore  par  conséquent  le  même  sinus  ;  de  là,  l'énoncé  du 
théorème  est  général. 
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(1359)  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle  ACB,  le 
cosinus  de  l'hypoténuse  BC,  est  au  rayon,  comme  la 
cotangente  de  l'un  quelconque  ABC  des  deux  angles 
obliques,  est  à  la  tangente  de  l'autre  angle  ACB. 
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Du  point  U,  coinmo  polo, 
<î6orivo/i  Turc  DFpour  ronroiitror 
on  E  ot  F  lo8  côUîs  lîC,  ACÎ, 
prolonjf^'H  «lu  triun^lo.  Puistjuo 
raiigU)  A  cHt  droit  pur  liyp-,  lo 
coivlu  A  F,  c.-A-(l.  8on  plan  ont 
])orpon(IitMilairo  iiu  coivlo  HD,  vt 
1>F  (loorit  (lu  polo  H  eut  uushj 
(1153)  porpondiculuiro  A  Uj);  d'oi'i,  rinttM'Hocliou  K  (Um<m 
corclos  oHt  (1150,  2')  lo  polo  do  151).  Loh  urcH  AI*\  DK  houI 
<lono  (1153)  dos  «luurt-do-oorolos,  cM)nimo  lo  Hont  uiihhi  les 
niTS  \\l),  \\K.  bonc,  dunH  lo  trianiçlti  CKV\  roolun/jjlo  on  !"], 
CM  OHt  lo  oonipiïMnont  <lo  IK^  liypoK'nuHO  du  triiuiLcIo  A('I{  ; 
KK  ost  lo  ooniplC'niont  do  l'uro  10 1>,  nicHiiro  (UGO)  «lo  l'aïu^K' 
ABC  ;  FO,  iiypof.t'nuHO  du  trian^lo  CIOF,  ont  lo  coinplôuiciit 
(lo  AC  ;  et  l'arc  Al)  ([ui  ost  la  nionuro  do  rmii;lo  ('FF  ost  l(« 
ooiupl6nuM)t  do  Ali.  Or,  daiiH  le  triaiis^lo  ro(.'taMy;lo  (JKK, 
ou  a  (1355)  «in.  CF  :  K  ::  Uiuii;.  FF  :  tau.i,^  1*X/F,  oo  (jiii, 
duiiH  lo  triangio  AClî,  donno  (îos.  lUI  :  U  ::  oot.  A  HC- :  talli,^ 
ACli  ;  ranjjjlo  ACB  6tant  6<>:al  (1162)  A  hou  opposa  au 
poininot  ECF,  lo  ooHÎnus  do  WC  (.\ical  (1224)  au  sinus  ^W  son 
conipiïMuont  OF,  ot  la  (îotan^onto  do  l'aiiiiclo  H,  c.-à-d.  do 
l'are  FI)  (}ui  on  ost  la  nu^suro,  ("'gale  (1224)  A  la  tangenlo  do 
Bon  coinploniont  FF  ;  doncî,  etc. 

(1300)  Cor.  Farce  (]ue  cos.  WC  :  U::cot.  AlU^  :  tanj,'.  AVW, 
ou,  ait.,  COS.  \\C  :  cot.  ABC  ::  U  :  tang.  ACB,  ot  coninu>  (122.0) 
cot.  ACB  :  K::  U  :  tau,j?.  ACB;  on  obtient  (75  Ax.)  (-(/s.  lU'-. 
cot.  ABC:: cot.  ACB  :  U,  ou  ait.,  cos.  BC  :  col.  A(M{::cot. 
ABC  :  R,  ot  inv.,  cot.  AClî  :  cos.  :  B(^  ::  U  :  cot.  AB(  ■.  (Lisoz 
la  note,  [uigo  4()'2.) 

PROP.  IV.  THÉOR. 

(1361)    Dans  les   triangles  sphérlques  rectangles,    le 
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ooKinus  d'un  anglo,  ost  au  rayon,  comme  la  tanfçonto  du 
côté  a<\jaoont  à  cet  angle,  ost  à  la  tangente  de  l'hypoté- 
nuse. 

Ciir,  on  ji  (1355)  (liiiiH  1(1  IriiiiiLcIo  (ÎKK,  HÎn.  KK  :  R:: 
Ui\\}r.  CIO  :  laii^^  ('KM  ;  nmiH  h\u.  KK  coh.  AUC,  fuii^'.  CK 
■=  col,.  |{(^  <it,  t,iiii«r.  C3I*'IC  =  col.  Ali;  donc,  cos.  AIUI  :  K:: 
col.,  IHy  :  col,.  Alî.  Mjiiiit.(Mninl:,  piiHM)  (|iio  (1225)  col.  lîC  -, 
K  ::  li  :  l.aii;^;.  lU)  cl,  «(iic  col.  A  II  :  It  ::  K  :  l.iin/jj.  AT.;  oti  u 
[m)  col.  WC  X  tull^^  lUJ  m=  (îot.  AH  X  tiin^r.  Alî<«.  It-  ;  d'où, 
(08)  col.  W  :  col,.  AI{::tfui<i:.  Ail  :  Iuii't.  IU);  doiu;,  (75  Ax.) 
COH.  AWC:  M::Uu\;j;.  AU  :  Imiir.  {{(î. 

(1;KJ2)  Cor.  1.  Il  Hiiit  do  la  dCunonHtrulion  que  les  tan- 
geutcH  de  deux  aroH  quelconques  flont  rCjoii^roquemcnt 
(()(J)  proportioiviudles  i\  leurs  ootangentes. 

(lUOîî)  Cor.  2.  l'arcc  (pic  coh.  AIU!:  k::l,an;<.  AH:  taw^. 
r.C,  cl,  (|uc  (1225)  li  :  col.  110  ::  l,uii«jj.  BC  :  li,  on  a  ail.,  dan» 
IcM  (liMix  pioporlionH,  coh.  AliC:  lan^.  A  H  ::  R  :  lan^i^.  15(1  cl, 
col,.  r.C  :  li  ::  R  :  lang.  lUÎ  ;  d'où,  (75  Ax.)  cos.  AIKJ  :  Uiu^. 
AU::cot.  \\C  :  R,  ou  ait.,  coh.  AIU):cot.  B(î::tun,l,^  AU  :  R; 
(•'('Hl-A-diic,  le  cosinus  de  l'un  quelconque  des  angles 
obliquos,  ost  «\  la  cotangonte  de  l'hypoténuse,  comme  la 
tangente  du  côté  ac\jttccnt  à  l'angle,  est  au  rayon. 
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PROP.  V.  THÉOR. 


(1304)  Dans  les  triangles  sphériques  rectangles  : 
T'  Le  cosinus   d'un   côté,   est   au   rayon,   comme   le 
coHinus  de  l'hypoténuse,  est  au  cosinus  do  l'autre  côté. 

DanH  le  triangle  CKV,  on  a  (1357)  HÎn.  (^F:  R  ::  sin.  CM  : 
Hin.  CFM  ;  main,  HÎn.  CF  ==  coh.  AC,  HÏn.  CM  =  coh.  IK',  vX 
Hin.C.b'M  "■  coh.  ah  ;  donc,  los.  M)  :  R  ::  cos.  BC  :  coh.  AH  et 
(lo  inAnio,  COH.  AH  :  R  ::  coft.  HC  :  coh.  AC 

(1365)  2"  Le   cosinus   d'un  côté,  est  au  rayon,  comme 
,    le  cosinus  do  l'anglo  opposé  à  oo  côté,  ost  au  sinus  do 
l'autro  anglo. 
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Le  triangle  CEF  donne  (1357)  sin.  CF  :R::8in.  EF  :  sin. 
ECF  ;  or  sin.  CF  =  cos.  AC,  sin.  EF  =  cos.  ABC  et  sin.  ECF 
==  sin.  ACB  ;  donc,  cos.  AC  :  R,  ::  cos.  ABC  :  sin.  ACB,  et  de 
même,  cos.  AB  :  R  ::  cos.  ACB  :  sin.  ABC. 


PROP.  VI.  THÉOR. 


(1366)  Dans  tout  triangle  sphérique  ACB,  soit  rectangle 
ou  oblique-angle  ;    les  sinus  des  côtés  sont  entre  eux 
comme  les  sinus  des  angles  opposés  à  ces  côtés. 

Car,  Soit  ACB  un  triangle  rec- 
tangle en  A  ;  on  a  (1357)  le  sinus 
de  l'hypoténuse  BC,  au  rayon  (sinus 
(1215)  de  l'angle  droit  A)  comme  le 
sinus  du  côté  AC,  au  sinus  de  l'angle 
B  ;  et  de  même,  sinus  BC:R:: 
sinus  AB  :  sinus  C  ;  d'où,  (75  Ax.) 
sin.  AC  :  sin.  B  ::  sin.  AB  :  sin.  C. 

En  second  lieu,  soit  ABC 
un  triangle  oblique-angle,  et 
CD  une  perpendiculaire  me- 
née de  l'un  C  des  angles,  à  la 
base  ou  au  côté  opposé  AB  pro- 
longé s'il  le  faut.  On  a  (1357) 
dans  le  triangle  rectangle 
ADC  (Lisez  la  note  page  462),  sin.  AC  :  R;:  sin.  CD  :  sin.  A, 
et  dans  le  triangle  rectangle  BDC,  on  a  8in.BC:R::sin. 
CD:  sin.  B  ;  d'où,  (86)  sin.  BC  X  sin.  B  =  sin.  AC  X  sin.  A 
=  sin.  CD  X  R;  donc,  (68)  sin.  BC  :  sin.  AC  ::  sin.  A  :  sin.  B. 
On  démontre  de  la  même  manière  que  sin.  BCisin.  AB:: 
sin.  A:  sin.  C;  donc  (75  Ax.)  sin.  AB  :  sin.  C  ::sin.  AC  :8iu. 
B  ::  sin.  BC  :  sin.  A,  ou  ait.,  sin.  BC  :  sin.  AB  :  sin.  AC  ::  sin. 
A  :  sin.  C  :  sin.  B. 
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PROP.  VII.  THÉOR. 

(1367)  Dans  tout  triangle  sphérique  ACB,  si  l'on  mène 
de  l'un  quelconque  C  des  angles,  une  perpendiculaire  (JD 
au  côté  opposé,  prolongé  s'il  le  faut  ; 

1°  Les  cosinus  des  angles  A  et  B  à  la  base  sont  pro- 
portionnels aux  sinus  des  segments  ACD,  BCD  de  l'angle 
vertical  C  ;  c.-à-d.,  cos.  A  :  cos.  B  ::  sin.  ACD  :  sin.  BCD. 
Car,  dans  le  triangle  rectangle  ADC,  on  a  (1365)  coa.  CD  :  R  :: 
COS.  A  :  sin.  ÀCD,  et  dans  le  triangle  rectangle  BDC,  on  a 
COS.  CD  :  R  ::  cos.  B  :  sin.  BCD  ;  d'où,  (75  Ax.)  cos.  A  :  cin. 
ACD::co8.  B  :siu.  BCD  et,  ait.,  cos.  A:  cos.  B::  sin.  ACD  : 
sin.  BCD. 

(1368)  2°  Les  cosinus  des  côtés  AC,  BC  sont  propor- 
tionnels aux  cosinus  des  segments  AD,  BD  de  la  base. 
Car,  (1364)  dans  le  triangle  rectangle  ADC,  on  a  cos.  AC  : 
cos.  AD  ::  cos.  DC  :  R  et  dans  le  triangle  rectangle  BDC,  on 
a  COS.  BC  :  cos.  BD  ::  cos.  DC  :  R  ;  d'où,  (75)  cos.  AC  :  cos. 
AD  ::  Cos.  BC  :  cos.  BD,  ou  ait,  cos.  AC  :  cos.  BC  ::  cos.  AD . 
cos.  BD. 

(1369)  3°  Les  sinus  des  segments  AD,  BD,  de  la  base, 
sont  réciproquement  proportionnels  aux  tangentes  des 
angles  B  et  A  à  la  base.  Car,  dans  le  triangle  rectangle 
ADC  on  a  (1355)  sin.  AD  :  R  ::  tang.  DC  :  tang.  A  et  dans  le 
triangle  rectangle  BDC,  on  a  sin.  BD  :  R  ;:  tang,  DC  :  tang. 
B  ;  donc,  (86)  sin.  BD  X  tang.  B  =  sin.  AD  x  tang.  A  =  R 
X  tang.  DC,  et  (88)  sin.  AD  :  sin.  BD  :  tang.  B  :  tang.  A. 

(1370)  4°  Les  cosinus  des  segments  ACD,  BCD  de 
l'angle  vertical  sont  réciproquement  proportionnels  aux 
tangentes  des  côtés.  Car,  (1361)  dans  le  triangle  rectangle 
ADC  on  a,  tang.  CD  :  tang.  AC  ::  cos.  ACD  :  R,  et  dans  le 
triangle  rectangle  BDC  on  a  tang.  CD  :  tang.  BC  ;:  cos.  BCD  : 
R  ;  de  là,  (86  et  88)  cos.  ACD  :  cos.  BCD  ::  tang.  BC  :  tang. 
AC. 
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PROP.  VIII.  THÉOR. 

(1371)  Si,  de  l'un  quelconque  C  des  angles  d'un  triangle 
sphérique  ACB,  l'on  mène  une  perpendiculaire  CD  au 
côté  opposé,  AB,  prolongé  s'il  le  faut  ;  le  rectangle  des 
tangentes  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-différence  des 
segments  AD,  BD,  de  la  base,  est  égal  au  rectangle  des 
tangentes  de  la  demi-somme  et  de  la  demi-différence  des 
côtés  AC  BO.  C'est-à-dire  :  tang.  i  (BD  -f-  AD)  X  tang.  h 
(BD  -  AD  =  tang.  J  (BC  +  AC)  X  tang.  l  (BC  -  AC). 

Pour  si  m. 
plier  la  dé- 
monstration , 
soit  BD  ==  m, 
AD  =  n,  BC 
=  a,  AC  =  6;^^ 
ou  aura  tang.  B     ■"        A. 

1  (m  +n)X  tang.  J  {m  —  ?.;  =  tang.  i  (a  -f  6)  X  tang.  -|-  {a  —  b). 

.  Puisque  (1268)  cos.  a  :  cos.  b  ::  cos.  m  :  cos.  n,  et  que  div. 
(96)  cos.  a  —  008-  b  :  cos.  b  ::  cos.  m  —  cos.  n  :  cos.  n,  et  comp. 
(95)  cos.  a  +  cos.  b  :  cos.  b  ::  cos.  m  -f  cos.  n  :  "os.  w  ;  on  a 
(100),  COS.  a  +  COS.  b  :  cos.  a  —  cos  6  ::  cos.  m  +  cos.  n  :  cos.  m 
—  COS.  n  ;  mais  (1238)  cos.  a  -f  cos.  b  :  cos.  a  —  cos.  6  ;:  cot.  ^ 
(a  +  6)  :  tang.  ^  (a  —  6)  et  de  même,  cos.  m  -f  cos.  n  :  cos.  m  — 
cos.  ?i  ::  cot.  |  (m  -1-  w)  :  tang.  ^  (m  —  n)  ;  d'où,  (75  Ax.)  cot.  | 
(a -f- i)  :  tang.  |  (a  —  6)  :: cot.  |(m  +  w)  :  tang.  |-  {rn,  —  n)  :  Et 
parce  que  (330)  les  rectangles  de  même  hauteur  soni  entre 
eux  comme  leurs  bases,  on  a  tang.  |  [a  -\-  b)  X  cot.  J  (a  -|-  è) 
:  tang.  l  {a  +  b)  X  tang.  ^(a  —  b)::  tang.  J  (m  -|-  w)  X  cot.  | 
(m  +  n)  :  tang.  |(/n  -f  n)  X  tang.  ^  {m~ n).  Or  les  premier 
et  troisième  termes  de  ce  rapport  sont  (1225)  égaux,  étant 
chacun  égal  au  carré  du  rayon  ;  donc  (94)  les  second  et 
quatrième  termes  sont  aussi  égaux,  et  l'on  a  tang.  |  (m  -f  n) 
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X  tatig.  l  (m~n)  =  tang.  ^  (a  +  b)  X  tang.  J  (a  —  5)  ;  c.-à-d. 
tsmg.  l  (BD+AD)Xtaiig.  |  (BD  — AD)=tang.  ^  (BC  +  AC) 
X  tang.  I  (BC  —  AC). 

(1372)  Cor.  1.  Parce  que  (545,  ou  332  et  88)  les  côtés  des 
rectangles  (171)  égaux  sont  réciproquement  proportionnels  ; 
on  a  tang.  ^  (BD  +  AD)  :  tang.  ^  (BC  +  AC)  ::  tang.  ^ 
(BC  -  AC)  Ttang.  ^  (BD  -  AD). 

(1373)  Cor.  2.  Puisque,  quand  la  perpendiculaire  CD 
tombe  en  dedans  du  triangle,  on  a  BD  +  AD  =  AB,  la  base  ; 
et  quand  CD  tombe  en  dehors  du  triangle,  on  a  BD-- AD 
=  AB  ;  donc  dans  le  premier  cas,  la  proportion  dans  le 
dernier  corollaire  devient,  tang.  ^  (AB)  :  tang.  |  (BC+AC)  :: 
tiing.  ^  (  BC  —  AC)  :  tang,  |  (BD  —  AD)  ;  et  dans  le  second 
cas,  la  proportion  devient,  inv.  et  ait.,  tang.  J  (AB)  :  tang.  J 
(BC  +  AC)  ::  tang.  ^  (BC  -  AC)  :tang.  ^  (BD  +  AD). 

(1374)  Sco.  Ce  théorème  est  très  utile  en  trigonométrie 
sphérique  ;  on  peut  aisément  s'en  rappeler,  par  raison  de 
son  analogie  à  celui  (614)  de  la  géométrie  rect.  ou  (1244) 
de  la  trigonométrie  rect.  que  :  le  rectangle  de  la  demi-somme 
et  demi-différence  des  côtés  d'un  triangle  rectiligue  est 
égal  au  rectangle  de  la  demi-somme  et  demi-différence  des 
segments  de  la  base.  Cette  proposition  et  les  deux  suivantes 
sont  dues  à  Napier,  et  sont  si  bien  adaptées  au  calcul  par 
logarithmes,  qu'on  doit  les  considérer  comme  trois  des  pro- 
positions les  plus  précieuses  de  la  trigonométrie. 

FEOF.  IX.  THÉOB. 

(1375)  Si  du  sommet  à  la  base  d'un  triangle  sphérique 
quelconque  ACB,  l'on  mène  une  perpendiculaire  CD  ;  le 
sinus  de  la  somme  des  angles  à  la  base,  est  au  sinus  de 
leur  différence,  comme  la  tangente  de  la  demi -base,  est  à 
la  tangente  de  la  demi-diflérence  de  ses  segments,  quand 
la  perpendiculaire  tombe  en  dedans  ;  mais,  comme  la 
cotangente  de  la  demi-base,  à  la  cotangente  de  la  demi- 
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somme  des  segments,  quand  la  perpendiculaire  tombe 
en  dehors  du  triangle  :  Et  le  sinus  de  la  somme  des  deux 
côtés,  est  au  sinus  de  leur  difierence,  comme  la  cotan- 
gente  de  la  moitié  de  l'angle  compris  par  les  côtés,  est  à 
la  tangente  de  la  demi-difiërence  des  segments  de  l'iinp:!© 
vertical,  c'est-à-dire  des  angles  que  fkit  la  perpendiculaire 
avec  ces  côtés  quand  elle  tombe  en  dedans  du  triangle, 
ou  à  la  tangente  de  la  demi-somme  de  ces  angles,  quand 
la  perpendiculaire  tombe  en  dehors.  C'est-à-dire,  sin. 
(A-f-B)  :  sin.  (A-B  ::  tang.|AB  :  ta?'g.  J  (BD- AT)) 
quand  CD  tombe  en  dedans  du  triangle  ;  mais  siii.  (A  +  1»)  : 
sin.  (A  — B)::cot.  i^  AB:cot.  l  (BD+AD)  quand  CD  tombe 
en  dehors.  Et  sin.  CBC  +  AC)  :  sin.  (BC  —  AC)  ::  cot.  ^  ACB  : 
tang.  |(BCD  —  ACD)  quand  AD  tombe  en  dedans;  mais 
quand  AD  tombe  en  dehors,  sin.  (BC  +  AC)  :  sin.  (BC — 
AC)  ::  cot.  J  ACB  :  tang.  i  (BCD  +  ACD). 

Car,  dans  le 
triangle  BCA, 
on  a  (1369)  tang. 
B:  tang.  A:: sin. 
AD  :  sin.  BD,  et 
de  là,  div.,  tang. 
A  —  tang.  B  : 
tang.  B  irsin.BD 
—  sin.  AD  :  sin.  BD,  et  comp.,  tang.  A  +  tang.  B  :  tang.  B  :: 
sin.  BD  +  sin.  AD  :  sin.  AD  et  (99)  tang.  A  +  tang.  B  :  tang. 
A  — tang.  B  ::  sin.BD  +  sin.  AD  :  sin.  BD  —  sin.  AD  ; 
Or,  par  le  lemme  suivant,  on  a  tang.  A  +  tang.  B  :  tang. 
A  — tang.  B::  sin.  (A4- B)  :  sin.  (A  — B);  et,  (1237)  siii. 
BD  +  sin.  AD  :  sin.  BD  —  sin.  AD  ::  tang.  i  (BD  +  AD)  : 
tang.  \  (BD  —  AD)  ;  donc,  parce  que  (75  Ax.)  les  rapports 
qui  sont  égaux  à  un  même  rapport  sont  égaux  entre  eux, 
(lisez  la  note,  page  462),  sin.  (A  +  B)  :  sin.  (A  —  B)  ::  tang. 
l  (BD  +  AD)  :  tang.  |  (BD  -  AD). 

Maintenant,  quand  CD  est  au  dedans  du  triangle,  BD  -f 
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AD  =  AB  et  de  là,  sin.  (A  +  B)  :  sin.  (A  —  B)  ::  tang.  |  AB  : 
timg.  I  (Bl)  —AD)  et  quanJ  CD  est  en  dehors  du  triangle, 
BD— AD  --  AB  et  de  là,  sin.  (A  +  B)  :  sin.  (A  —  B)  tang.  J 
(BD  -f-  AD)  :  tan^.  ^  AB,  ou  parce  que  (1362)  les  tangentes 
du  deux  arcs  quelconques  sont  réciproquement  comme  leurs 
cotangentos,  sin.  (A+B  :  sin.  (A  —  B)  ::cot.  J  AB  :  cot.  ^ 
(lil)  + A]3). 

(1376)  Il  est  encore  à  démontrer  la  seconde  partie  de 
lii  proposition.  Or,  le  théor.  (1370)  donne  tang.  BC  :  tang. 
AC  ::  COS.  ACD  :  ces.  BCD  ;  d'où  on  a  (div.,  comp.  et  99) 
comme  auparavant,  tang.  BC  +  tang.  AC  :  tang.  BC  —tang. 
AC  ::  COS.  AC'D  +  cos.  BCD  :  cos.  ACD  —  cos.  BCD  ;  mais, 
(LEM.)  tang.  BC  -f  tang.  AC  :  tang.  BC  —  tang.  AC  :: 
sin.  (BC  -f  AC)  :  sin.  (BC  — AC),  et  (1238)  cos.  ACD  + 
cos.  BCD  :  cos.  ACD  —  cos.  BCD  ::  cot.  ^  (BCD  +  ACD)  : 
tang.  1  (BCD  -ACD).  Donc  (75  Ax.)  sin.  (BC  +  AC)  :  sin. 
(BC  -  AC)  ::  cot.  J  (BCD  +  ACD)  :  tang.  ^  (BCD  -  ACD). 
Maintenant  quand  CD  tombe  en  dedans  du  triangle, BCD  + 
ACD  =  ACB  et  de  là,  sin.  (BC  +  AC)  :  sin.  (BC  -  AC)  :: 
cot.  I  ACB  :  tang.  |  (BCD  —  ACD). 

Mais  si  la  perpendiculaire  tombe  en  dehors,  BCD  —  ACD 
=  ACB  et  de  là,  sin.  (BC  +  AC)  :  sin.  (BC  —  AC)  ::  cot.  ^ 
(BUD  +  ACD  :  tang.  |  ACB  ;  ou  parce  que  (1362)  cot.  | 
(BCD  H-  ACD)  :  tang.  i  ACB  ::  cot.  |  ACB  :  tang.  |  (BCD+ 
ACD),  sin.  (BC  +  AC)  :  sin.  (BC  -  AC)  ::  cot.  J  ACB  :  tang. 
h  (BCD  +  ACD). 

LEMME. 


(1377)  La  somme  des  tangentes  de  deux  arcs  quelcon- 
ques A,  B,  est  à  la  diâérence  de  ces  tangentes,  comme  le 
sinus  de  la  somme  des  arcs,  est  au  sinus  de  leur  diâéren- 

ce  ;  ou  tang.  A  +  tang.  B  :  tang.  A  —  tang.  B  :  :  siu.  (A+B)  : 
sin.  (A — B)  ;  car,  (1250,  R  =  1)  sin.  A  X  cos.  B  +  cos.  A 
X  sin.  B  =  sin.  (A  +  B),  et  divisant  le  tout  par  cos.  A  X  cos. 
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BBin.A    ,    8in.  B           sin.  (A  +  B)            »  ,      sin.  A 
on  a -\-  ^  = ^ — - — ^-  ;  c.-à-d.,    ^ 

COS.  A         coH.  B        C08.  A  X  cos.  15  """^    '^ 


008.  A 


étao*  (1228)  =  tang.  A,  et 


siii.  B 

C08.  ii 


tiing.  B,  on  a  tang.  A  + 


.         -o      8in.  (A  4-  B)      ,  ,    ,  .  ,  » 

tanff.  B= j~ ^  et  de  même  on  prouve  que  tang.  A 

°  008.  A  X  C08.  B  r  i  o 

—  tanff.  B  = ^ — ^— — T-,  ;  d'où  il  suit  que  tang.  A  + 

^  C08.  A  X  COS.  B  '  i  & 

tang.  B  :  tang.  A  —  tang.  B  ::  sin.  (A  +  B)  :  sin.  (A  —  B), 

puisque   (73)   l'égalité  des   diviseurs   cos.  A  X  cos.  B   des 

deux  derniers  termes,  fait  qu'on  peut  les  supprimer  sans  en 

changer  le  rapport. 


PEOP.  X.  THÊOE. 


ILY.,v'-;'iy, 


(1378)  Le  sinus  de  la  demi-somme  de  deux  quelconques 
des  angles  d'un  triangle  sphérique,  est  au  sinus  de  leur 
demi-difiérence,  comme  la  tangente  de  la  moitié  du  côté 
adjacent  à  ces  angles  est  à  la  tangente  de  la  demi- 
difiérence  des  côtés  qui  leur  sont  opposés  ■  et  ie  cosinus 
de  la  demi-somme  des  mêmes  angles,  est  au  cosinus  de 
leur  demi-diflérence,  comme  la  tangente  de  la  moitié  du 
côté  qui  leur  est  adjacent,  à  la  tangente  de  la  demi- 
som.me  des  côtés  qui  leur  sont  opposés  ;  ou,  sin.  J  (A-{-Bj  : 
sin.  |(A  —  B)  ::  tang.  i  AB  :  tang.  J  (BC  —  AC)  ;  et  ces.  J 
(A  +  B)  :  COS.  1  (A  —  B)  ::  tang.  ^  AB  :  tang.  |  (BC  +  AC). 

Pour  simplifier  la  démons- 
tion,  soit  A  +  B  =  2S,  A  — 
B  =  2D,  la  base  AB  =  2B, 
et  la  difl'érence  des  segments 
de  la  base,  ou  BD  —  AD  = 
2X.  Alors  parce  que,  par 
le  dernier  théorème,  on  a 
sin.  (A  +  B)  :  sin.  (A  —  B)  ::  tang.  |  AB  :  tang.  i  (BD— AD), 
on  aura  sin.  2S  :  sin.  2D  ::  tang.  B  :  tang.  X.   Maintenant,  sin. 
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2S  =  flin.  (S  +  S)=(1251,  R  =  1)  2  sin.  S  X  cos.  S.  De  môme, 
sin.  2D  =  2  sin.D  X  cos.  D  ;  doue  sin.  S  X  cos.  S  :  sin.J)  x 
COS.  D  ::  tang.  B  :  taug.  X. 

De  plus,  dans  le  triangle  sphérique  ACB  on  a  (1366)  t^in. 
A  :  sin.  B  ::  sin.  BC  :  sin.  AC,  ce  qui  donne  (div.  comp.  et  99) 
sin.  A  +  sin.  B  :  sin.  A — sin.  B  ::  sin.  BC  +  sin.  AC  :  sin.  BC 

—  sin.  AC,  et  puisque  (1252,  2°)  sin.  A  +  sin.  B  =  2 sin.  h 
(A  +  B)  X  COS.  |(A  —  B)  (car  il  est  clair  que  2  sin.  A  +  B  est 

la  même  chose  que  2 sin.  |(A  4-  B)  et  que  cos.  i  (A  —  B)  est 
la  même  chose  que  cos.  (A  —  B))  =  2  sin.  S  X  cos.  D  ;   et  (*) 

2  ~ 

sin.  A  —  sin.  B  =  2  cos.  |  (A  +  B)  X  sin.  i-  (A  —  B)  =  2  cos. 
S  X  sin.  D  ;  donc  (lisez  la  note,  page  462)  2  sin.  S  X  cos.  D  : 
2  cos.  S  X  sin.  D  ::  sin.  BC  +  sin.  AC  :  sin.  BC  —  sin.AC. 

Mais  (1237)  sin.  BC  +  sin.  AC  :  sin.  BC  — siii.  AC  ::tang. 
1  BC  +  AC  :  tang.  1  BC  —  AC  ;  donc  (75  Ax.)  2  sin.  S  x 
cos.  D  :  2  cos.  S  X  sin.  D  ::  tang.  |  (BC  +  AC)  :  tang.  \  (BC 

—  AC)  ;    ou    pour    siraplilier    encore,    remplaçant    par   Z 

l'expression  i  (BC  +  AC)  et  par  Y  l'expression  ^  (BC  — AC), 

on  aura  sin.  S  X  cos.  D  :  cos.  S  x  sin.  D  ::  tang.  Z  :  tang.  Y. 

sin.  D  X  COS.  D     , 

(car 


Maintenant,   puisque   (60)       ^'  "^ 


tang.  B  ~  sin.  S  X^cosrs' 
on  a  déjà  établi  la  proportion  sin.  S  X  cos  S  :  sin.  D  X  cos. 

tan  ST.  Y 


S::tang.  B  :  tang.X)   et   puisqu'on   a  de   même 


tang.  Z 


cos.  S  X  sin.  D      .    ,,  ,  .  ,.  t,i     , 

-. — Q  w  ^^„  TV   ^^   ^  ^^^   multiplie    ensemble   les    quantités 

sm*  o  /\  COS.  j-/ 

égales,  on  obtient  (78  et  70) 
tang.  X    tang.  Y     (sin.  D)^  X  cos.  S  x  cos.  D     (sin.  D)^ 
taug.  B    tang.  Z     (sin.  S)'"^  X  cos.  S  X  cos.  D     (sin.  S)'-^ 

(*)  Les  triangles  semblables  (322)  CGB,  DNL,  (1249)  donnent  CB  : 
CG  :  :  DL  :  DN  ;  d'où,  (86)  CB  x  DN  =  CG  x  DL  ;  c'est-à-dire,  R  x  i  sin. 
(A4-B)  -  i  sin.  (A  — B)  =  cos.  A  X  sin,  B,  on,  R  étant  =•!,  cos.  A  x  sin.  B 
=  ^  sin.  (A  -f  B)  —  ^  sin.  (A  —  B)  ;  d'où  l'on  tire  d'une  manière  analogue  à 
celle  du  par.  (1252,  2°)  sin.  A  -  ein.  B  =  2  cos.  à  (A  -f  B)  x  sin.  ^  (A  -  B). 
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AT  •    .1^-71  «^^  ^^".ff.  i  (BD  -  AD)       tang.  h  (BC  +  AC) 
Mai3  (1371,  60)  ^^^:  j^ji^^^TaC)  =  — iruTgTl  Aïr~' 

,       .   -.      tans:.  X     taiiff.  Z        tanij.  X    taiiff.  Z  X  tang.Y 

c  ost-A-dire =  — --—_  ;  or,  —   -      = ^ —~ — 

taiig.  Y      taiig.  B         tung.  B  (taug.  H) 

taiig.Y (tan g.  Y)  tang.  X       tniig.Y 

^^a.ig.  Z  ~  tangTX'x  tang.  B  '   ^'""^   tïïïïg."B  ^  laiig.Z~" 

tan<r.  Z  X  tang.  Y  X(tang.  Y)"*^         .    ,  r,  ^.  .         v 
^^^^ -^ = ! ^:^ ~  ;  mais  tang.  Z  X  tang.  Y  = 

tang.  X  X  taug.  B  X  (tang.  B)"" 

■V      j.         -r.  \  1    tang.  X       tang.  Z     ,         ,__. 

tang.  X  X  tang.  J3,  a  cause  de  r — '■ — x?  =  ;         «  ;  donc  (70) 

°  '^      '  tang.  1        tang.  13  '  "■     ' 


tang.  Zj<  tang.  Y  X  (tang^  Y)^  _   (tang.  Y^)^  tang.  X 

taug.  X  X  tang.  B  X  (tang.  B)^  ~  (tang.  B)"-^  '  tang.  B 


X 


tang.  Y  _  (tang.  Y^) 
taug.  Z        (tang.  lif 


^  .         ,        .  tang.  X      tang.  Y       (sin.  D)'^ 

Or,   on  vient  de  voir  que  — '■ X  = .,  ; 

taug.  B       tang.  Z       (sin.  S) 

1.  ^    (tî^n.g-  ^f       (sin.B)^      ,  ^__^  tang.  Y       sin.  D 

d  ou  ^ — rr^,  =  — : — ^  ;  et  (73)  :::7  =  -; — r  ,  ou 


(tang.  B)^       (sin.  S)' 


tang.  B        sin.  S 


(61)  sin.  S  :  sin.  D  ::  tang.  B  :  taug.  Y,  c.-à-d.  sin.  (A  +  B)  : 

sin.  (A  —  B)  ;:  tang.  ^  AB  :  tang.  ^  (BC  —  AO)  ;    ce  qui 

prouve  la  première  partie  de  la  propositon. 

„  ,  ,.  .  tang.  Y       COS.  S  x  sin.D 

Eu  second  heu,  puisque    r — ^— v  =  -^ — n — ; ^^  ou, 

'  ^      ^        taug.  Z       biu.  b  X  COS.  i)       ' 

tang.  Z_sin.Sxco3.D  .         tang.X_sin.DXcos.D 

"'^'  tang.Y~cos.Sx"^iïï:D'  ^^  P"^^^"®ti^ïï^-siu.  «xcoiTS 
on  obtient,  en  multipliant  les  égales  par  les  égales  et  suppri- 
mant les  quantités  qui  se  détruisent,  c.-à-d.  les  multiplica- 
teurs communs  aux  deux  termes  de  la  fraction,   ^  .if  "-t,  X 


tang.  Z  _  (cos.  D) 
taug.  Y       (cos.  S) 


2 


2'    Mais  on  a  déjà  vu  que 


tang.  B 
tang.  X 


tang.  B 


X 


tang.  Y       (tang.  Yf  ^,       tang.  Z  tang.X 

=  ; z-o  ou  mettant  — ^^ — -  on  a  — -—  x 

tang.  Z       (tang.  B)  tang.  Y  tang.  B 


tang.  Z  ^  (tang.  Zy 
tang.  Y       (tang.  Bf 


et  comme   on  a  aussi 


tang.  X 
tang.  B 


X 
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tflnp:.  Z       (cos.  T))^  (cos.  D)2      (tancr.  Z)"^ 
2  on  îiura  (68  Ax.)  ^ — —^i=  TTZZ'^^ 


\av.g.  Y       (cos.  S) 
et  par  conséquent  (73) 


('(»r. 


(COS.  S)'^      (tuiia:.  B) 
oofl.  D       tanfif.  Z        ^„,, 

TT  =   ,       '       r»    ou  (61)  COS.  S 

COS.  H  tanç.  B  ^ 
D  ::  tang.  B  :  tang.  Z,  c'est-à-dire,  cos.  (A  +  B)  :  coh.  A— B) 
::  tang.  i  AB  :  tang.  J  (BC+ AC)  ;  ce  qui  prouve  la  seconde 
partie  du  tliéorènie. 

(1379)  Cor.  1.  En  faisant 
l'application  de  cette  proposi- 
tion au  triangle  polaire  ou 
Buppléraentaire  (1172)  de 
ACB,  et  considérant  que  le 
sinus  de  la  demi-somme  ou  demi-ditierence  des  supplé- 
ments do  deux  arcs,  est  le  même  que  le  sinus  de  la  demi- 
somme  ou  de  la  demi-dilierence  des  arcs  eux-mêmes,  et  qu'il 
en  est  ainsi  des  cosinus  ou  des  tangentes  de  la  demi-somme 
ou  demi-ditFérence  des  suppléments  de  deux  arcs  ;  et  que  la 
tangente  du  demi-supplément  d'un  arc  est  la  même  que  la 
cotangente  de  la  moitié  de  l'arc  lui-même,  il  s'en  suivra,  (pie 
le  sinus  de  la  demi-somme  de  deux  quelconques  des 
côtés  d'un  triangle  sphérique,  est  au  sinus  de  leur  demi- 
diflérence,  comme  la  cotangente  de  la  moitié  de  l'angle 
compris  par  ces  côtés,  est  à  la  tangente  de  la  demi- 
diôérence  des  angles  qui  leur  sont  opposés:  et  que  le 
cosinus  de  la  demi-somme  de  ces  côtés,  est  au  cosinus 
de  leur  demi- différence,  comme  la  cotangente  du  demi- 
angle  compris  entre  ces  côtés,  est  à  la  tangente  de  la 
demi-somme  des  angles  qui  leur  sont  opposés. 

(1380)  Cor.  2.  Donc  si  A,  B,  C,  sont  les  trois  angles  d'un 
triangle  sphérique  et  a,  b,  c,  les  côtés  opposés  à  ces  angles, 
on  aura 

r  Sin.  HA  +  B)  :  siu.  |  (A— B)  ::tang.  -^  c  :  tang.  ^(a—b) 
2°  Cos.  i  (A.  +  B)  :  cos.  i  (A— B)  ::  tang.  |  c  :  tang.  i  (a  +  b) 
3°  Sin.  i  (a  +  6)  :  sin.  i  (a  —  6)  ::  cot.  ^  C  :  tang.  i  (A— B) 
4°  Cos.  i  (a  +  b)  :  cos.  ^  (a  —  6)  ::  cot.  i  C  :  tang.  i  (A-f  B) 
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(1381)  C(i  aonl  tliéorènio  do  Niipier 

nouH    t'ouriiit    donc   le    moyen    do 

rôsoudro  (luutro  dos  six  (1336)  cas 

du  trijinule  sphérKiuo.     Eu  ettbt  :  U"''^'^  ^""^i 

B  A 


/^' 


Etant  donnés  deux  côtés  a  ot  b  et  l'angle  A  opposé  à  l'un 
deux. 

Troiivoi*  B,  ruflglo  opposé  à  l'uiitro  côté  doiuiu. 

Sin.  a  :  siii.  b  ::  siri.  A  :  sin.  B  ;  d'où,  sin.  B  =  siu.  A  X--— • 
Trouver  l'anglo  inclus  0. 

Cot.  i  C  =  tang.  HA-B)  X   ^^(^^i^ 

Trouver  le  troisième  coté  c. 

Siu.  A  :  sin.  C  ::  &in.  a  :  sin.  c  ;  d'où  sin.  c  =  sin.  a  X— •— — » 

'  sm.  A 

II 

Etant  donnés  deux  angles  A  et  B  et  le  côté  a  opp^j^é  à 
l'un  deux. 

Trouver  6,  le  côté  opposé  à  l'autre  angle  donné. 

Sin.  A  :  sin.  B  ::  sin.  a  :  sin.  6;  d'où,  sin.  b  =  sin.  a  X  -^'—x- 

'  sm.A 

Trouver  c,  le  côté  compris  entre  les  angles  donnés. 

Tang.  -t  c  =  tang.  l{a-h)  X  ^Ha"-  B)' 

Trouver  le  troisième  angle  C. 

8in  c 
Sin.  a  :  sin.  c  ::  sin.  A  :  sin.  C  ;  d'où  sin.  C  =  sin.  A  X 


SIU. a 


III 


Etant  donnés  deux  côtés  a  et  6  et  l'angle  C  inclus. 


Trouver  les  angles  A  et  B. 


^         ,  ,  A     -r.v  .   ,  /-.      cos.  i  fa  —  b) 

Tang.  i  (A+B)  =  cot.  i  C  X  ,.„,!„,/, 


Tana.  1  (A-B)  =  cot.  J  C  X  ^ïiil^*) 


^ô"  a 


COS.  ^(a+  b) 

sin.  \  {a  — b) 
eiu.  ^  (a  4-  6) 


A=i(A+B) 
+  MA-B) 
>  et  (368) 

B=i  (A  +  B) 
-HA-B) 
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flin.  C 


Bill.  B  :  sin.  C  ::  sin.  a  :  siu.  c  ;  d'où  sin.  c  «=■  aia  a  X  r^, — ï7* 

IV 

Etant  donnés  deux  angles  A  et  B  et  le  côté  c  compris 
entre  eux. 

Trouver  les  doux  autres  côtés  a  et  b. 

Tang.  M«  -f  6)  =  tang.  i  c  X  '£^^] 


Tang.  ^{a  —  b)  =  tang.  ^  c  X 


sin.  è(A  — B) 
sin.  l  (A  H-  B) 


).  et  (368) 
6-è(a  +  6) 
-i(a-^) 


Trouver  le  troisiènae  angle  C. 
Sin.  a  :  sin.  c  ::  sin.  A  :  sin.  C  ;  d'où,  sin.  C  =  sin.  A  X 


sin.c 
siu. a' 


(1382)  Les  deux  autres  cas,  savoir  :  celui  où  on  a  les  trois 
côtés  donnés  pour  trouver  les  angles,  et  celui  des  trois  angles 
pour  trouver  les  côtés,  se  résoudeat  par  la  1ère  proj:.  (1371) 
(le  Napier.    En  eflet  : 

V 

Etant  don- 
nés les  trois 
côtés  a,  b,  c, 
pour  trouver 
les  angles  A, 
B,  C.  Ayant  .  J 
laissé  tomber 

une  perpendiculaire  CD  de  l'un  quelconque  C  des  trois  angles 
du  triangle  sur  le  côté  opposé  c  prolongé  s'il  le  faut,  et 
appelant  m  et  n  les  segments  de  la  base  compris  entre  chacun 
(les  angles  A  et  B  et  la  perpendiculaire  CD  ;  on  aura,  quand 
la  perpendiculaire  tombe  eu  dedans  : 

Tang.  i  (m-.)  =ta„g.  J  («  -  *)  X  'Zt^tn)  '  «' 
(368) m  =  J(m  +  n)  +  |(m  —  n);  c.-à-d.  m  =  lc  +  l(m  —  n) 
puisque  m  +  n  =  c;  et  w  =  J  (m  +  w)  —  ^  (m  —  n). 


!''i  ;':•;!  ml 


w 


'V      il'*'. 
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Mais  quand  la  porpoiidioiilaii'O  tombe  on  <li'liorn,  on  ainii 


lu  ni;.  \  (a  |  h) 


;  ot  m.  = 


tunK-  è  (m  +  n)  =  tan^-.  J  (a  _  M  X  ^       __.^^^ 

J  (m  +  w)  +  i  (m  —  71)  c.-A-(l.  m  --  §  <•  i  ^  (w  -|-  n),  i)\\'m\\u\ 
dans  co  eau,  c  =«  m  —  7t,  of,  «  —  m  —  c 

Ayant  troiivo  m  ot  n,  Ion  HoginonlH  do   lu  Imiho,  on  IVni 
(1361)  tang.  a  :  tung,  m  ::  Ji  :  cos.  W  ;   d'où,  coa.  U  --  J{  x 
tang.  ni. 
tang.  ^* 

On  aura  maintenant  los  doux  autrow  nnglca  AotC  on  faisant 
sin.  h  :  sin.  c::  sin.  W  :  sin.  C,  ot  hIu.  h  :  sin.  a  ::  sin.  13  :  win.  A. 
2°  On  démontre  auHsi  «pio  R  étant  ^    1  ot  «+/'  4-  c  =  .s,  on  :i 
Sin.  J  A   =i/Hiiii.  (J  3  —  />)  .<  «'"•_( èj^^:^-'')  ; 

1/  8in./>  X  win.'? 
ou,  (^08.  l  A  ssi/'hui.  J  n  X  win.  (è  .s  —  «). 

v'Hin.  ()  X  HÏn.c* 

Quant  A  OHt  tnia  obtuH,  on  so  Horvini  do  lu  Hocotulo  tonniilo 
qui  donne  lo  cosinus  do  J  A.  Autromont,  on  luôloni  l.i 
première  fbrmulo  pour  do»  raisons  unnloguoH  à  coIIoh  dvyX 
données  au  par.  (1301)  trig.  root. 

Ces  doux  formules  sont  surtout  avuntngousoa  on  oo 
qu'elles  se  prêtent  avec  facilité  au  calcul  pur  logurithinos, 

VI 

(1383)  Etant  donnés  les  trois  angles  A,  H,  C,  pour  trouver 
les  côtés  rt,  h,  t';on  retruncliora  respectivement  ilo  ISO' 
cbacun  des  arcs  qui  mesurent  les  angles  donnés  A,l{,  C; 
ces  restes. ou  dillcrencos  seront  los  côtés  a',  //,  c\  d'un  triniiglo 
supplémentaire  ou  auxiliaire  A'Ii'CV  dont  on  trouvera  Ich 
angles,  de  la  manière  indi(piée  au  dernier  puragruplio;  les 
arcs  servant  A  mesurer  ces  angles  «eront  (ini)  Uw  «npplû- 
inonts  des  côtés  correspondants  du  triangle  donné  AIH'  ; 
c.-i\-d.,  l'arc  servant  de  niesure  a  l'angle  A'  du  triiiii,i.i;lo 
auxiliaire  A'B'C,  sera  lo  8Upi)lément  du  côté  a  du  triuii,i!;lo 
ABC;  l'arc  niosurant  l'angle  li' sera  le  supplément  du  cètd 
b;  ot  l'arc  sorvaut  do  mosuro  ti  l'angle  C,  sera  le  supi»lo- 
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-m^ 


liorH,  on  juini 
4-  />) 


-w) 


;  ot  VI 


-\-  7i),  i»uiH(ino 

l)iiH(>,  on   l'orii 
:os.  li        I{  V 


lit  (^011  faismit 
in.  13  :  siii.  A. 

+  <•  ==  .V,  011  11 


rondo  t'onmilo 

)n  pivlrni  la 

à  collurt  i\vy\ 

fcwHOA    on   co 
)i;arUhnio8. 


ponr  trouvor 
ont  dû  ISO" 
nt''S  A,  JJ,  C  ; 

l'un  triim<;lo 

trouvera  K'n 
:i!;niplio;  Ion 
l)    UîH  Kiipplû- 

oiiné  AlH'  ; 

(In  triaiiiflo 
<ln  triaii_L!:lo 

nont  (lu  (!(»t(5 
ra  lo  HUpplù- 


nuMd  (lu  ('(")t6  (.'.     Do  lu,    donc,  lo  moyen  do  r6sondro  lo 
j)i'()l»l^mo. 

'J"  On  II  luiHsi,  conuno  dans  lo  dornier  eus,  U  ôtunt  =  t,  ot 
A-I-15  +  C      H 

Kin.  i  </.  =*  l  (?( mTjr ^Tx  ôÔH7("}"tfr^^^^) 

l/sin.  li  X  ain.  0 

ou,  Cos.  l  a  =  1  '' (!0H.  [h  îS  — TI)'""x'cÔ8T'(^  tS  —  (1) 

.  V  am.  ii  X  H»n.  0. 
ci^lto  doniioro  ('tant  prr'fcM'ublo  quand  a  est  do  pros  do  180", 
c.-n-d.  proH(pio  un  domi-corclo. 

(1384)  Soo.  Maintoiuint  qu'on  a  dômontrô   loH  rapports 

(pli    existent   cntio    les   0(')t('r8   ot  les   angles   d'un   trianglo 

Hplu''n(pio,  c.-i\  d.  ontro  Ioh  flinuH  ot  autros  li^noH  ou  roprô- 

HcntantH  tnoononiC'tKupioa  do  ces  an^j^los  ot  C(")t6H  ;  il  y  a  liou, 

(Kl  pr(Hiv(M'  (l'iiiio  niani(>ro  plu»  satisfaiwanto  ot  pout-(\tro  j)lu8 

irii-iliiiK»,  lo  eoi'ollairo  (1350)  tir6  do  la  prop.  IV";  savoir: 

(pi  il  peut  exister  deux  triangles  oblique-angles  dont  un 

côté  et  l'angle  opposé  de  l'un  soient  égaux  à  un  oôté  et 

j\  l'angle  opposé  de  l'autre.     Do  l'ait,  ayant  prolongé  ACA' 

d'uno  (pmntil(')   A'(''=  AC,  ot  du  point  V/  oonuno  (iontro, 

HV(>c   un  arc       1U\   interHocto  AHA'   on   li',  joint  iVW  ot 

prolongi')  C'W  pour  loiicontror  AOA';  l'arc  (Î'IT  prolongé 

tombera    en    Cl,    i\  eauHO    do 

A'(r+A'(l=  A'C-f  AU  ot  do 

(lirC'~-480";  or  l'angle  inclus 

li'A'C  =  Slip,   do   li'A'O,   ou 

(lo  son  {'gai   HA(J,  ot  conuno 

lo  sinus  du  snppK'nient  d'un  anglo  ost  (jgal  au  sinus  do  cot 

uiigio,  on  11,  (13b0)  sin.  anglo  li'A'Cy  :  sin.  anglo  lîAC  ::  sin. 

uiigio  A'irC  :  sin.  anglo  ABC  ;  d'in"^  ABC  =  (1346)  A'B'C 

=  (oppoH(:i  an  sommet)   A  B'C,  ot  I3'C  •=  180"  —  B'C  =  sup. 

H'O'  =  sup.  lîC  ;  donc,  etc. 

(1385)  Sco.  Los  connaissancos  acîquisoa  sur  loa  rolationa 
entre  les  sinus  dos  c('')tés  et  les  sinus  dos  angles  dos  triangles 
Bph(''riquos,  noua  porniettent  aussi  maintenant  de  simpliiior 


■;■  M.  ;  ■ 


m*  ' 


l'i/i 


nïl'ii 


tov^;^.. 
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les  expressions  ayant  trait  à  l'ambiguïté  de  solution  de» 
deux  premiers  cas  (1336)  du  triangle  sphériqne;  car  si  l'on 
fait  attention  que  le  sinus  du  supplément  d'un  arc  est  égal  au 
sinus  de  cet  arc,  on  verra  de  suite  que  les  huit  formules  des 
articles  (1344  et  1345)  oii  les  données  sont  "  deux  côtés  et 
un  angle  opposé  à  l'un  d'eux  "  peuvent  se  traduire  ou  ae 
résumer  en  ces  deux  expressions  ;  savoir  : 

1°  Si  le  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  cherché,  est 
moindre  que  le  sinus  de  l'autre  côté  donné  ;  il  n'y  aura 
qu'UNE  SOLUTION. 

2°  Si  le  sinus  du  côté  opposé  à  l'angle  cherché,  est 
plus  grand  que  le  sinus  de  l'autre  côté  donné  ;  il  y  aura 
DEUX  SOLUTIONS. 

Et  les  huit  formules  du  par.  (1351)  où  les  données  sont 
"deux  angles  et  un  côté  opposé  à  l'un  d'eux  "  ;  se  tradui- 
ront, fiiifeuut  attention  encore  que  le  sinus  du  supplément  d'un 
angle  ot  égal  au  sinus  de  cet  angle,  comme  suit  : 

3°  Si  le  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  cherché,  est 
moindre  que  le  sinus  de  l'autre  angle  donné  ;  il  n'y  aura 
qu'UNE  SOLUTION. 

4*^  Si  le  sinus  de  l'angle  opposé  au  côté  cherché,  est 
plus  grand  que  le  sinus  de  l'autre  angle  donné  ;  il  y  aura 
DEUX  SOLUTIONS. 

DES  PARTIES-CIRCULAIRES  DE  NAPIER. 

(1386)  La  règle  des  parties-circulaires,  inventée  par 
Napier,  est  très  utile  en  trigonométrie  sphérique,  en  ce  qu'elle 
réduit  à  deux,  tous  les  théorèmes  employés  dans  la  solution 
des  triangles  rectangles.  Ces  théorèmes  ne  sont  pas  des 
propositions  nouvelles,  mais  seulement  des  énoncés  parti- 
culiers, lesquels  à  l'aide  d'une  classification  et  d'une  disposi- 
tion particulières  des  parties  d'un  triangle,  comprennent, 
avec,  leurs  corollaires,  les  cinq  propositions  qu'on  a  démon- 
trées, articles  (1355)  à  (1365)  inclusivement.  "  Elles  sont 
peut-être,  dit  Playfair,  le  plus  heureux  exemple  de  mémoire 
artificielle  que  l'on  connaisse." 
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(1387)  Déf.  1.  Si  dans  un  triangle 
sphérique  ACB,  rectangle  en  A,  on 
met  de  côté  l'angle  droit  A,  pour  ne 
considérer  que  les  cinq  parties  res- 
tantes, savoir,  les  trois  côtés  et  les 
deux  angles  obliques;  alors  les  deux 
côtés  AB,  AC  qui  contiennent  l'angle  droit,  et  les  coni})lé- 
ments  des  trois  autres  parties,  c.-à-d.,  le  complément  de 
l'angle  B,  le  complément  de  l'hypoténuse  BC  et  le  complé- 
ment de  l'angle  C  sont  appelés  les  parties-circulaires, 
parce  que  quand  on  les  nomme  dans  l'ordre  naturel  de 
leur  suite,  elles  font  le  tour  du  triangle. 

(1388)  Déf.  2.  Lorsque,  des  cinq  parties-circulaires,  l'on 
en  prend  une  quelconque  pour  partie -du-milieu  ;  alors,  des 
quatre  parties  restantes,  les  deux  qui  l'adjoignent  irnédiato- 
meut  à  droite  et  à  gauche,  sont  appelées  parties-adjacentes 
et  les  deux  autres,  séparées  qu'elles  le  sont  de  hi  partio-du- 
milieu  par  une  des  parties  adjacentes,  sont  appelées  partiss- 
opposées. 

Ainsi,  dans  le  triangle  ACB,  les  parties-circulaires  étant,  par 
la  1ère  déf.,  AB,  AC,  90°  —  B,'90°  —  BC,  et  90°  — C  ;  si 
l'on  prend  par  exemple  AC  pour  partie-du-milieu,  JlB  et 
90  —  C,  qui  lui  sont  contigues  à  droite  et  à  gauche,  seront 
les  parties-adjacentes,  et  90° — B,  90  —  BC  seront  les  parties- 
opposées.  De  même,  si  AB  est  la  partie-du-milieu,  les 
parties-adjacentes  seront  AC,  90°  — B,  et  90°  — BC,  90°— C 
seront  les  parties-opposées.  Ou,  si  90  —  BC  est  la  partie- 
du-milieu,  on  aura  90°  —  B  et  90  —  C  pour  parties-adjacen- 
tes, et  AB,  AC  pour  parties-opposées.  Cela  posé,  la  règle 
est  comprise  dans  la  suivante  : 

PROPOSITION. 

(1389)  Dans  tout  triangle  sphérique  rectangle  le  rayon 
est  à  la  tangente  d'une  des  parties-adjacentes,  comme  la 
tangente  de  l'autre  partie-adjacente,  est  au  sinus  de  la 
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partie-du-milieu  ;  ou,  le  rayon  est  au  cosinus  d'une  des 
parties-opposées,  comme  le  cosinus  de  l'autre  partie - 
opposée  est  au  sinus  de  la  partie-du-milieu.  Ce  qui  veut 
dire  en  d'autres  termes  (86)  que  le  rectangle  formé  du  rayon 
et  du  sinus  de  la  partie-du-milieu,  est  égal  au  rectangle 
des  tangentes  des  parties-adjacentes  ;  ou,  au  rectangle 
des  cosinus  des  parties-opposées. 

On  prouve  aisément  la  vérité  des 
deux  théorèmes  compris  dans  cette 
proposition,  en  prenant  successive- 
ment, pour  partie-du-milieu,  chacune 
des  cinq  parties-circulaires,  et  on 
trouvera  que  la  prop.  générale  s'ac- 
corde avec  quelqu'une  des  analogies 
déjà  établies  (1355  à  13Q5)  ou  contenues  dans  le  tableau 
(1307)  ayant  trait  à  la  résolution  des  divers  cas  du  triangle 
rectangle.  Ainsi,  dans  le  triangle  ACB,  si  l'on  prend  pour 
partie-du-milieu  le  complément  90° — BC  do  l'hypoténuse,  les 
parties-adjacentes  étant  90°  —  B  et  90°  —  C,  et  AB,  AC  les 
parties-opposées  ;  la  règle  donne  R  X  cos.  BC  =  cot.  B  Xcot. 
C  ou  (88)  R  :  cot.  B  ::  cot.  C  :  cos.  BC  (1361).  La  règle  donne 
aussi  R  X  COS.  BC  =  cos,  AB  X  cos.  AC  ou  (1364)  R  :  cos. 
AB  ::  cos.  AC  :  cos.  BC. 

(1390)  Pour  faire  l'application  de  cette  prop.  générale  à  la 
résolution  de  l'un  quelconque  des  cas  du  triangle  sphérique 
rectangle  ;  considérez  laquelle  d'entre  les  parties  données  et 
la  partie  requise,  vous  devez  prendre  pour  partie-du-milieu, 
de  manière  que  les  deux  autres  parties  soient  à  distances 
égales  de  cette  dernière,  c.-à-d.,  toutes  deux  adjacentes  ou 
toutes  deux  opposées  ;  alors  l'un  ou  l'autre  des  deux  théor. 
contenus  dans  l'énoncé  de  la  prop.  donnera  la  valeur  de  la 
partie  requise. 

Par  exemple,  soient  données  AB  et  BC,  pour  trouver  C  ; 
il  est  clair  que  si  l'on  fait  de  AB  la  partie-du-milieu,  BC 
et  C  seront  les  parties-opposées  ;  d'où,  R  X  sin.  AB  =  sia.  0 


X  sm. 
sin.  B( 

SoieJ 
évident 
(90° 

tang. 


s  d'une  des 
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Xsin.BC,  car  sin.  C -=cos.  (90°  —  C)  et  cos.  (90  — BC)  = 
sin.  BC  ;  donc  sin.  C  =    •   '  . ., ,« 

Soient  encore  données  BC  et  C,  pour  trouver  AC  ;  il  est 
évident  que  C  est  moyenne  entre  les  adjacentes  AC  et 
(90^  —  BC)  ;    donc  R  x  cos.  C  =  tang.  AC  X  cot.  BC,   ou 

tang.  AC  =        ' ^^y  =  cos.  C  x  tang.  BC,  puisque   comme 

on  l'a  vu  (1225)    -,  T>r\  =  tang.  BC,  quand  R  =  1. 

On  peut  de  la  même  manière  résoudre  tous  les  autres 
cas  ;  car  il  suffira  toujours  d'un  ou  de  deux  essais  pour 
s'assurer  de  la  partie  à  prendre  pour  miPeu,  et  avec  un  peu 
de  pratique  on  jugera  sur  le  coup  et  sans  essai  prélimiuaire 
de  la  partie  à  prendre  pour  milieu. 

(1391)  Il  n'est  pas  inutile  de 
disposer  les  noms  des  cinq  parties- 
circulaires,  autour  de  la  circon- 
férence d'un  cercle,  à  égales  dis- 
tances l'une  de  l'autre,  et  de  -  ^^tte 
manière  on  voit  immédiateinent 
par  simple  inspection  de  la  fig.  la 
partie-du-milieu. 

Faisant  successivement  de  chaque  partie,  la  partie-du- 
railieu,  on  a,  appelant  (pour  abréger)  a  le  côté  BC  opposé 
à  l'angle  droit  A,  b  le  côté  AC  opposé  à  l'angle  B,  et  c 
le  côté  AB  opposé  à  l'angle  C,  les  expressions  suivantes  : 
lesquelles,  comme  on  le  voit,  comprennent  tous  les  cas,  car 
chacune  d'elles  contient  les  5  parties  du  triangle,  ou  si 
l'on  veut,  les  6  parties,  puisque  R  est  le  sinus  de  A. 

1  —  R  X  COS.  a  =  cos.  b  X  cos.  c  =  cot.  B  X  cot.   C 

2  —  R  X  cos.  B  =  COS.  b  X  sin.  C  =  cot.  a  X  tang.  c 
îJ  —  R  X  COS.  C  =  COS.  c  X  sin.  B  =  cot.  a  X  tang.  b 

4  —  R  X  sin.   b  =  sin.  B  X  sin.  a  =  cot,  C  X  tang.  c 

5  —  R  X  sin.  c  =  sin.  C  X  sin.  a  =■  cot.  B  X  tang.  b 
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Remarquant  toujours  que  sin.  B  — sin.  comp.  B,  sin.  C  = 
C08.  comp.  C,  sin.  a  =  coa,  oomp.  a,  et  que  de  même  tang.  B 
=  cot.  comp.  de  B,  cot.  C  =  tang.  comp.  de  C,  et  cot.  a  = 
tang.  comp.  de  a. 

A  l'aide  de  ces  5  équations,  on  résoudra  tous  les  cas  ;  car 
si  les  données  sont  par  exemple  C  et  a  que  l'on  trouve  de 
suite  dans  le  produit,  sin.  aXsin.  C,  de  la  5ème  équation,  on 
aura  (90)  sin.  c  =  sin.  a  X  sin.  C  ou  si  R  =  1,  alors  sin.  c  = 

R 

sin.  a  X  sm.  C  ;  avec  B,  c,  on  aura  tang.  b  =  —       ^ —  = 

81  n  c  jai  ^  sin  0 

^^  quand  R  =  1,  et  avec  6,  c,  cot.  B  =     ^^^^^  ^      = 

sin.    c 

: — ^ — 7.      De   même  si  les   données  sont  a  et  c  que  l'on 

tang.  0  ^ 

trouve  dans  le  produit,  cot.  a X  tang.  c,  de  la  2ème  équation  ; 
cot.  a  X  tang.  c 


on  aura  cos.  B 


R 


Il  est  clair  aussi  qu'avec 


^               .           ,      cot.  a  X  tansf.  c     .  ». 

a,  c  et  C,  on  aurait  cos.  h  = •  — p,  -*— ,  et  avec  a,  b,  c,  sin. 

c  =  — '- 7^^^^  ;  et    ainsi    de    suite.    Le  tableau  (1395) 

COS.  0         '  ^ 

servira  à   établir  au  besoin   les   affections   des   côtés   et  à 

indiquer  les  cas  ambigus  c'est-à-dire  les  cas  où  il  y  a  deux 

solutions. 

(1392)  Voici  maintenant  les  proportions  que  donnent  les 

dix  égalités  ou  équations  ci-dessus,  afin  d'y  renvoyer  au 

besoin  : 

1 R  :  cos.  6::  cos.     c  :  cos.  a    (1364) 

2 R  :  COS.  b  ::  sin.    C  :  cos.  B    (1365) 

3 R  :  COS.  c::sin.    B  :  cos.  C     (1365) 

4 R  :  sin.  B  ::  sin.     a  :  sin.  b    (1367)  ou  (1366) 

5 R  :  sin.  C  ::  sin.     a  :  sin.  c    (1367)  ou  (1366) 

6 R  :  cot.  B::cot.   C  :  cos.  a    (1360) 

7 R  :  cot.  a:: tang.  c  :  cos.  B    (1363) 

8 R  :  cot.  a:: tang.  b  :  cos.  C    (1363) 

9 R  :  cot.  C  ::tang.  c  :  sin.  b    (1356) 

10 R  :  cot.  B  ::  tang.  6  :  sin.  c    (1356) 
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On  voit  par  ces  expressions  que 
pour  déterminer  la  partie-du- 
milieu,  il  faut  commencer  la 
proportion  par  le  rayon  ;  et  si 
c'est  une  des  parties-opposées 
(1  à  ô)  ou  une  des  parties-adja- 
centes (G  à  10)  que  l'on  veut  obtenir,  on  commencera  la 
proportion  par  l'autre  partie-opposée  ou  partie-adjacente, 
suivant  le  cas.  Ainsi,  pour  obtenir  par  exemple,  l'angle  B, 
on  ferait  (G)  transp.,  cot.  C  :  cos.  a  ::  R  :  cot.  B  ou  ait.  cot.  C  : 
R  ::  COS.  a  :  cot.  B  ;  on  aurait  encore  B,  en  faisant  (10)  tang.  b  : 
Il::sin.  c  :  cot.  B,  ou  (3)  cos.  c:cos.  C  ::R:  sin.B,  etc.,  suivant 
les  données,  et  en  se  rappelant  que  quatre  quantités  propor- 
tionnelles, le  sont  encore  par  inversion  (93),  par  alternation 
(94),  et  évidemment  aussi  par  transposition  ou  inversion  des 
deux  rapports  qui  constituent  la  proportion. 

(1393)  Remarquons  encore  ici  que  dans  l'application  des 
règles  précédentes,  comrtie  de  celles  qui  vont  suivre,  à  la 
solution  des  triangles,  on  se  facilitera  sensiblement  l'intelli- 
gence des  opérations  à  faire,  en  observant  seulement  dans 
la  désignation  des  côtés  et  des  angles  du  triangle  à  résoudre, 
l'emploi  des  mômes  lettres  capitales  et  italiques  que  celles 
qui  se  trouvent  consignées  ici,  et  en  les  disposant  de  la 
même  manière  ;  c'est-à-dire,  la  lettre  A  au  sommet  de  l'angle 
droit  du  triangle,  avec  les  lettres  B  et  C  aux  sommets  des 
deux  autre?  angles,  et  l'italique  de  même  nom  en  regard  au 
centre  du  côté  opposé.  Cette  disposition  permettra  de 
choisir  de  suite  d'entre  les  diverses  propositions  qu'on  vient 
de  donner,  ou  de  trouver,  par  simple  inspection  du  tableau 
suivant,  la  formule  à  employer,  eu  égard  aux  données  et 
aux  iaconnues  à  derterminer. 

(1394)  Nous  procédons  maintenant  à  disposer  sous  forme 
de  tableau,  pour  y  renvoyer  au  besoin,  les  divers  cas  du 
triangle  rectangle  sphérique;  la  première  colonne  indiquant, 
comme  dans  le  cas  analogue  (1307)  du  triangle  rectiligue, 
les  choses  données,  la  seconde,  les  choses  requises,  la 
troisième  la  proportion  à  établir  pour  les  trouver,  la  quatrième 
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la  proposition  qni  démontro  ces 
rapports,  la  cinquièruo  lo  No.  pour 
y  renvoyer  ;  remarquant,  que  quand 
li=l,  la  division  (t- (31)  ou  multi- 
plication par  R  ne  change  pas  la  va- 
leur du  résultat. 
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et 
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c 
C 

Tableau 
pour  la  SOLUTION  du  triangle 
sphérique  rectangle. 

PREUVE 

0 

« 

fi 

ot 

• 

1.1  :  sin.a  ;:  sin.  B  :  ein.  6  =  sin.  a  x  sin.  B 

R.  :  COS.  B  :  :  tang.  a  :  tang.  c  =  ces.  B  x  taiig.  a 

R  :  COS.  a  :  ;  tang.  B  :  cot.  C  —  ces.  a  x  tang.  P 

I35T  inv. 
13G1  inv. 
135»  inv. 

3 

S 

• 

c 
a 

R  :  sin.  b  ::  tang.  C  :  taiig.  c  =  sin.  b  x  tang.  C 
Cos.  C  :  R  :  :  tang.  b  :  tang.  a  —  tang.  6  ^cos.  C 
R  :  COS.  &  :  :  sin.  C  :  cos.  R  —  cos.  b  x  sin.  C 

1355  inv. 

3CI 

1365  inv. 

4 
5 

r, 

et 
g 

ft 

• 

& 
et 
B 

c 
a 
C 

Tang.  B  :  tang.  6  :  :  R  :  sin.  c  =  tang.  6-=-tang.li 
Sin.  B  :  sin.  6  ::  R  :  sin. a  =  sin.  ô^sin.  B 
Cos.  b  :  COS.  B  :  :  R  :  sin.  C  =  cos.  B-î-cos.  b 

1355  ]"'•  ^•" 
transp 

lia7  transp. 
13G5  ait. 

7 
8 
9 

(t 
S 

« 

&; 

oc 

• 

a 

et 
b 

c 

B 

C 

Cos.  b  :  c  js.  a  :  :  R  :  cos.  c'=  cos.  a  -f-cos.  b 
Sin.  r  :  sin.  &  :  :  R  :  sin.  B  =  sin.  ô-^sin.  a 
Tang.  a  :  tang.  6  :  :  R  :  cos.  C  —  tang.  b  -;-  tang.  a 

1364  ait. 

ait.  et 
'^'*^  inv. 
lofii  i'>v.  et 

10 
11 
12 

3 

« 

fi 

• 

b 

et 
c 

a 
B 
C 

R  :  cos.  c  :  :  cos.  b  :  cos.  a  =  cos.  b  x  cos.  c 
Sin.  c  :  R  :  :  tang.  6  :  tang.  B  =  tang.  6-f-sin.  c 
Sin.  b  :  R  :  :  tang.  c  :  tang.  C  —  tang.  c-:-sin.  6 

1364  inv. 

1355 

1355 

13 
l-t 
14 

» 

5 

« 

• 

B 
et 
C 

a 
b 
c 

Tang.  B  :  cot.  C  :  :  R  :  cos.  c  =  cot.  C-^tang.  B 
Sin.  C  :  COS.  B  :  :  R  :  cos.  6  =  cos.  B-i-sin.  C 
Sin.  B  :  cos.  C  :  :  R  :  cos.  c  =  cos.  C-r-sin.  B 

|«^Q    1"V.    (*t 

*^'^**  transp 

1365  i"^'-  ^^ 
transp, 

1365  i"^-  ^^ 
transp. 
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lEUVE 


55  '"'■•  ''^ 
transii 


57 


inv.  et 
tran.sp. 


15  ait. 


[j  iijv.  et 
transp 

j  inv.  et 
tran.sp, 

j  inv.  et 
transp. 


(1395)  Disposons  de   môme,   soua   forme  do  tableau,  les 

règles  néccssîùros  pour  détorniiner,  dans  cliacun  des  16  cas 
ci-dessus,  raitoction  du  coté  ou  de  l'angle  trouvé,  et  pour 
désigner  les  cas  ou  il  y  a  ambiguïté,  c'est-à-dire  deux 
solutions  du  problème.  Ajoutons  aussi  que  cette  mise-en- 
ivgard  des  deux  tableaux,  a  ceci  d'avantageux,  qu'il  suffit  do 
passer  horizontalement  du  j)remier  nu  second,  pour  y 
découvrir  d'un  coup  d'œil  l'affection  voulue. 


.j 


AFFECTION. 

PREUVE. 

Xo. 

b  et  ii  sont  de  inemu  aireutum 

Si  a<90'^,  c  et  B  sont  de  même  iifTection 

Si  a>90",  c  et  B  sont  «l'aftection  diflërenle 

(1»4«) 
.  (1347,  7°)  ) 
.  (1347,  80)  i 

.  (1347,  3-)  ^ 
.  (1347,  .'5")  S 

i 
2 

Si  a<90'',  B  et  C  sont  de  même  atlbction 

Si  a^.9()",  B  et  C  sont  d'afreetion  différente 

3 

1 


c  et  C  sont  de  même  atlectiun 

Si  6  et  C  sont  de  même  aftbction,  BC  est  < 90*^. .. 
Si  6  et  C  sont  d'aflection  diflérento,  BC  est>90° 
!lî  et  ft  sont  de  même  affection 


(1346) 
(1347,  5")  ^ 
(1347,  6°)  S 
(1346) 


m 
m 

V 

K 


Ambiguïté,  ou,  il  y  a  deux  solutions 
Ambiguïté,  "  "  deux  solutions 
Ambiguïté,     "       "    deux  solutions  , 


(1349) 
(1349) 
(1349) 


ri 


M 


yuauil  a\  yo"',  b  et  c  sont  de  même  attection. . . 
Quand  a > 90°,  6  et  c  sont  d'affection  différente. 

b  et  B  sont  de  même  affection 

Quand  a<  90  ,  6  et  c  sont  de  même  affection  . . . 
Quand  0.^90°,  6  et  C  sont  d'affection  différente  . 


(1347,  2°)  ) 
(1346) 
(1347,  70)  > 
(1347.  8°)  j 


Quand  f>  et  C  sont  de  même  atH'Ction,  aest<90^. 
Quand  6  et  c  sont  d'affection  différente,  a>90''. . 

B  et  &  sont  de  même  affection 

C  et  c  sont  de  même  affection 


(1347) 
(1347) 
(1346) 
(1346) 


il 

« 

ut 


Quand  B  et  C  sont  de  même  affection,  a  est  <  90". 
Quand  B  et  C  sont  d'affection  dliférente,  a>90o. 

6  et  B  sont  de  même  affection 

c  et  C  sont  de  même  affection 


(1347,  40)  ^ 
(1347,  4«)  \ 
(1346) 
(1346) 


7 
8 
9 


10 
11 

12 


13 

14 
14 


15 

16 
16 


ri 


lii! 
fil 
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«,1 


;  '^v  ff  ji.  1 

il  'A      in.l 

Il  }1   <   >  lî 


'  ». 


(1396)  Donnons  maintenant  quelques  exemples  des  divorM 
cas,  pour  mieux  faire  comprcnde  A  l'élève  tout  le  procédé 
à  suivre  pour  résoudre  le  problème  donné. 

On  a  déjà  dit  que  l'u'ïage  du  complément  aritlimétiqno 
d'un  logarithme,  n'est  pas  essentiel  ;  mais  on  remarquera 
cependant  que  l'emploi  do  ce  complément,  rend  l'opération 
jîlus  concise,  et  réduit  le  tout  (1277)  à  une  simple  addition. 
On  donne  néanmoins  des  exemples  des  deux  manières  do 
procéder,  et  dans  certains  cas  aussi,  le  calcul  par  nombres 
naturels,  afin  que  l'élève  puisse  juger  par  lui-même  des 
avantages  et  désavantages  relatifs  de  ces  divers  modes 
d'opérer,  tant  sous  le  rapport  de  l'exactitude  comparative  des 
résultats  que  sous  celui  de  la  somme  de  travail  que  requiert 
chacune  de  ces  méthodes;  comme  d'ailleurs  il  a  déjà  pu 
s'en  convaincre  par  les  quelques  exemples  de  solutions  des 
triangles  rectilignes,  pages  504  et  suivantes. 

Ex.  1.  Dans  le  triangle  sphérique  ACB  rectangle  en  A, 
on  donne  a  =  64°  40'  et  h  ■—  42°  12',  pour  trouver  le  reste. 

Soit  à  trouver  d'abord  le  troisième  côté  c. 

Ou  a  (1394,  10)  cos.  h  :  cos.  a  ::  R  :  cos.  c  ;  ou  (1391,  1)  Rx 
C08.  a  =  cos.  6  X  C08.  c  ; 

D'où,     cos.  b  42°  12' comp.  arith log.     0.13029G 

Esta     cos.a64«40'  9.63132G 

Comme  R 10.000000 


Est  à  cos.  c  54°  43'  07"  (affection  1395, 10) 9.7G1G22 

Pour  trouver  l'angle  B 

On  a  (1394, 11)  sir.  a  :  sin.  6  ::  R  :  siu.  B  ;  ou  (1391,  4)  Rx 
ein.  b  =  sin.  a  X  sin.  B  ; 

D'oii,     sin.  a  64°  40'  comp.  arith log.     0.043911 

Esta     sin.  6  42°  12' 9.827189 

Comme  R 10.000000 


On  a| 
X  cos. 

D'où, 
Est  à  c(I 

Corn  nu 

Est  à  c( 

(al 


Tang. 


Est  à  sin.  B  48°  00' 14"  (aff.  1395,  11)  9.871100 


os  (les  divcM 
lo  proct'dé 

ii'idirnétiqno 

romaiTnioni 
1  l'opération 

G  addition, 
manières  do 
»Mr  nombres 

niGnio  dos 
vers  modes 
parative  des 
lie  requiert 

a  <Jéjà  pu 
Intions   des 

l'igle  en  A, 
'  le  reste. 
c. 

391,  1)  Rx 

0.13029G 

9.63132G 

10.000000 

TK  70 1022 


31,  4)  Rx 

0.043911 

9.827189 
0.000000 

9.871100 
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Pour  trouver  l'ajurlo  C. 


6G5 


On  a  (1392,  8)  \i  :  cot.  n  ::  tan^ir.  f>  '■  <-'os.  C  ;  on  (1391,  îij  U 
X  C09.  c  =  cot.  a  X  tanii^.  h  ; 

D'où,    Il  conip.  aritli log.     0.000000 

Est  à  cot.  a  04°  40' 

Comme  tang.  6  42°  12' 


Est  à  COS.  C        G4^  34'  40" 
(utf.  1395,  12) 

Ou  (1394,  12) 


9.G7Ô237 
9.957485 

9.032722 


Tang.  a  04^40'comp.  ar.  log  ^ c^  9.070237 

Est  t\  tang.^/42"  12' ■ 9.i)5748ô 

Comme      Xi 10.000000 


Est  à  COS.    C  64°  34'  40"    (ayant  rejeté  20).  ...\.     î». 0327 22 


Tang. 


Ou,  sans  l'usage  du  comp.  arith. 
a  04°  40' 10.324703 


Estàtang.ô  42°  12'  9.957485 

Comme  '^  R 10.000000 


Somme  des  log.  cor.  au  prod.,  R  x  tang. /^,  —  1 9. 9574 J- 5 


Esta  cos.C  64°  34' 46" 9.032722 


Ou,  par  sinus  naturels. 

Tang.  nat.  a,    64°  4"/ =  2.11233   :   tang.  nal.  ^  42''. 12'  = 
.90674  ::R=  1.00000  :  cos.  0=1. 00000  X  . 90074  =  . 90074 

2.11233  2.11233 

=  .4292606  =-  cos.  64°  34°  46'  ;  car 

Cos.  64°  34'  =  .4294606"!    2627  :    fCos.  64°  34'==  .4294606 

Cos.  64°  35'  =  .4291979  l    ^^" -'    J  Cos.  trouvé  =  .4292006 
r    ::000  :  ^  

Diff.  pour  00"=. 0002027 J      46"      [     Différence    .0002000 

Ex.  2.  Dans  un  triangle  rectangle  ACB,  les  données  sont 
l'hypoténuse  a  =  105^  34',  et  rangle  B  =  80°  .40',  pour 
trouver  les  autres  parties. 


H  m 


rm  m 


t'-ki.:  Il 


N^ 


•'''■•'me  ' 


M^ 


Ji 


r.W>.'  llï;:^.'^il^^-- 


.  *■  ■ 


sf^  'il' 


v^ 


■!2 ''>'<! 


fjOG 
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Roit  <rul)(>nl  j\  trouver  ( '. 


On   11  (1392,  (1)   U  :  cot.  lJ::cot.  C  :  ooh.  a  on  (1301,  1)  Ux 
cDH.  ^/  =  cot.  B  >;  cot.  C  ; 

D'où,  cot.  U     H()<>  40' coinp.  ftr loi?.  0.7H4'2i!() 

KstnooH.    (1  10;V' :U'    Î».42H717 

Oomnuî       1{  lO.OOOOOO 

Est  à  cot.    C  148^' aO' 54'  (air.  1305,  :i) lO^V2\Kil 

Ou  (1394,  '.\) 

Il  comp.  nr I()«,'.  0.000000 

:  COS.    n     10.-)"  ;M'    0.4'JH717 

::t;mg.n      80^40'  10.7S4L'i!() 


:  cot.    C     ll8^;30'r)4"  10.212!i;{7 

Pour  trouver  le  côté  c. 


Ou  u  (1302,  7)  1{  :  cot.  <'  ::  taug.  c  :  cos.  B  ;  ou  (1301,  2)  U 
X  t'os.  ^^  =  cot.  a  X  tiuiu;.  c  ; 

D'où,  cot.  a    105°  Î54'  cou»)),  nr.  I»»;^... 

Kst  A        K  

Oounnoeos.  W  80"  40' 

Est  à   tuu.i?.  c  141)°  47'  130''  ^ 

(ail".  1305,  2) B  ^ 


0.55505.3 

lO.OOOODO 

1).20!)Î>!I2 


Î).7(i50l5 


Pour  trouver  lo  côté  h. 

Ou  a  (1304,  1)  U  :  siu.  a  ::  siu.  13  :  siii.  b  ;  ou  (1392,  4)  R  X 
gin.  ^  =  siu.  a  X  siu.  B  ; 

D'où,     R  conip.  ar log.  0.000000 

Est.  à  siu.  a   105^  34' 9.983770 

Commosin.B     80°  40'  9.994212 


Est  à  sln.      b     71°  54'  33"  (afK  1395,  1) 9.977982 

Ex.  3.  ])au8  lo  triangle  spliériquo  AOB,   rectangle  eu  A, 
soient  donnes  «  =  115°  25'  et  c~  UO*^  59'  ;  trouver  lo  reste. 

Rép.  B  =  148°  5G'  45",  C  =  75°  30'  33",  b  =  152°  13'  50" 


'  *¥' 


8FHÉRIQUE. 


fiOT 


B-^ 


Ex.  4.  Dans  lo  tiiiui^'Ui  A(  l?,  rrutini.i^'Uî  en  tt,  on  donno 
r  »  IK;^'  :;()'  4îr,  et  />  —  2t)"  41'  >V1'\  pour  (It'U'riiiiiii'r  les 
atJtroH  jiiirfics. 

R6p.  V,  =  101]^  r.2'  4(1",  15  -  'VI"  »0'  22",  «  •     112"  4S'  ^H". 

SCOLIE. 

(1307)  Tout,  trliiii,i;I(î  K|ilM''ri(|iio 
ACli  (|ui  II  un  (In  hc.s  côtés  i';j:ii1  an 
(|uni't-(lc-cii'<;oiit(' roncH",  peut  ho  rôson- 
(Iro  M  lu  inaiiièrcî  du  triMii_u;l«'  roo- 
tani^Io  ;  car  h()'\{  a  IMI",  h\  nous 
passons  an  Iriani^hî  polairn  on  snp- 
plcinontairo  AV/\\\  on  anm  A'  =  180  -  «  -  î)0^  \V  IHO  — 
1,^  (;=.lHO~f,  f/=lHO  A,//  IHO  15,  ,'  |K()-C; 
d'oîi  l'on  voit  (jnc!  le  triaii;:;!»?  p"Iiiir()  scni  rcctiiii<^Io  en  A; 
donc  on  pcMit  rcférur  tont  eus  de  cettj  esiièeo  î\  celui  du 
ti'ian;j;le  reetunujie. 

Mais,  on    peut   résondie  le 
problème,      an      moyen      dn 
triangle  rect.,    d'nno   manière 
plus    simple  ;    car   soit    lUM) 
lin  triangle  ([nelconcpie  dans 
lequel  BI)   -00'^  ;  ayant  pro- 
longé J)C  jnsfpi'îï  co  que  Al)  =  00""  et  mené    (1155)  l'iirc 
HA,  I)  sera  le  ])olo  do  11  A,  15A  sera  (1160)   lu  mesure  de 
l'angle  D  et  (1154)   les  ungles    DHA,  ])AH   seront   droils. 
Or,  avant  do  pouvoir  résoudre  lo  triangle  1J(M),  il  nous  faut 
connaître,  outre  le  côté  .1>J),  deux  autres  parties,  et  ces  deux 
parties  nons  donneront  en   même  temj)s  d(!ux  parties    du 
triangle   rectangle    BAC  ;  car   le    côté   a   est   commun    au 
triangle  doîiné  BCD    et  au   triangUi  rectangle  BAC,    BCA 
^8up.  BCD,   AC  =  comp.  DC,  AlUî  =  comp.  DBC  et  BA 
—  C.     Do  là,  les  condilions  qui  nous  ])ermettent  d'établir  un 
do  ces  triangles,  nons  permettent  aussi  de  déterminer  l'autre. 
Fx.  1.  Dana  lo  triangle  JîCD,  soit  BD  =  90°,  D  =  42°  12', 
C  =  115°  20'. 


il  M: 


HïT 


«t     ■.,  V 


(*        ' 


508 
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«  *  ; 


ma 


m. 


Om  nnr.'i,  daiia  lo  1i'innij:lo  rcctani^Io  BA(\  f'=  0-^42°  12', 
DCA  =  180  -  I5CI)  -  180^'  —  1 15^  20'  -  04°  40'. 

Pour  trduvL-r  ic  oofô  e. 

On  il  (1394,  8)  niii.  C  :  niii.  «■  ::  K  :  Rin.  <i  ; 

l)'(.ù.  siii.    ('  Cii'-'  40'  ooinp.  iir lotr.     0.04:]011 

KstAHiii.      ('  42°  12' 0.H2718II 

Coinmo        U   10.000000 


Kfetilsiii.      r  48"  Oi)' 14"(ii(r.  1347) î). 871100 

Ou,  co  (j'ii  ost  lii  luOniu   cho'-io,  imbcnio  (1391,  A)  niii.  «^  - - 
1?  X  ^i|^  J' . 

Hlll.   (' 

Lo,ir.  Mil.     c  42"  12'  0.827181» 

Plus  loo-.     U   10.000000 


r.t.8L!7l8!l 
Moins  i,)g-.  Hin.  C  04'^  40'  i>.06008'J 


loi:,  sin.rr   48^^  00'  14"  0.871100 


Ou,  parsinua  naturels,  tiuiind  U=l,  sin.rt  ûtnnt  (1394,8)= 

nin    ('       _    .  .        ,    on  !i  sin.  nîit.f,  412"^  12'  --.<)717lIO0  I 

___ou-sin..'  .  8in.  i.,,  ^,^  ^.^^^  nat.  C,  G4"40'=.U0n8;j:w| 

ot  •*"'  '  '  ''l''  ^ni  .071720(5  -:.nO;}8.'3IJ8  =  .71^1004  ;  1i«  diOoron- 

co  iK>^  sinus  «lo  48'-''  ot  48°  1'  pour  GO"  =  1940  et  la  «lideronce 
onde  K<  sinus  tnuivé  .71!)  1004  ot  t'olui  do  48",  .7431448,  ost 
do  401,  ol  1040: 00"::  451  :  14",  ou  phiBCNuctomont  13.0054". 
4M 
00 


1040)  27000(1:]. 0054     .00:58338)  .07172000 (.7431004 
1040  0:5208300 


70  lO 

6838 

17020 
17514 


8003()!>40 
80153352 

288:35880 
27115014 


n  -^42"  12' 


^>.04.'J!»I1 

•  UKomm 

î>J^71 1(1(1 
^1  ''J)  Bill.  rt=- 


n..S27l8n 
i<>.n()(,)()()(i 

lî'.8:i7l.S!i 

Î^_874I()() 

(1394,  S  )= 

'>7I7l'(I(;  I 

l.'i  «litréroii- 
«li/iuiviico 

1^.9054". 
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10000  172080nO 

9880  903Hî]a8 

7700  81703220 

813'15042 

35817800 
(1398)  Lea  piiius  mit.,  ici  employés,  vont  n  7  (lécirnales, 
pendant  (jiio  ceux  dcn  tnliles  do  co  vol.  ne  vont,  fanlo  d'espnco, 
(m'A  5  <16oiniideH  ;  d'ailloiirB,  on  bo  |»rocuro  niRumcnt  cor 
tablos,  et  il  OHt  clnir  qne  pins  il  y  aura  décimales,  ]»lu8  niiBsi  il 
y  aura  d'oxaclitudo  dans  l'CtablisHenicnt  des  Bccondos  et 
fractions  do  secondes. 

Ponr  trouver  l'nn^lo  13. 
On  a  (1391,  3)  Il  X  cos.  C  =  sin.  B  X  cos.  c  ;  d'où,  pin.  B  =5 
R  X  COR.  C  ,     . 

COH.  C 

Log.  COR  (5  04°  40'  9.03132G 

l'ius  lotr.  R 10.000000 

Soniino  des  log.   corrosp.  nu  pro.,  R  X  cos.  C,  =  19.G3132G 
Moins  log.  cos.  c  42°  12'   9.869704 

=  log.  Rin.  B  35°  10'  53"  (nlV.  1395,  9) 9.701622 

Ponr  trouver  le  côt^  h. 
On  a  (1391,  4)  R  X  sin.  b  ==  cot.  C  X  tang.  c  ;  d'où,  sin.  b  =■ 
cot.  C  X  tang.  n 

Ji 

Log.  cot.         0  64°  40' 9.675237 

Plus  log.  tang.  c  42°  12'  9.967485 

Somme  des  logs.  corresp.  au  pro.,  cot.CXlang.  c,=  19.632722 
Moins  log.  R 10.000000 

*-       ■  Il 

=-log.  sin.  b'  25°  25'  14"  (nff.  1395,  7) 9.032722 

Donc,  on  a,  dans  le  triangle  donné  BCD,  CD  — 90^^  —  6 
"  90°  -  25°  25'  14"  =-  61"  34'  40",  DBG  --  90°  —  ABC  « 
90°  -  35°  16'  û3"  «  64°  43'  07",  ot  BC  -  a  -  48°  00'  W\ 


M  •♦i 


)  ,'  4 


l'i  A 
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Ex.  2.  On  a  dana  un  triangle,  un  cCté  =  00°,  un  des 
côtés  adjacents  =  115°  09',  et  l'angle  inclus  115°  55'  ;  trouver 
le  reste. 

Rép.  le  3ènie  côté  =  113°  18'  19",  les  angles  117°  33' 52'' 
et  lOP  40'  07". 

(1399)  Nous  passons  maintenant  à  la  considérntion  des 
six  (1336)  cas  de  triangles  oblique-angles,  noua  rni)pelant 
toujours,  à  part  ce  qui  a  déjà  été  dit  sur  les  aftections  dos 
côtés  et  les  cas  ambigus,  que,  pour  éviter  toute  tausse 
solution  : 

1"  Tout  angle  et  tout  côté  d'un  triangle  spliérique  est 
moindre  que  180°.  2'^  Le  plus  grand  angle  e^t  opposé 
au  plus  grand  côté,  et  le  moindre  angle  opposé  au  plus  petit 
côté,  et  réciproquement. 


1er  Cas. 

(1400)  Deux   côtés   BC,  AC,  ou  a  et  b,  et   un   angle  B 
opposé  à  l'un  d'eux,  AC,  étant  donnés. 

Trouver  l'angle  A  opposé  à  l'autre  côté  donné  BC. 

Ex.  1.  Soit  b  =  84°  14'  29",  ^ 

a  =  44°  13'  45"  et  A  =  82"^ 
26'  07". 

On  a  (1366)  sin.  a:  siu.  A :: 
sin.  b  :  sin.  B; 

D'oii,  sin.      a  44'=  13'  46"  ....  comp.  ar log.  0.156437 

Est  à  sin.      A  32°  26'  07" ,  9.729445 

Comme  sin.   b  84°  14' 29"  9.997803 

Est  à  siu.      B  49°  64'  38"  ou  (1385,  2°)  sin.  B= 

130°  5'  22" 9.883685 


Ici  il  y  a  deux  solutions,  puisque  le  sinus  du  côté  opposé 
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à  l'angle  cherché  est  plus  grand  que  le  sinus  de  l'autre  côté 
donné,  et  l'ambiguïté  ne  peut  disparaître,  qu'à  la  condition 
de  savoir  si  A  est  aigu  ou  obtus. 

Maintenant,  soit  A  trouver  l'angle  ACB  et  la  base  AB,  et 
par  conséquent  aussi  l'angle  ACB',  et  la  base  AB',  puisqu'il  y 
a  deux  solutions.  A  cet  effet,  menez  la  perpendiculaire  CD 
à  la  base  AB,  (car  il  est  clair  que  la  condition  môrae  des 
deux  solutions  BC  ~  BC,  l'une  de  chaque  côté  de  la  perpen- 
diculaire CD,  veut  que  la  perpendiculaire  tombe  en  dedans 
du  triangle  ACB)  ce  qui  divisera  le  triangle  donné  en  deux 
triangles  rectangles  ACD.  BCD,  dans  chacun  desquels  on  a 
l'angle  A,  B,  à  la  base,  et  l'hypoténuse  a,  h. 

a  Et  en  général,  quand  on  se  propose  de  résoudre  le  triangle 
obliqno-angle,  î\  l'aide  du  triangle  rectangle,  il  faut  mener 
la  perpendiculaire  CD  de  manière  qu'elle  passe  par 
l'extrémité  C  d'un  côté  donné  AC  ou  BC  et  qu'elle  soit 
opposée  à  un  angle  donné  A  ou  B. 

l'our  trouver  l'angle  C  du  triangle  rectangle  ADO. 

Oïl  a  (1394,  3)  U conip.  ar log.     0.000000 

Est  0  COS.  b        84°  U' 29"  9.001465 

Comme  tans".  A        32°  26'  07"  9.803105 

Est  à  cot.         ACD  86°  21'  06"  8.804570 

Pour  trouv^cr  l'angle  C  du  triangle  rectangle  ADC. 

On  a  (1394,  3)  R  comp.  ar log.     0.000000 

Est  à  COS.  a        44°  13'  45" 9.855250 

Comme  tang.  B        49°  54' 38"    0.074810 

Est  à  cot.  BCD  49°  35' 38" 9.930060 

Maintenant,  il  est  clair  ^1342)  à  cause  de  CD  perpendicu- 
laire sur  AB  et  de  B'C  =  BC,  qu'on  a  aussi  B'D  =  BD  ;  et 
comme  CD  est  commun,  les  triangles  rectangles  B'DC,  BDC 
sont  symétriques  et  (1174)  égaux;  donc  l'angle  B'CD  = 
BCD.  D'ailleurs,  les  parties  égales  B'C,  BC  et  B  =  B'=8up. 
AB'C,  donnent  encore  R  :  cos.  a  (B'C)  ::  tang.  B'  :  cot.  B'CD, 
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et  par  conséquent  B'CI  =BCD,  puisque  (1347,  2)  quand 
B'C  =  BC  on  a  B'D,  BD  chacun  de  même  aftection  que  le 
côté  commun  CD,  et  par  conséquent  (68  Ax.)  de  même 
aftection  entre  elles  ;  donc,  ACB  =  ACD  +  BCD  et  ACB'= 
ACD  — B'CD  ;  c.-à-d.,  ACB  =  86°  21'  06"  +  49°  35'  38"  = 
135^  56'  44",  et  ACB'  =  86^  21'  06"  —  49°  35'  38"=36°  45' 
28". 

Pour  trouver  le  côté  AB. 

Sin.  A     32»  26' 07"  comp.ar.log.     0.270555 

Estàfiin.     C  135°  56' 44".. 9.842198 

Commesin.a    44°  13' 45" 9.8435G3 

Est  à  sin.  c  ou  AB  115°  16'  11"  ou  sup.  64°  43'  49"    9.956316 

Mais,  de  ces  de,/  valeurs  qui  correspondent  au  sinus  de 
AB,  la  moindre  64"  i3'  49"  ne  peut  répondre  au  problème, 
puisqu'il  est  nécessaire  (1182)  que  le  côté  AB  opposé  au 
plus  grand  angle  C,  soit  plus  grand  que  le  côté  a,  84°  14'  29" 
opposé  à  un  moindre  angle  A  =49°  54' 38"  ;  donc  115° 
16'  11",  supplément  de  64°  43'  49",  est  la  valeur  qu'il  faut 
prendre. 

Pour  trouver  AB',  on  fera 

Sin.  A  :  sin.  B'C  ::8in.  ACB'  :  sin.  AB',  ou  sans  chercliGr 
d'abord  ACB',  on  fera (1394,  2)  R  :  cos.  A  ::.tang.  AC  :  tang. 
AD,  puis  (1368)  cos.  AC  :  cos.  B'C  ::  cos.  AD  :  cos.  B'D  ;  ou, 
on  trouverait  encore  AB  et  AB',  en  cherchant  d'abord  AD 
et  BD  dans  les  triangles  rectangles  ADC,  BDC,  pour  avoir 
AB  =  AD  +  BD  et  AB'  =  AD  -  B'D. 

Ex.  2.  On  donne  a=  91°  03'  25",  b  =  40°  36'  37'  et  B  = 
35°  57'  15"  ;  on  demande  les  autres  parties,  l'angle  A  étant 
obtus. 

Rép.    A=:llo°  35'  41",  C  =  58°  30'  57",  c  =  70°  58'  52". 

(1401)  Si,  dans  le  cas  (1385)  des  deux  solutions,  l'angle 
donné  A  est  obtus,  on  fera  attention  seulement  de  ne  pas 
confondre  la  perpendicukiiro  CD  avec  sou  prolongement  CD' 
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qui  tombe  en  debcrs  du  triangle.     Il  est  clair,  alors  qu'après 


C 


B 


avoir  déterminé,   comme 

1  ' 

auparavant,  l'autre   angle  .•'"'"r^5^^^-Zr~^'""^v^ 

B  à  la  base,  puis,  dans  les        /'         /      ^\/\,^  ^k 
triangles  rectangles  ACD,     ■"^''x^  \     Nv    >/ 

BCD  =  B'CD,   les  angles  '^^^^^-^.^.^^V*^ 

de  même  nom,  et  les  bases  -^  ^' 

AD,  BD  =  B'D,  on  aura  l'angle  ACB  =  ACD  +  BCD  et 
ACB' =  ACD  —  B'CD,  et  de  même  on  aura  AB -- AD  + 
BD,  et  AB'  =--  AD  — B'D,  comme  auparavant.  On  arriverait 
néanmoins  au  même  résultat,  à  l'aide  des  triangles  ACD' 
BCD',  et  comme  on  aurait  D'D  =  180°,  on  trouverait  B'D  = 
BD  =  180°  —  B'D',  etc.  (2ème  cas)  Si  la  perpendiculaire  CD 
tombe  en  dv-hors  du  triangle,  ce  qui  aura  évidemment  lieu 
si  A  est  obtus,  on  aura  ACB  =  BCD  — ACD  et  ACB' = 
B'CD-ACD  ;  et  AB  =  BD  —  AD  ou  AB'  =  B'D-  AD,  etc. 

2èiiie  Cas. 

(1402)  Deux  angles,  A  et  B,  donnés  et  un  côté,  AC  ou  b, 
opposé  à  l'un  deux. 

Trouver  '-^  côté  BC  ou  a  opposé  à  l'autre  angle  donné. 

Ex.  1.  Dans  le  triangle  ABC  soit  A  =  58°  8',  B  =  50°  12' 
et6  =  G2°42'.     On  a  (1366). 

Sin".  B  50°  12'  comp.  ar log.     0.114478 

Estasin.     A  58°    8' ..     9.929050 

Comme  sin.  b  62°  42'  9.948715 

Est  à  sin      a  79°  12'  10",  ou  (1385, 4«)  100° 47' 5u"  9.992243 

Ici  il  y  a  p                               ^ 

deux      solu-  /^       ~^..,,^^ 

tions  ou  ré-  /    /  1             ^^    ji(     jj  \       ^^ 

ponscs       au  /    /     W              \     X/      V' 

problème,            fi^v.      \                 3_b  '^'^v.     \ 
ABC  et  AB'C  ^^--^^«--^---^  ^V -^ 
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de  l'angle  A  opposé  au  côté  clierclié  BC  est  plus  grand  que 
le  sinus  de  B  opposé  au  côté  donné,  et  l'ambiguité  ne  cessera 
d'exister  que  quand  on  saura  si  BC  est  >  ou  <  90*^. 

Supposons  d'jibord  que  a  soit  >  90°,  c.-à-d.,  =  100°  47' 
50".  Ayant  mené  la  perpendiculaire  CD,  on  aura,  comme 
dans  le  dernier  cas,  deux  triangles  rectangles  ADC,  BDC 
dans  chacun  desquels  on  a  l'hypoténuse  6,  «,  et  un  angle 
A,  B,  pour  trouver,  comme  auparavant,  l'angle  ACD,  l'angle 
BCD  et  les  segments  AD,  BD  de  la  base. 

Ce  qui  donnera  ACB  ou  C  =  ACD  +  BCD  =  156«  15'  06" 
On  aura  de  même  AB  ou  c  =  AD  +  BD  =  152°  14'  18" 
En  second  lieu,  i)renant  a'  <  90°  c.-à-d.  ===  79°  12'  10",  on 
calculera  le  triangle  rectangle  B'DC  dans  lequel  on  a  B'C  = 
79°  12'  10"  et  l'angle  B'  =  B  =  58°  08',  pour  trouver  B'CD 
et  le  côté  B'D,  ce  qui  donnera  alors  ACB' =  ACD  +  B'CD 
=  130°  54'  28"  et  c  ou  (AD  +  B'D)  =  119^  03'  26". 

Il  est  clair  aussi  qu'après  avoir  trouvé  l'angle  ACB,  on 
aurait  AB  en  faisant  sin.  A  :  sin.  BC  ::sin.  ACB  :  sin.  AB, 
et  de  même,  ayant  trouvé  ACB'  —  ACD  +  B'CD,  on  trou- 
verait AB'  en  faisant  sin.  A  :  sin.  B'C  ::  sin.  ACB'  :  sin.  AB'. 

Mais  sans  chercher  ACB,  on  aura  (1394,  2)  R  :  cos.  B:: 
tang.  BC  :  tang.  BD,  puis  (1369)  tang.  A  :  tang.  B  ::  sin.  BD  : 
sin.^AD. 

Si  la  perpendiculaire  tombe  en  dehors,  il  est  clair  qu'on 
aura  l'angle  ACB  =  BCD —  ACD,  ACB' =  B'CD —  ACD, 
AB  =  BD  —  i\  D,  et  AB'  =-  B'D  —  AD. 

Ex.  2.  Dans  un  triangle  sphôrique  ABC,  on  donne  A  = 
103»  59'  57",  B  =  46°  18'  7"  et  a  =  42°  8'  4b"  pour  trouver 
le  reste.  Il  n'y  aura  (1385,3°)  qu'une' solution,  pui&que 
sin.  B  <;  sin.  A.     Rép.  6=30°,  C=36°  7'  54",  0=24°  3'  56". 
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Sème  Cas. 

(1403)  Dans  un  triangle   sphérique   ABC  on  a  deux 
côtés  et  l'angle  inclus  pour  trouver  1©  reste. 
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Les  analogies  do  iS"ai)lor  (1380  et  1381,  3"^)  nous  fournis- 
sent le  moyen  do  déterminer  l:i  demi-sommo  et  la  donii- 
dili'érenee  des  angles  à  lu  base;  savoir: 

Cos.  h  {a  +  b)  :  oos.  h  {'i  —h)  ::  cot.^  C  :  tang.  l  (A  +  B) 
Sin.  l  {a  +  b)  :  sin.  i  {a  —  b}::  eot.  ^  C  :  tang.  h  (A  —  B) 

A  l'aide  do  cette  demi-somme  et  de  cette  demi-diiférence 
des  angles  à  la  ba-e,  on  aui'a  (363)  les  angles  eiix-ménies,  en 
ajoutant  à  la  demi-sonimo  la  demi-dillérence,  pour  avoir  le 
plus  grand  ungle,  et  on  soustrayant  de  la  demi-somme  la 
demi-difforeuco,  pour  avoir  le  plus  petit  angle,  et  l'on  placera 
alors  le  plus  grand  angle  (1182)  vis-à-vis  du  pins  grand 
côté  et  le  plus  petit  angle  vis-à-vis  du  plus  petit  côté. 

Ex.  1.  Dans  un  triangle  sphériquo  ABC,  on  donne  «  = 
68^  46'  02",  6=-  37°  10',  et  C  =  39"  23'  ;  trouver  le  reste. 

^  (a  +  6)=-52°  58'  1",  |(a  -  6)=  15°  48'  1",  i  C  =  19^  41'  30" 

Cos.  l  (a  H-  b)  52°  58'  01"  ....  comp.  ar.  log.  0.220210 

Est  à  COS.  H«  -  6)  15°  48' 01" 9.983271 

Comme  cet.  |C        19°  41' 30" 10.44G254 

Estàtang.  i(A+B)77°22'25" 10.G49735 

Sin.  ^  (a-{-  b)  52°  58'    1" comp.  ar....  0.097840 

Est  à  siu.  I  (a  -  6)   15^48'    1" 9.435016 

Comme  cet.  |  C        19«  41'  30" 10.446254 

Est  à  tang.  1  (A-B)  43°  37'  21" 9.979110 

De  là,  A  =  77«  22'  25"  +  43<^  37'  21"  =  120°  59'  46" 
et  B  =  77°  22'  25"  -f  43°  37'  21"-=  33^  45'  04" 
et  sin.  A  :  sin.  C  ::  sin.  a:  sin.  c=    43°  37' 37" 

Ou  sans  l'usage  du  complément  aritb.,  on  ajoutera  en- 
semble les  logaritbmes  des  second  et  troisième  termes,  pour 
soustraire  de  leur  somme  le  log.  du  1er  terme  ;  le  reste  sera 
le  logarithme  du  4ème  terme. 
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(1404)  Les  dojuiéns 
étant,  par  oxorrplo, 
l'angle  A  et  les  côtés 
AB,  AC,  (le  l'un  qncl- 
conqnc  C  des  anfrlos 
non  donnés,  menez  \/ 
CD  perpcndicnlairo  au  -n 
côté    opposé,   et   vous 

aurez  (1394,  2)  R  :  cos.  A::  tang.  AC  :  tang.  AD  ;  d'où,  BD 
est  connue,  étant  =  AB  — AD  ouàAB  +  AD,  suivant  que 
la  perpendiculaire  CD  tombe  en  dedans  ou  en  dehors  du 
triangle,  c.-à-d.,  suivant  que  A  est  aigu  ou  obtus.  Maintenant 
on  a  (1368)  cos.  AD  :  cos.  BD  ::  cos.ÂC  :  cos  BC  et  (1342,  2°) 
suivant  que  les  segments  AD,  BD  seront  de  même  ou  de 
diftérente  affection,  les  côtés  AC,  AB  seront  aussi  de  même 
ou  de  diftérente  afiection  ;  le  moindre  segment  AD  de  la 
base,  étant  (1352)  adjacent  au  moindre  ou  au  plus  grand 
des  deux  côtés  a  et  6,  suivant  que  la  somme  de  ces  côtés 
est,  ou  non,  moindre  qu'un  demi-cercle. 

Ayant  trouvé  AB,  on  fera  sin.  a  :  sin.  A  ::  sin.  b  :  sin.B:: 
sin.  e  :  sin.  C. 

Pour  trouver  l'un  B  des  angles  inconnus,  on  fera,  après 
avoir  trouvé  les  segments  de  la  base,  sin.  BD  :  sin.  AD:: 
tang.  A  :  tang.  B  (1369). 

Ex.  2.  On  donne  b  =  83°  19'  42",  c  =  23°  27'  46",  l'angle 
inclus  A  =  20°  39"  48'.  Ou  obtient  B  =  156°  30'  16",  C  = 
9°  11' 48",- a  =  61°  32' 12". 

4ènie  Cas. 

(1405)  Etant  donnés  deux  angles  d'un  triangle  sphéri- 
que  et  le  côté  inclus  ;  trouver  le  reste. 

Les  analogies  de  Napier  donnent  : 
Cos.  I  (A  +  B)  :  cos.  J  (A  —  B)  ::  tang.  J  c  :  tang.  \  (a  -f  b) 
Sin.  i  (A  +  B)  :  sin.  ^  (A  —  B)  ::  tang.  J  c  :  tang.  ^  (a  —  b) 
d'où  on  obtient  a  et  6  (368)  comme  dans  le  dernier  cas. 
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Ex.  1.  Dans  un  triangle  sphériqne  ABC,  on  donne  A=  81° 
yS'  20",  B  =  70°  9'  38",  c  =  SO*»  16'  23"  ;  trouver  le  reste- 
^  (  A+B)=75°  53'  59",  l  (A-B)=5°  44°  21',  |  c=29°  38'  11" 

Log.  COS.  \  (A-B)  5°  44'  21" ]....     9.997818 

4-  log.  tang.  l  c        29°  38'  11" 9.755051 

=  log.  (COS.  J  (A  — B)  X  tang.  ^  c) 19.752869 

Moins  log.  COS.  J  (A  +  B)  75°  53'  59" 9.386713 

=  log.  tang.  l{a-\-h)  06°  42'  52" 10.366156 

Log.  sin.  i  (A-B)  5°  44'  21" 9.000000 

+  log.  tang.  |c     29°  38' 11" 9.755051 

=  log.  (sin.  J(A  — B)  X  tang.^c) 18.755051 

Moins  log.  sin.  i  (A  +  B)  75°  53'  59" 9.986714 

=  log.  tang.  1  {a— h)  3°  21' 25" 8.768337 

De  là,  a  =  QQ°  42'  52"  +  3°  21'  25"  =  70°  04'  17" 

/;  =  QQ°  42'  52"-  3°  21'  25"  =  63°  21'  27" 

l'angle  C  =  64°  46'  33" 

(1406)  Autrement,  A  et  ACB  étant  les  deux  angles  donnés 
et  AC  le  côté  donné  (ce  n'est  que  pour  les  adapter  à  la  figure 
que  nous   changeons 

les    données).       On  c  C 

mènera     de     l'angle  /''''^X  /V 

inconnu   C   une  per-        ^y  \  \  o  /   V\ 

pendiculaire  CD  ;  on        /  1      \  /      h\\ 

fera  (1394,  3)  R  :  cos.      /    /^'^'^""d^^^A  /  \ 

AC  ::  tang.  A  :  cot.     ly^  ^    .        J^^ 

ACD  ;    d'où,    on     a   ^  ^=^C— -^^^ 

BCD  =  ACB  -  ACD 

si  la  perpendiculaire  tombe  en  dedans,  c.-à-d.,  quand  A  est 
aigu,  et  on  a  BCD  =  ACD  +  ACB  quand  la  perpendiculaire 
tombe  en  dehors,  ce  qui  arrive  quand  A  est  obtus.  Mainte- 
nant on  fait  (1367)  sin.  ACD  :  sin.  BCD  ::  cos.  A  :  cos.  B. 

Ayant  trouvé  B,  l'on  fera  sin.  C  :  Sin.  c  ::  sin.  A  :  sin.  i,  :: 
siu.B  :  sin.  6,  ou  si  l'on  veut  trouver  l'un,  BC,  des  deux 
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côtés,  sans  trouver  lo  troisième  angle  B,  on  fera  tomber  la 
perpendiculaire  CD,  do  l'extrémité  do  AC  adjacent  t\  BC, 
pour  faire  (1394,  3)  li  :  cos.  A'"  ::tang.  A  :  cot.  ACD,  d'où 
on  connaît  BCD,  puis  (1370)  cos.  BCD  :  cos.  ACD  ::  tang. 
AC  :  tang.  BC,  BC  étant  (1342,  »>;  >  ou  <  90^,  suivant  que 
les  angles  A  et  BCD  sont  de  môme^ou  de  différente  atiection. 

Ex.  2.  Dans  un  triangle  sphérique  ABC,  onaA  =  34'* 
15'  03",  B  =  42°  15'  13",  et  c  ^  76°  35'  36".  On  obtient  a  = 
40°  0'  10",  6  =  50°  10'  30",  C-=121°  36'  19". 

ôème  Cas. 

(1407)  Etant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle  sphé- 
rique ;  trouver  les  angles. 

Soit  à  trouver  l'angle  A. 

Menez,  de  l'un  ou 
de  l'autre,  C,  des  deux 
angles  non  requis,  la 
perpendiculaire  CD, 
laquelle  tombera  en 
dedans  du  triangle,  si 
A  est  aigu,  et  en  de- 
hors si  A  est  obtus  ;  or,  cette  condition  là  même  sera  déter- 
minée (1373)  par  le  résultat  de  la  règle  "  tang.  i  AB  :  tang.  J 
(BC+AC)  ::  tang.  i-  (BC- AC)  :  tang.  i  (BD— AD)  ou  tang.  | 
(BD  -f  AD)  suivant  que  AB  est  moindre  ou  plus  grand  que 
BD.  Donc  réciproquement,  si  le  quatrième  terme  (tang.  i  z) 
de  la  proportion  e8t<  AB  ou  quand  CD  tombe  en  dedans," on 
aura  BD  =  AB  -  AD,  et  si  a;>  AB,  on  aura  BD  =  AB+AD. 
Ex.  1.  Soit  b  =  56°  40',  a  =  83°  13',  c  =  114°  30^  on  fera 
Tang.  ^  AB*  ou  c,  c.-à-d.  i-  (114°  30')  ou  57°  15' 

comp.  ar.  log 9.8083606 

Est  à  tang.  i  (BC  +  AC)  ou  (a  +  b)  |  (139°  53') 

ou  69°  56'  30" 10.4375600 

Comme  tang.  ^  (BC  —  AC)  ou  (a  —  6)  J  (26°  33',) 

=  13°  16' 30"  9.3727818 

Est  a  tang.  |  x,  c.-à  d.  (BD+  AD)  ou  (BD  —  AD) 

.  suivant  le  cfis,  22°  34' 08. 5" 9.6187024 


>  " 
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Or,  X  =  22^  34'  08.5"  et  2  a:  =  45°  08'  17",  et  comme  45° 
08'  17"  est  moindre  que  AB,  on  aura  BD  =  AB  —  AD  ; 
mais  BI)  =  ^  AB  +  |  (BI)  -  AD)--  57^  15'  +  22°  34'  08.5" 
=  79°  49'  8.5",  et  AD  =  AB  -  BD  =  114°  30'-  79°  49'  08.5" 
=  34°  40' 51.5". 

Il  reste  à  voir  do  quel  côté  de  la  perpendiculaire  CD,  se 
trouve  le  moindre  segment  de  la  base  ;  or  cette  connaissance 
nous  est  acquise  (1352),  le  moindre  segment  étant  AD  adjacent 
au  moindre  côté  AC,  lorsque,  comme  dans  le  cas  actuel,  la 
somme  des  côtés  a  et  6  est  moindre  qu'un  demi-cercle. 

On  a  maintenant  dans  le  triangle  ADC,  rectangle  en  D, 
le  côté  AD,  et  l'hypoténuse  AC,  pour  trouver  (1394, 12) 
l'angle  requis  A. 

Soit,  tang.  AC  56°  40'  comp.  ar 9.8180347 

Estàtang.AD  34°  40'  51.5"  9.8400706 

Comme"   R  10.0000000 

Est  à  COS.    A    620  55' 43.44" 9.6581058 

Pour  trouver  les  autres  angles,  on  fera 

2°  Sin.  a  :  siu.  A::8in.  b  :  sin.  B  =  48°  31'  15.188". 

Pour  trouver  le   logarithme   du   sinus   de   A  ==  62°   55' 

48.44",  la  table  donne  pour  log.  sin.  62°  55  =  9.9495585  et 

pour   diflérence  de  1'  ou  60"  =  647  ;  on  fait  la  proportion 

60":647;:43.44":468      .  1118  :  283;:  60":  151.88" 

647  60 

30408  1118)  16980  ( 

17376  ■   1118 

26064  

.  5800 

60)  2810568  (468  5590 

240  

-^ 2100 

410  1118 

360  ..    

9820 

500          '  8944 

8764 


'#Vlî|"'  1^ 


^ém^L^^, 
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Lo^'.  Hiii.  G2"  w ii.jiinr.r.sr. 

-f  (lillrroiioo  pour  4;!. 44" 4(îH 

Lo^r.  Hiu.  A  «2'  r.:.' 4:1.44" J».î)UU{()r):î 

■]-  log.  Hiii.  6  50'  40' 1M)21"J401 

Sotimio IH.HTiniM 

~  lo;?.  RÎ!!.  rt  8a"'  13' ÎMMM'.ÎMÎIU 

^     lo>(.  Hin.  Il 5».H74r)tU12 

—  log.  moiiidro  4«  '  81' l).874r)0Tl> 

=  (îiHorouco  |»()ur  lo8  HccotidcH 2M;1 

Dif.  j.our  00"       IIIH 

dif.  2811  «m.  188" (VONT/.,  \A\\h  haut,  Ift  \>r«>l>.) 

donc,   W    . 48"  ai'  15. 188"  --  log !).874r)î)(!2 

a^  Bill,  a  :  hIii.  A  ::Rin.c  :  hîii.  C  =»  125"  18'  5(î.581". 
Voiir  trouver  lo  noinbro  do  hccoikIoh  (lui  <'orroH|)»»n(l  A  lu 
dUlrronco  51  entro  lo  K)îji:.  trouva  ot  lo  loij.  moindro  Huivaiil, 

8ît5:  «0"::5l  :  a.41U" 

Lo.u:.  «in.  A  02" '  05'  48 . 44" D . î>4!)(;or.;{ 

+  log.  sin.    r  114"  30'  ou  05^'  80' tLU5lt02l)!) 

«omuio lî) .  i»08(r282 

—  log.  Hin.  a  83"  13' î).0!l(;04!»2 

--^  log.  sin.  C î).iM  liJTîio 

—  log.  moindre  54    41' î». 01 1078!) 

=  Diitérciico  pour  Ioh  8ocondo8 ^îï 

Dif.  pour  GO" 850 

Dif.  51=84.10";  (voyez,  plus  haut,  lu  [trop.) 

doue,  0  =    54"  41'  03.410"  =  log 9.01 10700 

Sup.   0-- 126^  18' 50.581". 

4*^   Autrement.    Ou  trouveruit  aussi  l'un  quoleonipu)   W 
des  trois  angles  du  triangle  donné  ])ur  la  forniulo  (1382|  2") 
,  ,-       V  ein.  (A  s  —  a)  X  sin.  (A  6-  — c) 
I  sin. a  X  »iu. c 
i  (a  +  /;  +  c)  =  i  s  =  è  254"  28'      =  127"  11'  30" 
(i  5  -  rt)  =  127^^  ir  30"  -  83"  13'  --    48"^  58'  30" 
\l  s  -  C')  =  127"  11'  30"~114"  30'  =    12"  41'  30" 


8  p  H  Ê  R I Q  u  E .  rm 

Tn^.  Min.  (i  s  -^  n)  4:J  '  5H'  510" \).H  lir,7l9 

-f   lo^'.  Hin.    (i-s-  r)  V2    W  .".O" S).:5nH:{Hr> 

—  lo^.  (Hin.    (i  M      a)  X  Hin.  {\  s--  r)) 2)  l'J.lMlMDU 

-4-  2,-  lo^.  |/Hifi.  (i  .y  —a)  >;  h'mi.  (i  .v      r) !Kr>î)17()«17 

*  \  'Wotr.  Hiii.  f  1 11^'  :io'  -  u.yr,i»()ii'j!)  ; 

■■  l(»^.  I  mu.  a  ■:  h'mï.  (' •     lM)77'.tH(»0 

-  lo^^  Hin.  ,1  l(       lit"  ir/  87.082"  ; !l.(;i:;7207 

d'où,"  H     iH'jir  ir>.;{(;i" 

Ln  10  <|u'(ni  tMii|iniiito  i(!i,  pour  ((iio  lu  Houstrncition  puisso 
HO  liiiro,  ohI.  piv(!iKi''iMciil  lu  valonr,  (î'oHt-à-diro,  lu  Iolj.  cIo  \l 
(\\\'ou    H   i\(.%\\jj;l)   (luiiH    la    ronuuU),    lu   vulcsur   do   IC  ôtuiit 

HdppOHl'U  =»    I.     Mil    pIV)CH')(l)lllt  pur  IlOIllllICH  Iiutlin-IHOII   p(ïllt.   lo 

iiC'^liiÇi'r,  ihuIh  duiiH  lo  i'ul<;nl   [lar  lo<.,nuil limes  il  luiit  lo  l'airo 

oiitror  on  coinplo.  

,  .,      1  Vin.  i  8  X  «in.  (i*      ù) 

6"'    Ou  par  la  fbrmulO  OOH.  J    II  "-^ ;r;^:=r=::r::-_L~.r ' 

r  Hin.  n  y.  Hin.  c. 
(1382,  2'')   Fit  pur  oonipirtiioiit  iirilli. 
lo^r.  Hin.  \  .V  127  '  U'  ai)"  on  niip.  52"  48'  J'.O"     1). 001250  05 
4-  log.  Hin.  (i.s'      />)  70°  îîl'  aO" l).!)7in.'{  05 

—  log.  Hin.  a  83*'  Ki'  . .  coiiip.  ur 0.00:i050  80 

—  log.  Hin.  fll4°  ;i0'(Hup.=05%'i0')  ooinp.  ur.  _0^)I0!)77_H) 

Honiîno 11'.'.» I DO!» llTÔ 

l)cmi-HOinino=log.  coh.  \  W    24"  16'  87.045"     î).O5!)H45'80 
D'où,  B-48"  31' 15.200"  ' 

0°  Ou  sans  l'usago  du  complément  arith. 
log.  Hin.  i  .s  127"  11'  nO"  on  hui).  52"  48.'  80"     0.001250  05 

+  log.  sin.  (J  5  —  //)  70°  81'  80" J).074jll 8  05 

=■■  log.  (t>in.  4  s  X  HÏn.  [\  ^  —  /.•) 10.875008  70 

H-  2,—  log.  I  ' HuiT'ITxrH'iMi'.s^l^)    0 . 087881  85 

,,  .       .     f      log.  Hin.  a  88^^  18'=0.0!)00402  1 
Moins  t   \-|-tog.Hin.cll4°  80'    0.0050220/ 

=  log.  i/hui.  a  X  «in.  c  = 0.077080  00 

=  log.  C09.  \  B  -  24°  15'  87 .045" i!l'*''^^5Î^ 

D'où    B- 48°  31' 15.290"  ^ 
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(1408)  Lï'lèvo  u'oubliem  ]v,\h  qno  les  dillercnces  cntro  los 
rt'RullatK  ol)t(MiUH  do  trois  inimiores  dirtV-rontoH,  pour  l'angU;  B, 
Bttvoir  48^  nV  16.188",  48^  ai'  15.ÎJ04",  et  48'^  31'  15.290" 
est  duc  cil  partie  A  riiioxactitudo  piirtiollc  du  dernier  eliiilre 
déeiiiml  dcH  logarithinca  et  nu8si  eu  [»artie  à  la  niuiiièrc  non 
rigourcuBonicut  correcte  d'obtenir  les  ncconde»  par  les  dit- 
férenccH  entre  Ich  logarithinen,  et  rocipro«picinent  Ion  dif- 
fércnccH  des  logaritlimes  i)ar  les  secondes.  Mais  ccsdiU'crcn- 
ccs,  coinine  on  le  volt,  ne  s'Ctendent  qu'aux  décimales  do 
secondes  (pic  l'on  peut  souvent  négliger  tout-à-fait  excepté 
dans  les  cas  d'une  extrême  précision. 

Ex.  2.  On  na  =  40°  18'  29",  b  =  G7°  14'  28",  r  =  89°  47' 

6".     Ou  obtient  A  -  34"  22'  16",  B  =  53«  35'  16",  C  =  119" 

13'  32". 

6ème  Cas. 

(1400)  Etant  donnés  les  trois  angles  A,B,0,  d'un 
triangle  sphérique  quelconque  ;  trouver  les  trois  côtés. 

Acetettct,  l'on  procédera,  inditl'éremmont,  soit  à  la  manière 
du  par.  (1383)  ou  pur  la  formule  (1383,  2*^)  qui  donne,  par 
exemple,  le  cosinus  do  la  moitié  de  l'un  quelconque  des  trois 
côtés,  pour  trouver  ensuite  les  deux  autres  cotés,  par  la 
menu  formule,  ou  par  les  rapporta  entre  les  sinus  des  côtés 
et  le.^  sinus  des  angles. 

Ex.  1.  Dans  un  triangle  spbériipio  ABC,  on  donne  A  = 
48°  30',  B  --- 125°  20',  0  =  62°  54'  ;  soit  a  trouver  le  côté  a. 

^  r        1        v/c(^(ï«=niyx^H:iï8^=^) 

On  fera  cos.  ^  a«=  K  /  r    ,,        .     ,. 

V  siu.  B  X  Bin.  (J 

l  (A-i-B+C)=J  H*^l  (48°  30'-f  125°  20'4-02°  54')--118°  22' 

(^ÎS_A)  =  118^  22'—   48°  30'=-     69°  52' 

(I  s— B  )  =  IIS''  22'  —  125«  20'  -- —       6"  58' 

(j  s— C)  =  118°  22'—    62°  54'  = 55°  28' 

log.  COS.  (I  8  —  B)  —   6w  58' 9.9967817 

-f  log.  COS.  (^  S  —  C)     55°  28' 9 .  7534954 

=  log.  [côTiJ  H  —  B)  X  coh;  7iT ^=^] 19 .  7502771 

-:-  2,=  log.  Kcot.;  (i  S  — B)  X  C08.  (J  8— C)  ..     9.8751385 
+  log.  K 10.0000000 
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«  log.  (K  |/  cohT  (i  H  —  ïi)  X  coH.  (J'H  —  ()'))  . .   in.875tîî8r, 
ivioiHH  A    ^  ^  1^^^^  ^jij  ^,    ^2''  r>4'  =  Q.\)VM\m  / 

=  log.  iHiïûïï  /ThiuTT !  — 0 . !»aO.', 301 


I  •  •  •  •    •  • 


•    t  •  •  •  •  t 


9. 1)4459  W 


=  log.  C08.  |ri    28^^19' 48" 

IToii,  cotô  a  ==  5<i'^  :J9'  {]('." 

Et  (lo  inOnio  on  tronvo  />  =  114"  29'  58",  c  -~--^  83°  12'  00". 

Ex.  2.  DutiB  un  triangle  «phuriquo  AHC,  on  «lonno  A  = 
1()9%55'42",  15  =  11G"'38'33",  C  =  120^  43'  37",  pour 
trouver  lo  rcsto. 

Rép.  a-: 98"  21'  40",  i»=  109"  50'  22",  c  =  115"  13'  20". 

(1410)  Il  est  bon  niaintoiinnt  do  disposer^  bouh  forme  do 
tableau,  comme  on  l'a  fait  (1394)  pour  le  triangle  HplifiricpiG 
rectangle,  les  divers  cas  du  triangle  Hijliérique  obli(|iic-angle  ; 
afin  de  pouvoir  y  réfûrer  au  bcHoin  et  d'y  trouver  d'un  coup 
d'oui  la  formule  à  employer  pour  résoudre  le  prol)lèine 
donnô,  et  déterminer  on  mémo  temps  l'ailbetion  (1334)  dos 
éléments  (pii  vont  à  l'énoncer. 

A  cet  effet,  et  pour  éviter  toute  fausse  concision,  il  est 
nécessaire  de  se  rappeler  rjuo  : 

1^  (1148)  (Uiacun  des  cotés  du  triangle  spiiéri(pio  est 
censé  moindre  cpi'uno  demi-circonférence  ou  que  180^. 

2"  (118G)  Cbacun  des  angles  du  triangle  spliérique  est 
moindre  «[uo  deux  angles  droits  ou  ({uo  180*^. 

3*^  (1164)  Obacun  des  côtés  du  triangle  sphéri<pio  est 
moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

4^  (1167)  La  somme  des  cotés  du  triangle  spliériquo  est 
moine!: G  qu'uno  circonférence  entière. 

5°  (1182)  Dans  tout  triangle  sphérique,  le  plus  grand 
cote  est  opposé  au  plus  grand  angle,  ot  lo  plus  petit  coté  au 
plus  petit  angle  et  récijjroquement. 

G'-^  (1186)  Ltt  somme  des  trois  angles  do  tout  triangle  spliéri- 
que  est  moindre  que  six  ot  plus  grande  que  deux  angles  droits. 

7*^  (1190)  Lo  trirnglo  sphériciue  peut-ôtro  bi-  ou  tri-roc- 
tanglo,  bi-  ou  tri-obtus-anglo. 
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On  pont  nnm  r^mxuho.  Iob  quntro  promicrn  cm  du  trinnplo  pplicl'riquo 
ol)li(juo-nnf^lo,  à  l'uido  dos  (pintro  formulas  do  riirticlo  (1381)  et  les 
doux  dornicrH  cns,  à  l'aide  dos  tbrinulos  (1382,  2'^)  et  (1383,  2^) 
c.-iV-d.,  les  six  cfiH,  Hnnfi  faire  UBaj^odu  triangle  rcctanj^lo,  ot  l'on  so  servira 
à  volonté  dcfl  fnrnmios  du  tableau  ou  do  cellos  ({u'on  vient  d'énumdrcr. 

(1412)  Lo  dernier  tableau 

i  c 


peut  encore  n'exprimer  coniino- 

dt^nicnt  do  la  ninniùro  Huivanto, 

en   dési^;nant    par  n   lo    côté 

opposé  A,  l'anglo  A,  par  h,   lo 

côté  opposé  i\  l'aiiglo  13,  par  c, 

le  côté  opposé  i\  rimglo  C,  par  m  ot  n  les  segments  BD,  AD  de  la  base 

et  par  a;  ot  y  les  segments  BCl),  ACD  de  l'angle  vertical. 


> 
0 


DONNÉS. 


IVux  côtés  a 
et  b  et  lin 
angle  A  op 
poHé  à  l'un 
d'eux. 


B 

<y 


H 


Autre  tableau 
pour  la  SOLUTION  du  triangle 
8phériqi<o  oblique-angle. 


Sin.   n 


pin.  b  X  sin.  A 
sin.  a 


Wo. 


V, 


Trouvez  y,  tel  (pie  eut,  y  ~  coh,  b  x  tang.  A,   et  .r, 

.  I     uiorfl  G  =  .r  4- 

cos.  y  X  tang.  o 

t"lqueco8.  .r--^ ,^-       „^      ;       2/f>"-'P-2/, 

lang.  o  piiivrtiit  le  en-. 


Trouvez  n,  tel  que  tang.  n  =  tang.  6  x  cos.  A,     eti 

COH.  b  *» 

c  =  TU  I-  n,  ou  c  =  m  -  n,  suivant  le  cas. 


cos.rt  X  COS.  n 
trouvez  m  tel  que  cos.to  =  —  „,:.  1,  -    > 


Doux  angles 
A  et  H  et 
un  côté  b, 
opposé  û 
l'un  d'eux. 


a 


Sin.  01 


sin.  6  X  sin.  a 
sin.  li 


Trouvez  n,  tel  que  tang.  n  =  tang.  6  x  cos.  A,  eî 

sin.  n  X  tang.  A       , 
m  tel  que  sin.  TO  = ^^^^^^  |j        i  ^'^^^^^ 

c  =  nt  +  n,  ou  c  =  m  -  n,  suivant  le  cas. 


Trouvez  y,   tel  que  cot.  y  =  cor.  &  x  tang.  A,    et 

sin.  y  ■<  cos.  B  •      , 
X  tel  que  em.  .r  = j^t !     alors 

C~x  +  y,  ou  C  —  .r  -  y.suivant  le  can. 
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më 
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bn\ 


»..-' 


n 


Si 


DONNÉS. 


I 


Deux  (.■  viés  fo 
rt  r  et  l'iiii- 
glo  inclus  A 


B 


Suite  du  tableau 

pour  la  SOLUTION  du  triangle 

iphérique  oblique-angle. 


Trouvez  n,  (cl  que  tiui}<;.  n  -   taiijî.6  x  coh.  A  ;  alors 

pin.  n  X  taiij;;.  A      /ou,    Huivunt    le 
tan«.  B=— -j,j  ^^7^p.    (^     cas,  c  I- n. 


!Vo. 


a 


Trouvez  n,  tel  que  tang.  n  —  tang.b  x  ooij.A  ;  alors 
~  '    (  vant  le  cas. 


COS. 


cuH.  n 


<t 

5 


UcJix     nnjïlos 
A  Pt  V  et  Ir 
côté     coin 
pris  6. 


a 


Trouvez  y,  tel  (pie  cot.  y  ---  coh.  b  x  tanj^,  A  ;  alors 

taniï.  ôxeoH.   y     /ou,  suivant  le  ca.s.N 
"^'"■'•'^-^     eus.  (Ci,)     •    (  CI- y.         'j 


U 


5 

« 


Les  trois  côtés 
a,  b,  c. 


Trouvez  y,  tel  que  cot.  y  =  cos.  b  x  tang.  A  ;  alors 

COR.  A  X  sin.  (C  -  y)      /ou,0  +  y,  nui 
sin.  y  l  vunt  le  cas. 


COH.  H=---        — . 


10 


ou 


Soit  a  I  b  +  c  —  8. 

Sin.  i  A  -:  Vain.  (^  ■■>  -  ^Tx"^^!  s  ~C)' 
VhIu.  6  X  sin.  c 

Cos.  i  A  =  ^^win.  ^ax8in.(ia-a) 
Vfiin.  b  X  sin.c 


11 


Ci 

« 

B 

s 


I.CB  trois  an- 
gles A,B,C. 


a 


Soit  A  +  B  +  C  =  S. 

Sin.  i  a  =  VcÔh^XhITc"^.  (  Ji-S^TI). 
Vain.  S  X  sin.  C 

ou  Cos.  i  g  =  Vcos-  (fj^  -"BT^~c^  (4  S  ^^ 
Vbin.  B  X  ein.  C 
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l^le 


L  ;  alorh 


i\0. 


H)t    Ic\ 

7 

^n.      ) 

;  ulurt4 

t,  siiiA 

8 

lîUH.      i 

;  uloFH 

BcuaA 

9 

;  olorH 

t,  NiiiA 

10 

cas.  j 

II 


(-') 


12 


C1413)  Apri^fl  nvoir  ohtonn,  i\  l'aido  »îo«  formuloB  do  co  tnWfifin  ou 
du  domicr,  tm  ati^lo  oppoa(!  iV  un  crttd  donnd  ou  un  crtté  opposi')  iV  un 
anp^lo  donnd,  ot  oonnaisnant  l'un  quelconque  dos  nutros  aufrlos  ou  dos 
autres  ofitds  ou  deux  quelconques  d'entre  ces  angles  et  ces  oôt<îs,  il  suffit, 
pour  d(5tcrniincr  les  autres  inconnues,  de  se  rappeler  qu'on  a  dans  tous 
les  cas  (1366)  flin.  A  :  ain.  a  :  :  sin.  B  :  sin.  h  :  :  sin.  C  :  sin.  c 

2°  Remarquons  aussi  que  dans  les  formules  11  et  12,  de  co  tableau, 
l'analopfie  fait  voir  do  suite  comment  on  cliangerait  do  nom  les  données 
qui  s'y  trouvent,  aGn  d'adapter  ces  formules  aux  autres  angles  B,  C  ou 
aux  autres  côtés  h^  c,  suivant  le  cas. 

3***  Il  est  clair  (1263)  que  la  division  par  II  est  sous-cntenduc  dans 
les  expressions,  cos.  />Xtung.  A,  et  cos.  Axtati^.  />,  des  formules  2,  3,  5i 
G,  7,  8,  i)  et  10  des  quatre  premiers  cas  du  tableau  ;  en  effet,  ces 
expressions  sont  des  carrés  ou  rectangles,  c'est-à-dire  (333)  dos  surfaces, 
puis(jue  chacune  d'elles  résulte  do  la  multiplication  do  deux  ;^nes,  eos.  6, 
tang.  A,  et  cos.  A,  tang.  h,  l'une  par  l'autre  ;  or,  les  quantités  .jot  ,  oos.  x, 
tang.  n,  cos.  m,  etc.  no  sont  (juo  des  lignes  et  no  sauraient  n  coi.flOquencc 
être  égales  aux  surfaces  dont  on  vient  de  parler,  puisqu'on  ne  peut  (26) 
comparer  ensemble  des  quantités  do  différente  espèce  ;  mais  en  divisant 
par  11,  (terme  ou  diviseur  linéaire)  les  rectangles  ou  surfaces  dont  il 
s'agit,  on  a  (349)  pour  quotients,  des  lignes,  co  qui  rt-id  alors  de  même 
espèce  et  permet  do  comparer  les  quantités  do  chaque  côté  du  signe  (  -  ) 
d'égalité.  Cependant,  comme  on  l'a  déjà  vu,  la  division  par  1  (l'unité) 
ne  change  aucunement  la  valeur  des  cxpresssions  cos.  h  X  tang.  A,  cos. 
A  X  tang.  h  ;  d'où  il  suit  qu'on  peut  négliger  la  division  par  II  quand 
H  ■^- 1. 

4°  Il  est  de  même  évident  que  le  facteur  ou  multiplicateur  R  est 
sous-entendu  dans  les  quatre  formules  (11  et  12)  des  deux  derniers  cas 
du  tableau,  et  pour  une  raison  analogue  à  celle  qu'on  vient  d'indiquer  j 
car,  les  numérateurs  et  dénominateurs  de  ces  quatre  fractions  sont 
évidemment  linéaires,  chacune  do  cos  huit  expressions  étant  la  racine 
carrée  d'un  rectangle  ou  surface  ;  or  la  multiplication  do  chacune  des 
quatre  fractions,  c'est-à-dire,  do  leurs  numérateurs  linéaires,  par  un 
facteur  linéaire  II,  en  fait  un  rectangle  et  ce  rectangle  divisé  par  un 
dénominateur  linéaire,  donne  pour  quotient  une  ligne;  co  qui  rend 
encore  do  mCrae  espèce  chacun  des  membres  des  quatre  équations  dont 
il  s'agit  et  donne  à  ces  formules  leur  raison  d'ôtre. 

\i^  Ce  tableau  est  donc  surtout  adapté  au  caUml  par  nombres  (bIdub, 
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etc.)  naturels,  où  lo  niyon  est  censd  dgal  à  runit(5,  ce  qui  dispense  do  lo 
faire  entrer  rn  compte  ;  mais  l'on  peut  s'en  servir,  tout  do  même,  en 
prooudant  par  logarithmes,  puisqu'il  suffira  dans  ce  cas,  pour  diviser 
par  11  les  expressions,  cos.  b  X  tang.  A,  et  cos.  A  X  tang.  h,  de  diminuer 
do  10  la  caracttVistique  du  Jogarifhme  do  chacune  d'elles,  et  (jue  de  même 
l'on  n'aura  qu'a  augmenter  de  10  la  caractéristique  des  logarithmes  des 
quantités  ù,  la  droite  du  signe  d'égalité,  dans  les  formules  11  et  12  du 
tableau,  pour  obtenir  lo  logarithme  de  la  quantité  à  gauche  du  signe. 

(1414)  Quant  aux  fractions  de  secondes,  qu'on  a,  d'ordinaire,  négligées 
dans  le  calcul  des  quelques  exemples  do  triangles  sphériquos  etrectiligncs 
do  c  livre  et  du  dernier,  on  peut,  au  besoin,  les  faire  entrer  en  compte, 
comme  dans  le  cas  des  distances  ou  parallaxes  des  étoiles  fixes,  etc.,  en 
60  servant  à  cet  effet,  de  tables,  comme  il  s'en  trouve,  calculées,  à  la 
seconde,  ou  au  moins  pour  tous  les  5  ou  10  secondes,  et  allant,  ainsi  que 
les  autres  facteurs  on  éléments  nécessaires  au  calcul,  à,  un  nombre  de 
décimales,  plus  grand  que  celui  qu'on  trouve  dans  les  tables  ordinaires  ; 
ce  qui  est  surtout  nécessaire  pour  les  quelques  j)remiors  ou  derniers 
degrés  du  quart-de-ccrcle,  à  cause  du  trop  ou  du  trop  peu  do  variation 
dans  les  longueurs  respectives  des  lignes  trigonométriques  de  trôs  petits 
ou  de  très  grands  angles,  (1300  et  1301). 

(1415)  Il  est  nécessaire  de  remarquer  que  dans  l'application  pratique 
de  la  trigonométrie  sphérique,  il  est  assez  rare  que  l'on  ait  i\  considérer 
des  triangles  dont  les  côtés  excèdent  le  quart-de-circonférence,  et  au 
contraire,  dans  la  triangulation  à  faire  pour  relever  la  carte  géographique 
d'une  partie  de  la  sphère  terrestre,  c'est  i\  peine  si  les  côtés  des  triangles 
composants  excèdent  ou  atteignent  même  un  seul  degré  (le  degré  est  de 
60  milles  ou  de  20  lieues  nautiques,  chaque  minute  de  la  circonférence 
de  la  terre  étant  un  mille  nautique  ou  astronomique).  On  aura  donc 
rarement  à  considérer  les  affections  des  côtés  d'un  triangle,  ce  qui 
simplifiera  d'autant  l'intelligence  des  opérations  et  en  diminuera  le 
travail. 

(1416)  Il  résulte  aussi  de  la  petitesse  comparative  des  triangles,  eu 
égard  aux  dimensions  de  la  sphère  terrestre,  dont  la  surface  est  presque 
plane,  excepté  pour  des  distances  assez  considérables,  que  la  somme  des 
trois  angles  d'un  de  ces  triangles  sphériques,  excède  rarement  de  plus  de  la 
fraction  d'une  seconde,  la  somme  (180°)  des  angles  d'un  triangle 
rectiligne,  et  il  existe  une  méthode,  démontrée  par  Legendre,  de  déter- 
miner cet  excédant  par  une  formule  assez  simple  dépendant  de  la 
Burface  même  du  triangle  à  résoudre. 
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2°  On  repartit  alors  également,  c'cBt-à-diro,  pour  un  tiers,  sur  chacun 
des  trois  angles  à  estimer,  l'excédant  ainsi  obtenu,  et  cela,  soit  en  plus  ou 
en  moins,  suivant  que  l'on  vont  changer  les  angles  du  triangle,  considé- 
ré comme  rectiligne,  en  angles  splu'riques  correspondants,  ou  que  l'on 
désire  substituer  au  triangle  considéré  comme  sphérique,  le  triangle 
rectiligne  de  même  nom  ;  car  dans  la  pratique,  et  iiiêmo  avec  des 
instruments  assez  grands,  on  ne  peut  guùre  porter  l'exactitude  des 
observations  faites  sur  le  terrain  au-delà  des  secondes,  ce  qui  nécessite 
d'avoir  recours  au  calcul  pour  corriger  les  angles  observés  et  les 
traduire  à  volonté  do  spb('ri(|U(!s  en  rectiligncs  ou  do  reotilignes  en 
sphériques,  suivant  que  l'on  désire  procéder  d'aprrs  la  supposition  que 
la  surface  i\  relever  est,  propreuKMit-dite,  sphérique  ou  convexe,  ou  qu'on 
regarde  cette  surfiee  couiiiio  eelle  d'un  polyèdre  (939)  iiifinitaire,  c.-à-d., 
d'un  polyèdre  ayant  pour  hurtaee  latérale  une  infinité  de  triangles 
rectiligncs. 

3°  La  formule  do  Legcndre  pour  l'excédant  sphérique  en  secondes 
est    --.j—ll"  :  où  S  est  la  surface  du  triangle,  et  R  le  rayon  de  la  terre. 

Considérant  la  terre  comme  une  sphère  parfaite  d'un  rayon  de 
20,921,400  pieds  anglais;  une  seconde  d'espace  ~  (20,021,400  X  3. 
14159  X  2  ^  131,453,000  =  circonférence)  h-  1,290,000  (nombre  do 
secondes  dans  3tJ0°)  =  101 .43  pieds,  (101 .43)''^=:  le  nombre  de  pieds 
carrés  dans  une  seconde  carrée.  11"  est  le  rayon  exprimé  en  secondes 
et  vaut  par  consé-iuent  (1,290,000"  ^  3.141592G) -v- 2  r=r  20G264.8. 

L'expression^^,  R"  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,      ^  '  devient 


donc 


R- 

surface  du  triangle  on  pieds 


R^  --  R" 

ou,  en   logarithmes,  log. 


(101 .43/"*  X  (200204  .B)'-^  --  200204.8 
surface  — 4.01 2332iS  —  5.3144251  ^-  log.  surf.  —  9.3207579  ==  log. 
de  l'e.xcédant  sphéri(iue  en  secondes;  (4.0123328  étant  le  log.  de 
(101 .43)2  et  —  5.3144251  la  différence  entre  le  log.  —  10.6288502  de 
X  (200204.8)2  et  le  log.  —  5.3144251  de -f- 200204.8). 

4°  Ex.  Soit  un  triangle  dont  la  somme  des  angles  observés,  au  lieu 
d'excéder  180°,  comme  il  devrait  en  être,  (car  tout  angle  horizontal 
observé  est  essentiellement  sphériiiue,  et  dans  tout  triangle  mesuré  sur  la 
surface  de  la  terre,  la  somme  des  trois  angles,  si  on  les  a  observés 
correctement,  doit  nécesssairemcnt  (1 186)  excéder  180=')  est  au  contraire 
moindre  que  180^^  dune  deuii-seconde  ;  soit  1.29"  l'excédant  sphérique 
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onlcuk<,  il'npr»^»  \n  formulo  cm'on  vioiit  do  doniior,  rorrour  «rohwrviition 
iMant  pur  ooitHi^iiuont  de  l  .7U".  l'n  liorM  tlo  ooHo  «>rnMir  iiimil«>  i\ 
oliiKMin  di's  nii^loN  oltNrrvi^'*,  Iom  corri^o  oiniiinn  aiit^l(<r«  d'un  lritiii)(lo 
iiplu<rii|iu»,  ot  un  (iorn  do  roxtVdinit  Hplu^riqiu*  1  .2!)"  di^duit  do  olui»  uu 
d«  oos  iin^loH  Hplu^ri<|uoN,  iiiusi  oorrim^n,  Ion  o«»uvoitit  on  inigloH  d  nu 
trinuf^lo  rootiliguo  ayiuit.  pcuir  oôU<m  K's  ourdoM  don  nrcM  <|ui  norvont  do 
oAtoH  au  trinngio  Npli(^t'i(|uo  oori'OHpotidaut.  (|t  tiiiut  lu  houiuik  des  auglox 
ont  180*^,  ODUiino  on  lo  voit  par  I  oxouiplo  oi-dtwmuiM. 


Aiiglea  obser- 
vas. 

• 

Tlem  de 
l'oiieui. 

Angle*  eph. 

COIligt^S. 

Tiers  dn 

l'rtXoAd.    Npll 

Anf  les  mot. 
l'uitigi'a, 

A,'<ft^':.r:»7" 

»   .r.!»7" 
1-    :.ii7 

if.^  f.>':a,r.it7" 
Mf»  '2:»  f.H.ftit7 
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■IH  ;»!»  21. tu;/ 
Hri  25  f.H.hir 

\1[)  f»i»  M»  :. 
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1  MO    0     0 

loi,  ou  a  di^duit  do  oliaipio  auj^lo,  lo  lior.s  do  l'i'xot'daul  Mplit'i  i(|nc  ; 
mais  ou  aurait  pu  oaloulor  oot  oxoôdant.  pour  clia((Uo  an(:;lo  «('•pan'iiu'iil, 
eu  riHluisaut  Ioh  au;;los  du  triuu^lo  ^<|)llori<plo  aux  anj;loM  forinÔM  par  Ion 
oordoH.  Aiu;u,  il  y  a  trois  uiodos  doNolutiou  pour  Ioh  j^randH  trianj^los 
d'un  rolovo  gi^odô,si(|uo  :  d'abord,  ou  Ioh  oaloulant  oouiintt  lriaui.li'H 
Hplu'^riquoH  avec  los  anglos  nplu'ritpios  iiorri^;oH  ;  puin,  on  Ioh  roj^ardaiif, 
cuuiuu'  triaufilos  rootilij;uos  uvoo  Ioh  nngloH  dos  oordos  :  ouliii,  par  la 
ntôthodo  do  |jO<;ondru  (pli  uousÏHto  i\  diuiinuor  olwupuuiu^lo  du  tiorsilo 
roxo(>s  Hplioritpio;  ootto  dorui(Vo  uiôtliod»^  i^aiit  do  l»oauooup  la  plus 
expi^ditivo.  Pann  "la  baso  du  syst^uio  uiôtritpu*  "  ou  a  oaloiili'«  los 
cotoH  dos  triangloH  par  ohaouno  dos  trois  uiôtliodos.  Dans  K;  rtlovi-  do 
l'Auglctorro,  on  a  proctVlo  par  la  «ocondo  niOlliodo  et  on  a  vOiilio  Ioh 
cuIouIh  par  la  troisième. 
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(I  IIY)  Il  ii'cHt  |iiiH  iniililr  do  rcnicillir  iiiiiiiili'niinl  et  <lc  pr^Hctilfr  nniin 
iiiH'  l'uniu'  phiM  Hiii'tMiu'If  II  <  «livcrHCH  liiriiiiilfH  tni  ny^\iH  (|m  (ui  Iriiil  an 
calt'iil  iIcH  HiirlUi'i'H  i>l,  vnliiiiK'M  ijcM  ilivcrH  tiurpH  cl  ll;{iircH  ilunl.  il  ii  bil\ 
jnM|ii'ici  (picHtinii.  Un  rriHciiililo  île  (U'Ilo  Morli-  pcriiicllra  ilc  rMïircr  pliiN 
aif</Mii('iit  li  r,(>H  rt\'Ji'»,  jMMir  y  trniivnr  il'iiii  c.niipd'd'il  (îcIIc  ijniil.  oii  aurait 
lioHiiiii,  cil  A^rfinl  an  pruliUtini'  i^  rtiHninln',  et  ipi)'|i|ii<>M  «'xcmpIcH  prali<pH-H  iIi-h 
(livcrH  cas  tnrllra  l'nliivc  pins  an  l'ail  dn  pmcùlA  il  nnivrc  punr  arriver  un 
r^^Mnllal  voiiln. 

(I UN)  D^tlcnnincr  nnn  Hiiriiuti'  on  nri  vdintnc,  r'cHi,  coiniMo  (mi  la  vu 
(!i:i«l  <'l  lOI'l)  Imnvcr  le  iiitnihro  de  IuIh  (pin  ccMc  Hurtaco  on  volntnn 
coiiticiil  une  anlrc  HiirliUM*  on  volnmi'  <pi<'  l'on  |>r(!nil  pour  unité  do  tncHiiro 
C^l).  Ainni,  ipiand  on  dit  (pt'uiic  toi^tM-arrùi' contient  . '10  pM'dH  uarr/iH,  il 
ranl  (Milcndri*  «pic  i'nniUi  de  ineHiirc  ohI  jr  pied  carrû  <•!  ijuc  relit;  nnitû  eHt 
conleiiiii  ■{((  liiin  dann  la  toim*  uarr^M-,  la  loine  jin/taire  èlani  de  <i  pied^,  v.l 
fi  X  r>  :!i.  Do  niôiiie,  h\  lu  IuIho  unimpie,  contient  21(*  piedH  culieH,  c'chI  «piu 
le  pieil  c»l)e  «'mI  duiiH  ce  cuh  l'nnitft  prine  pour  ineHure  ot  <pi(f  (iette  unité  ont 
contenue  '21  <>  l'oiH  datiH  la  toine,  la(|nei!(!  étant  de  (i  piedH  linéuireH,  Hori 
volniiie  eHl  (lOIN)  0  x  0  x  (1  'iH'i  ;  o\  ni  le  inctn!  culiiqne  contient  1000 
duci mutreM  cubeH,  u'uul  que  l'unité  de  inebure  eut  le  Uéui-melre  cl  que 
lOx  lOx  10  =  1000. 
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TOISÉ 


(1419)  L'iuiité  lie  nusurc  qu'il  convient  d'employer  e«t  d'ordinaire  le 
carré  ou  le  culte  (suivuut  le  cas)  dont,  le  côié  est  (33$  et  10I4)  l'uiiiié 
linéaire  qui  a  servi  à  étalilir  les  dimensions  linéaires  de  la  figure  à  estimer  j 
luais  il  est  clair  que  rien  n'empêche  d'estimer  en  mètres  ou  en  ver<:;es  carrés 
la  surlace" d'une  %ure  dont  les  dimensions  seraient  exprimées  en  pieds  ou  en 
pouces,  etc.  ;  et  de  même  il  fera  indillérent  d'exprimer  en  pie<ls  culies,  en 
mètres  ou  en  toises,  etc.,  le  continu  d'un  corps  ou  solitle  dont  les  dimensions 
linéaires  seraient  ilonnées  en  verges,  en  pieils  ou  en  pouces,  etc.  ;  faisant 
attention  seulement  aux  réductions  nécessaires  pour  traduire  les  élénients 
doiuiés  en  éléments  d'un  autre  nom,  c'est-à-dire,  d'une  valeur  dillérente. 

Arrêtons  nous  d'abord  v.n  toisé  des  surfaces. 


lA  , 


lifef  .•  ^'  • 


FEOBLËME  I. 

Déterminer  la  surface  d'un  carré,  rectangle,  losange, 
rhombe  ou  parallélogramme  quelconque  (*). 


n 


G 


(I430)  RCOr^E^  I.  Multipliez  la  hase  (tHri)  par  la  hauteur  {IfiO) 
et  le  produit  sera  la  surface  voulue  (333  et  3-11). 

Ex*  1.  Quelle  est  la  surface  d'un  carré  dont  le  côté  mesure  204.3 pieds? 

RÉi».  4 1738. 4 i)  pieds  carrés. 


(*)  Ces  figures  se  rencontrent  partout  dans  la  pratique  du  mesureur, 
géomètre,  arpenteur,  toiseur,  etc.  ;  ainsi,  le  panjuet,  planclier,  ou  plat'ond,  ou 
l'un  des  pans  d'un  appartement  ou  d'une  pièce  quelconque  sera  d'ordinaire 
un  carré  ou  un  rectangle.  Il  en  sera  de  même  d'une  porte  or  d  une 
fenêtre  dont  une  partie  au  moins  sera  rectangulaire,  et  l'on  n-trouvera  encore 
"olte  ligure  dans  la  surlace  dévelopjiée  d'une  jnue  de  porte,  de  feîiètre  ou 
ue  toute  autre  ouverture  qui  serait  cintrée  sans  être  ébrasée  ;  ainsi  que  dans 
le  développement  du  pourtour  d'une  pièce  ou  d'un  appartement  quelconque 
dont  le  pian  serait  nn  cercle  ou  tout  autre  figure  curviligne  et  dont  il  sera 
toujours  facile  d'obtenir  avec  assez  d'exactitude  les  dimensions  curvilignes 
à  l'aide  d'un  galon,  si  la  surface  à  estimer  est  convexe,  ou  au  moyen  d'une 
tringle  assez  mince  pour  pouvoir  s'ajuster  à  la  surlao»  concave  à  estimer. 
Pour  ce  qui  est  du  parallélogramme  oblique-angle,  on  rencontrera  souvent  de 
ces  surfaces  à  l'endroit  de  deux  courses  superposées  d'escaliers  île  même 
inclinaison.  Les  subdivisons  des  ter.'itoires  en  cantons,  lots  et  parcelles, 
atlectent  aussi  pour  la  plupart  des  figures  de  cette  sorte. 
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2.  Quel  est  le  nombre  de  carrés  (le  carré  est  de  10  x  10  =  100  pieds 
carrés)  dans  un  plancher,  plufoml.  colonibii{^e,  lanibris,  couverture,  etc. 
rectangulaire,  dont  la  longueur  -GO  pieds  et  la  largeur  35  pied>i?  Rci>>  21. 

3.  Quelle  etît  la  superficie  d'un  parallélogramme  dont  la  ba:Je  égale  12.25 
et  la  hauteur  8.5?  Ilep.  1 01 . 1 25. 

4.  Combien  de  verges  carrées  de  pcinturage,  dans  un  rectangle  dont  la 
base  est  de  66.3  pieds  et  la  hauteur  33.3  pieds  ?  Rc'p.  215.31. 

li.  Déteri!>iner  la  superficie  d'une  planche  rectangulaire  dont  la  longueur 
est  12^  pifds,  d  la  largeur  1)  pouces?  Rvp.  t  g  p.  c. 

6.  On  demande  le  nombre  de  verges  carrées  de  tapisserie  nécessaire  pour 
couvrir  un  parallélogranjuie,  dont  la  base  est  de  37  pieds,  et  la  hauteur  de 
5  pieds  3  pouces?  Kep.  2l|^j. 

7.  Combicii  de  pieds  carrés  de  vitrage  dans  une    (cnélre  rectangulaire 
ayant  75  p(juces  en  hauteur  sur;î75  pouces  en  hirgeur?  Kit'P»  75  x 
37^^144  ^i'J  pieds  carrés  76. i  pouces  carré.s  =  l'J.  j$f  -  19  53125  pieds; 
ou  6'.3"x  3'.l.i"  =  li).6i  =  ll).^f;^=I9g>=19.53  ou  19,1  P-  «-à  IK'U  prè.s. 

H.  Combien  de  pouces  carrés  de  dorure  faudra-t-il  pour  couvrir  une 
surface  dont  la  longueur  est  de  3  pieds  3  pouces  et  la  largeur  développée 
ou  périmètre  de  13  pouces  ?  Kep  507. 

9.  Quel  est  le  nombre  de  pieds  surperficiels  dans  l'en.semble  des  moulures 
d'une  corniche  en  pierre,  en  bois  ou  en  plâtre,  etc.,  dont  la  longueur  e.-t  de 
60  pieds  7  pouces  et  la  largeur  développée  ou  contour  de  3  i)ieds  .'5.\  pouces? 

I&cp.  199, '2  (à  très  prè^)  p.  c. 

REM.  Ces  largeurs  développées,  contours  ou  périmètres,  s'obtiennent 
au  moyen  d'un  fil  ou  galon  que  l'on  ployé  autour  des  diverses  moulures, 
dans  une  direction  perpendiculaire  09G  ou  998)  à  leur  longueur. 

10.  On  demande  le  nombre  de  verges  carrées  de  vomis  sur  une  porte  dont 
la  hauteur  est  de  7  i  pieds  et  la  largeur  développée  (on  mesure  autour  de 
toutes  les  nioulures,  etc.)  de  3  pieds  11  pouces?  Rcp.  3  v.  c. 


2V/p.  c. 
peu  près. 


3  v.  c.  2.375  p.  c.  =  3 .  *i^3-'-i  v.  c.  =  3.26.'1i  v,  c..  soit  3i  v.  c.  à 


11  Combien  de  mètres  carrés  dans  une  parcelle  de  terre  ayant  113.75 
mètres  en  longueur  sur  10.5  mètres  en  largeur?  Rop*  1194.375. 

12.  Déternùner  en  arpents  et  perches  c.rré-s,  la  superficie  d'une  terre 
mesurant  40  arpents  5  perches  en  profondeur  ou  longueur,  sur  3  arpents  7^ 
perches  de  front  ou  largeur  (10  perches  linéaires  formant  un  arpt.  lin.  et  par 
Gonbéquent  10  x  10  uu  100  perches  carrées,  un  arpent  carré). 

Rop.  151  arp.  87^  perchea. 
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(1431)  REGE.12  II.  Faites  le  produit  de  deux  côtés  adjacents  du 
parallélogramme,  et  multipliez  ensuite  ce  produit  par  le  sinus  naturel  de 
l'angle  inclus. 


En  cflet,  on  a  vu  (12S1,  1*)  que  quand 
R=l  la  pcrpemliculaire  DE  du  triangle  rect- 
angle AKD  est  égale  au  produit  de  l'hypoténuse 
AD  pur  le  tinus  do  l'angle  A  ;  mais  DE  est  la 

hauteur  du   parallélograninie  AG,   et  puisque     A       E  li 

eurf.  AG^AHxDE  et  que  DE  =  ADx8in.  A,  il  est  clair  alors  que  surf. 
AG  =  AHx  ADxsin.  A. 

Kx.  1.  Quelle  est  la  surface  d'un  rhombe  ou  losange  dont  le  côté  est  de 
25  chiiirios  et  l'angle  inclus  de  51"  38'.  Ificp.  25  x  25  - 

62"),  et  G25  x  .HI.JHO  (sin.  nat.  de  57o  33')  =  527.4125  chs.  c. 

(1422)  Pour  résoudre  le  même  problème  par  logarith- 
mes, où   R-IO.,    un   u  (12-lv),  1")   ll:siu.  A::  AD:DE  ;    d'où,    DE--^ 

- — ^'"' -  ;  or,   suri*.  AG  =  Alî  X  DE  et  en  substituant  à  DE,    sa  valeur 

AD  X  pin   A           i  .•     .                 <•        « /^i    i-             •        «i.     AD  x  sin.  A 
ilii_-_ilil_,  on  obtient  pour  surface  A(r,  1  expression  Al>x , 

„.^      ABxADx8in.A      ,    ,  v  ,.  ,., 

ou  ce  qui  est  la  même  chose,  surf.AG=         -     j^ î  c  est-à-dire  qu  il 

faut  ajouter  ensemble  les  lo;r..irithmes  des  deux  cdtés  adjacents  et  le  sinus 
logarit/imitjue  de  i angle,  inclus  ;  cette  somme,  diminuée  du  log.  du  rayont 
sera  le  log.  de  la  surface  voulue. 


+  log.  AB 
+  log.  AD 
4-  log.  sin.  A 


25 1.397D10 

25 1.397940 

57'"  33' 9.92G270 


Log.  surf.  AG  = 

l-  H-  K ] 

Log.surf.  AG=  2.7-22150 

Log.  moindre  suivant  2.722148  =  52'^. 41  chs.  ;  la  dit^lérencc  entre  ce  log. 
et  le  loff.  trouvé  est  2,  a\iquel  ajoutant  (12SC)  ileux  zéro.s  et  divisant  par 
82,  on  a  (à  très  prés)  25  que  l'on  ajoute  à  la  droite  des  chillres  527.41  déjà 
trouvés,  pour  avoir  comme  auparavant,  527.4125. 

Ex.  H.  On  demande  la  la  surface  d'une  terre  dont  les  côtèii  sont  respec- 
tivement de  40 i  ar.  et  de  3  ar.  7i  pe.    '.'t  l'angle  inclus  57°  33'. 

Rc'l» C  +  log.  40i  ar.  ou  405  per 2 . G07455 

+  log.  3  ar.  7  i  per  ou  37 . 5  per 1 .  5740;U 


Log.  surf.voulue  = 


Log.  eurf.  voulue» 


4- log.  sin.  angle  inclus  57"  33'.. 


9.92G270 


log.  R 10. 


4.107756 


adjacents  du 
nus  naturel  de 

F      C 


alors  que  surf. 

t  le  côté  c.«t  de 
i|».  25  X  25  = 

r  logarith- 

il'uù,    l)E.^ 

l'i,    pa  valeur 

AD  X  sin.A 
"H         ' 

st-à-dire  qu'il 

s  et  le  fiinus 
)g.  du  rayon, 

1.397010 
1.3!)7i)-10 
9.i)2G270 
10. 

2.722150 
entre  ce  log. 
divisaot  par 
527.41  déjà 

sont  reppec- 


2 

(507455 

1 

5740;îI 

î) 

y2()270 

10. 

4.107756 
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Le  log.  moindre  pnivant  .107549  correppond  au  nombre  12^1  ;  la  diffé- 
rence entre  ce  \()>^.  et  le  log.  troiivé  ewt  207  ;  ajoutant  de»  0  et  'jivi-ant  par 
la  dil.  (D)  :?:5S,  on  obtient  012420  (|ue  l'on  écrit  (lîW*«)  à  la  dr  ite  du 
nombre  déjil  trouvé  12H1  pour  avoir  1281612420  ;  mai^  la  caractéristique 
du  log.  trouvé  ect  4.  ce  qui  correspond  (li'î'3)  à  5  chitlVes  d'entier»  :  donc 
le  nombre  voulu  est  12H16. 12426  perches,  ou  I28ar.  16.124  (ou  16J)  perd  «•, 
près. 

PROBLÈME  IL 

Trouver  la  surface  d'un  triangle  (*). 


C    D     :f    G        K 

1er  Cas. 

Quand  la  base  et  la  hauteur  sont  données. 

(14Î3)  Ell^riil.il'>  Multipliez  la  buse  par  la  hauteur  et  prenez  la 
moitié  du  produit.  Ou,  multipliez  l'une  de  ces  dimensions  par  la.  moitié 
de  l'autre.  (318  ou  3IS). 

Ex.  B.  Quelle  est  la  surface  d'un  triangle  dont  la  base  est  625  et  la 
hauteur  G'JO?  R«'p.  Ifi2o00. 

2.  Combien  de  verges  carrées  d'enduit''  dans  une  surface  triangulaire 
dont  la  base  est  40  pieds  et  la  hauteur  '.iO  pieds?  Itop.  66'|. 

3.  Quel  est  le  notnbre  de  mètres  carrés  dans  un  terrain  triangulaire,  d^nt 
la  base  mcsui-e  .*?0  mètres  7  déci-mètre.s,  et  la  hauteur  17  mètres  39 
centimètres?  Rt-'p.  La  siuface  voulue  = 
30.7  mètres  x  17.39  mètres  =■  266.9365  m.  c. 

4.  Combien  fa  i  il  de  carrés  de  lambris  pour  couvrir  un  pignon  dont  ia 
baso  est  de  39  pieds  9  pouces  et  la  hauteur  de  23  pieds  4  pouces  ? 

Rep.  463|  p.  c.  --  4  carrés  63,  p,  c. 

5.  Déterminer  le  nombre  de  carrés  de  toiture  en  chaume,  tuile,  ardoise, 
bardeau,  zinc,  plomb,  cuivre  ou  auire  môtal,  etc.,  dans  une  croupe  dont  la 
base  est  de  65.4  pieds  et  la  ha  ''Mir  de  3Y.3  pieds? 

Rvp.  12  carrés  19.71  p.  c. 

(•)  Le  triangle,  comme  le  paralléingramtne,  se  rencontre  fort  souvent 
dans  la  pratiijue  du  mesureur,  etc.  Les  pignons  d'tuj  édifice,  les  croupes 
d'un  toit,  les  côtés  ou  joues  d'une  lucarne,  etc.,  atlectent  cette  sorte  de 
figure;  et  il  n'est  pas  rare  noi;  plus  d'avoir  à.  déterminer  la  surface  d'un 
terrain  triangulaire. 
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2ème  Cas. 


Quand  on  a  deux  côt^s  et  l'angle  inoTud. 

(Ifll)  RI-]OI^I].  Faites  le  produit  continu  (II;  des  dtiu  côtés 
donnés  et  du  sinus  nat.  de  l'angle  inclus  ;  la  moitié  de  ce  i>ioduit  sera  la 
surface  voulue. 

On  a  (l;231.  1*^)  comme  dans  le  #■ 

cas    (14!^1)    du   parallc;jgramme, 
CD  =  ACxsin.   A   ou  BC  x  siii.  B; 

or,  purt.  ACB  = ^ et  puisque 

CD  =  AC  X  sin.  A  ou  BC  X  ein.  B,  on 

obtient  poiir  surf,  du  triangle  l'exprès-     A  B       D 

eion  ^  (AB  ;;  AC  x  pjn.  A)  ou  ^  (AB  x  BC  x  pin.  B). 

ï:x-  b.  Quelle  est  la  surface  d'un  triangle  dont  deux  côtés  valent  30  et  40 
niéires  et  l'angle  inclus  30"?  Rep.  300  m.  c. 

2.  Déterminer  la  surface  d'un  triangle  dont  un  côté  est  de  45  verges,  un 
autre  côté  37  verges  et  l'angle  inclus  GO"  ?  Hop.  T'iO.'JGfil. 

3.  Les  autres  données  restant  les  mêmes,  déterminer  la  surface  pour  un 
angle  inclus  =-.i:)'^?  K«'p.  588.666-1. 

(142^;)  Par  logarithmes.  Ajoutez  ensemble  les  logirilhmes  des 
deux  cités  et  le  sinus  logarithmique  de  leur  an^  'e  inclus  ;  <le  <^ette  somme 
soustrayez  10,  log.  du  rayon,  et  le  reste  sera  le  log.  dudoubh  de  la  surface 
du  triangle. 

Car,  (l*-i9,  l'^)  R:sin.  A::  AC:CDouR:8in.  B::BC:CD;  d'où,  CD  = 

AC  X  sin.  A 

il 

ABxACxsin.  A     AB  x  BC  x  sin.  B 
_  ^ 


]!Ll^!i'l_P,  et  comme    surf.  ABC  =  AB  x  CD, 


on    a 


surf. 


AKL  = 


11 


Ex.  B.  On  demande  la  surf.'^p  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  AB  = 
125.81,  AC^57.G6,  et  l'angle  \     i-  s  A-=57''25'? 

K<'1>- r+log.  AL         ,25.81 2.099715 

l+log.AC           57.65 1.760799 

"^   +  log.  .«in.  A      67^25' 9.925626 

"log.  H 10. 


Log.  2  ABC  ■■ 


Log,  2  ABC  =  3.786140 

Et  2  ABC  =  61 1 1 . 4,  ot»  ABC  =--  3055 . 7  -^  surface  deniandée. 
2.  Combien  de  verges  carrées  dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont  25  pieds 
et  21 .  25  pieds  et  l'angle  inclu.s  45»  ?  Kep.  20 .  8694. 

Sème  Cas. 
Quand  les  trois  côtés  sont  connus. 
(14*ifi)  ÏIEGLE  I.  Ajoutez  ensemble  les  troi;' côtés  et  prenez  la  moitié 
de  leur  somme.     De  cette  demi-somme  soustrayez  séparément  chacun  des 


ri^'i 


M 


côtés  sont  AB=: 
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'  'icK.  Faites  le  produit  continu  de  la  demisonme  et  des  trois  restes.  Ce 
produit  sera  le  carré  de  la  surface  du  triangle,  et  la  racine  carrée  de  ce 
produit  la  surface  voulue. 

Soit  ACB  ).e  triangle.  Prenez  CD  égal  au 
côté  en  et  menez  DB  ;  menez  AE  parallèle  à 
I)B,  pour  rencontrer  en  E  le  côté  CB  prolongé  : 
CE  sera  alors  égal  à  CA.  Menez  CFG  per- 
pendiculaire à  DB  et  par  conséquent  aussi  à 
AE  qui  est  parallèle  à  DB  5  CFG  bissectera 
DB,  AE  en  F  et  G.  Menez,  parallèle  à  AB, 
FHI  qui  rencontrera  CA  en  H  et  EA  prolongé 
en  I.  Enfin,  du  centre  H,  avec  un  rayon  FH, 
décrivez  la  circonférence  d'un  cercle;  cette  circonférence  rencontrera  en  K 
le  prolongement  de  CA,  passera  par  le  point  I,  à  cause  de  AI=»=FB=DP 
(d'où,  HI=HF),  et  passera  aussi  (444)  par  le  point  G,  parce  que  FGI 
est  un  angle  droit. 

Maintenant,  puisque  IIA  =  HD  =  i^AD  et  CD -=  CB  =  \QD  +  ^CB,  il  est 
clair  que  CH  est  égal  à  la  demi-somme  des  côtés  AC,  BC  du  triangle  ; 
c'est-à-dire  CH  =  ^CA -f- ^CB  ;  et  puisque  HK  =  iIF  =  iAB,  il  suit  que 
CK— ^AC-f  ^BC-f  iAB=  ^S,  si  l'on  représente  par  S  la  demi-somme  des 
côtés. 

De  plus,  HK  =  ni  =  ViF  =  iA3,  ouKL  =  AB;  d'où,  CL  =  CK-KL  = 
^S-AB,  AK--CK  -AC  =  AS-AC,  et  AL  =  DK=CK  -  CD  =  i8  -  BC. 
Or,  AG  X  CG  =  surf.  ACE,  et  AG  x  FG=8urf.  ABE,  d'où  AG  x  CF  =  8urf. 
ACB  ;  et  par  triangles  semblables,  AG  :  CG  :  ;  DF  :  CF,  ou  cuoime  AI  :  CF  ; 
donc  AG  X  CF  (surf,  de  ACB)=  CG  x  DF=  CG  x  AI  ;,  donc  AG  x  CF  x  CQf 
A  Al  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  AG  x  CF  x  CG  x  AI  est  égal  au  carré 
de  la  surf.  ACB. 
Mais  CG  X  CF-  ^5T6)  CK  x  CL=  iS  x  (iS  -  AB), 

et    AG  X  AI  =(»■»«)  AK  x  AL=.(,iS  -  AC>x  (^S-BC)  ; 
d'où,     AG  X  CF  X  CG  X  AI  =èS  x  (^8  -  AB)  x  (^S  -  AC)  x  (iS  -  B(J)  = 
surf.  ACB  X  surf.  ACB=(surf.  ACB)«. 

Ex.  1.  Soit  à  trouver  la  surface  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  20,  30, 
et  40. 

20  4.")  46  4"> 

80  20  30  40 

40  —  —  — 

—  25=  1er  reste.   15=2ème  reste.    5=3ènie  reste. 

2)90 
45=demi-Homnie. 
Maintenant  45  x  25  x  15  -f  5=84375. 
La  racine  carrée  de  ce  pro<luit  est  290.4737,  la  surface  voulue. 


'^  '  "^D^^H 

4     /.l   W''"' 


^.  ■:.  '  •':■ 


fi'-  .VST       BU 

V      *•    .  *':,P'     '.il 


UJ..  i- 


më 


■f   8!i 


■^■■■t-m 


ÎA-   ■"?'"  *>■  ■'■  ^ 


W>    '  '/■:r"i 

1e  ;  '-i^ ,!',]'; 


|il!  t    t 


su"'?'*'  ^r  ;,  y'i' 
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3.  Les  trois  coté.s  d'^^   triangle  étant  21,  36,  et  48  ;  quelle  en  est  la 
surface?  Rep.  418.282. 

8.  On  demande  la  surf,  d'un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  25? 

Rep.  270.G:^2. 
(143Y}  Par  lograriflimes.  Après  avoir  déterminé  les  trois  restes, 
faites  Vaddition  des  logarithmes  de  ta  demi-somme  et  des  trois  restes  ;  la 
demi-somme  de  ces  (juatre  logarithmes  répondra  à  la  surface  voulue. 

Ex.  1.  Combien  y  a-t-il  de  verges  carrées  d'enduits  dans  une  surface 
triangulaire  dont  les  côtés  sont  de  .30,  40,  et  50  pieds  ?  Rep.  60'|. 

2.  Les  trois  côtés  d'une  parcelle  de   terre  mesurent  505.3,  330.7,  et 
402.5  métrés.    Quelle  en  est  la  surface  ? 

50.-). 3  619  25-505..S=I13.95=Ierreste. 

330 .7  6 1 9 .  25  -  330 .  7=  288 .  55=  2ème  reste. 

402.5  619.25- 402. 6=  216. 75=3éme  reste. 

2)1238.5 

619. 25=  demi-somme. 

-flog.  donii-somme  019.25 2.7918660 

+  log.  lerreflte        113.95 2.0567143 

+  log.  2éme  reste     288.55 2.4602211 

+  lug.  3éme  reste     216.75...-. 2.3359591 

2)9.6447605 
4.82238025 
Ce  log.  correspond  à  66432.447  qui  est  la  surface  demandée. 
(1428)   Le   même  exemple  par  nombres  naturels  fera 

voi:   l'avantage  qui  résulte,  dans  le  cas  actuel,  de  l'emploi  des  loguritiunes 

^ur  diminuer  le  tvavrail  ;  mais,  de  leur  côté,  les  nombres  naturels  imt  cet 

avantage  sur    les  loj^aritlnnos,  qu'en  faisant  entrer  en  compter  tontes  les 

déoimalesj  avec  l'addition  même  do  zéros  pour  continuer  au  besoin  la  divif^iou 

ou  l'e.xtraction  de  la  partie  fractionnaire  de  la  racine  voulue,  on  peut  porter 

la  précision  i>  tel  degré  d'approximation  qua  l'on  voudra,  tandis  qu'on  ne 

paurait  cvcc  e.xaciitude  donner  à  la  réponse  qu'on  obtient  par  logarithmes, 

lin  plus  giand  nombre  de  clurt'res  que  n'en  contient  la  partie  fractionnaire 

du  log.  lui-même,  comme  le  fait  voir  d'ailleurs  l'inexactitude  du  dernier 

chiffre  (7)  de  la  réponse  ainsi  obtenue. 

619.25  70563  53  75  20361108.7456  25 

113  95  2  88.55    -  216  75 

3i(06  25  352817  68  75  101805543  7281  25 

5573J  û  352HI76  87  5  1425277612  1937  5 

îbô7T5  56450830  00  12216665247  3750 

619i:5  564508300  0  20361108745  625 

61925  14U270750  407222174912  50 

70503.63  75         20361108.74  56  25         6)4413270320.614218  75 

36 


;  quelle  en  est  la 
Rep.  418.282. 

B  côté  est  25  ? 
Rep.  270. G32. 

né  les  trois  restes, 

s  trois  restes  j  la 

'face  voulue. 

lans   une   surface 

Rep.  GO'I. 

505.3,  330.7,  et 

Rte. 

reste. 

robte. 


'918660 
>5()7143 
1602211 
Î359591 

447605 
Î2238025 

Jée. 

naturels  fera 

i  des  lopiritliiiii'a 
niiturela  ont  cet 
inpter  toutes  les 
Dcsoin  la  division 
(,  on  peut  porter 
tandis  qu'on  ne 
par  logaritlunet», 
tie  fractionnaire 
ude  du  dernier 

156  25 
tJ16  75 


181  25 


)37 
r50 
!5 


18  75 
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Preuve. 
66432.4493  f- 
66432.4493  + 

12,6)  813 

756      V- 66432.  Ui 

132,4)  6727 
5296 

199297  3479 
597H920  437 
26572979  72 
265729797  2 
l.'{2M(MK')h'.(; 

1328,3)  43103 
39849 

1992973479 
2657297972 
39H594(!!I5S 

13286,2)  325420 
2()57'M 

398594  6!»58 

132864,4)  5!)69661 
5314576 

4413270319.9970  7049  + 

1328648,4)  65508542 
53145936 

13286488,9)1236260618 
1195784001 

132864898,3)  4047661775 
3985946949 

1328648086,0,4) 617148260000 

(1429)  REGLE  II.  Prenez  pour  base  du  triangle  donné  quelconque 
ADE,  son  plus  grand  côté  DE  y  faites  (518)  DE  :  AD  +  AE  :  :  AD  -  AE  • 
DC,  différence  des  segments  15D,  BE  de  la  base  parla  perpendiculaire  K^  ; 
alors,    (36T)    I{D=  ^DE  +  iDC   ou  JiE=  ^DE  -  ^DC  ;   maintenant  vous 

aurez  (308)  la  perpendiculaire  ou  hauteur  AH  du  triangle  =-VAD*  -  BD* 

ou,  faites  (1!22»,  1"  ait.  ou  l«3ft)  AD  :  sin.  B  (=  R)  :  :  BD  :  sin.  BAD,  pour 

avoir  ensuite  (1331,  2")  AB=AD  x  cos.  BAD,  qun,nd  11=1,  destàdire, 

.  ^     AD  X  COS..  BAD 
SI  vous  opérez  par  nombres  naturels,  ou  AB= — 


R 


SI     voua 


opérez  par  logarithmes,  oit  log.  R=  10.    Enfin  vous  aurez  surf.  ADE> 
4(DExAB). 


D  0 

EX.  Les  données  étant  encore  les  mêmes  que  dans  le  dernier  exemple  ; 
on  aura,  d'après  la  règle  : 

AD- 402. 5  AD=402.5  DE=-- 505.3  =base 

+  AE=330.7         -AE«=330.7  -^  2   =252. 65=  demi-base 


8om.  733.2 


-dif.       71.8 


!•    »i,  '  '     •  .    '  >    ï  S.. 


I 


î' 


m 


fel!  ';■  "V..  ;■ 


'>5 


■fifî; '■•■:-' 


■'"'''^"?j^-^ 


ll-R?'*-! 
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DC=l04.183178=dif.  des  BCgin. 
-    2=   62. 091589=  demklif. 


iDE=252.G5 
il)C=   52.091589 


=  8eg.BD=  304. 741589 

Sin.  not.  trouv6=  .7571220  correspond  à  49°  12'  40.0737"=BAD. 

DE  :  AD  +  AE  :  :  AD— AE  :  BD— BE  (ou  DC) 

505.3:733.2  :;  71.8:104.183178  +  «DC 
71.8 


5H()5() 
7332 
51324 


505,3)52643.76(104.183178  + (*) 
5053 


21137 
20212 


AD  :R::    BD 
402.5:  1  :: 304.741589 
28175 


sin.  BAD 
.7571220 


9256 
5053 

42030 
40424 

16060 
15159 

9010 
6053 

39570 
35371 

41990 

Sin.  nat.  trouvé -.7571220 

Sin.  moindre  suiv.  =.7569951=49012' 


22991 
20125 

28665 
28175 


DiflRBrence=    1269 
Dif.  pour  60"=    1900 

1900: 60"::  1269:  40.0737" 
6 

190)7614 
760 


4908 
4025 

8839 
8050 

7890 


Dif.  de  COS.  pour  60"=  2202 

00":  2202:  40.0737":  14707 
2202 


801474 
801474 
801474 


-^6)882422 
=  147070 


1400 


(  •  )  C'est  parce  que  ce  quotient  doit  entrer  dans  le  calcul  à  faire  pour 
trouver  le  sinus  de  l'angle  BAD  qu'il  est  nécessaire  de  porter  les  décimales 
aspez  loin  pour  s'assurer  d'uue  exactitude  suffisante  dans  les  derniers  cbiflFres 
de  ce  sinus. 
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AB  =  AD  X  COS.  nat. 

BAD 

BAD^ 

^490  12' 

40.0737" 

Cos.  nai.. 

49°  12' 

.653420S 

Dif.  pour 

40.07" 
de  49''  1 

=  —        14707 

Cos.  nat. 

2' 40.0737"  .65327353 

X  AD      402.5 

326636765 

130654706 

BAD  = 

261309412 

AD  X  COS.  nat. 

AR  =  262.942595825 

X 

DE         505.3 

788827787476 

1314212979126 

1314712979125 

AB  X  DE. 


1328648936703 
66432.44683  =  surf.  ADE. 


2  8urf.  ADE. 
èAB.DE» 

(1430)  La  surface  trouvée  d'après  cette  règle  est  de  66432.4468  mètres 
carrés.  L'exactitude  de  ce  résultat  ne  s'étend  encore,  comme  on  lo  voit, 
que  jusqu'au  7ènie  chiffre,  et  il  ne  saurait  en  être  autrement,  puisque  les 
sinus  naturels  dont  on  a  fait  usage  et  qui  concourent,  comme  éléments,  à  la 
solution  du  problème,  ne  vont  qu'à  7  chiffres,  dont  le  dernier  même  est 
presque  toujours  trop  fort  ou  trop  faible  suivant  qu'il  a  été,  ou  non,  aug- 
menté d'une  unité  lorsque  le  chifï're  suivant  excède  ou  est  moindre  que  5. 

(1431)  Remarquons  ici  que  cet  exemple,  dont  on  vient  de  faire  le  calcul, 
de  trois  manières  différentes,  permet  de  comparer  la  somme  de  travail  que  re- 
quiert chaque  mode  de  solution,  et  met  en  mesure  de  choisir  au  besoin,  ou 
le  moyen  le  plus  expéditif  (le  premier^  ou  celui  qui  admet  la  plus  grande 
précision  (le  second),  ou  celui  qui  ne  comporte  pas  l'extraction  d'une  racine 
(le  troisième). 

(148S)  Il  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler  que  ce  problème,  comme 
celui  qui  le  précèce,  et  comme  ceux  qui  vont  le  suivre,  peut  aussi  se  résou- 
dre au  moyen  d'une  construction  graphique  qui  permette  d'établir  à  l'aide  d'une 
échelle  suffisamment  subdivisée,  la  longueur  ou  valeur  de  la  perpendiculaire 
AB  en  tenaes  de  la  base  ou  des  côtés  ;  et  c'est  là  assez  souvent  le  plus 
court  moyen,  quoi  que  non  le  plus  précis,  d'arriver  au  résultat  vouh; . 


"'  t. 


1   •   I  ,      »  - 

3  mw 

1 1 


1  *t 


« 


'   i 


\i 


\n 


m 


60Ô 


TOISÉ 

PROBLÈME  III. 
Trouver  la  surfkoe  d'un  trapèze.  (*) 


(1433)  RFGIjK.  Faites  (340)  la  sommr  dpa  deux  entés  para'Ules : 
tiiuUiplit'.z  cette  »omme  par  la  hauteur  ou  largeur  du  trapèze,  et  In 
moitié  de  ce  produit  sera  la  surface  voulue. 

Ex.  1.  Dans  un  trapèze,  les  côtés  parallèles  sont  10.^  ot  12J  pieds,  et  la 
distance  perpendiculaire  entre  ces  côtés  3  pieds  2  ponces.  Quelle  est  la 
surface?  Rep.  i  (10.i  + 12J)  x  :}i  =  i  (10.5  I- 12.25)  x  .3.1(56=11.375 

x3.1G6=  .36.01325  p.  c. 

3.  On  demande  la  surface  d'une  parcelle  de  terre  dont  les  côtés  parallèles 
mesurent  respectivement  75  et  122  chaînons,  et  la  perpondicnlaire  lot  chaî- 
nons? Rop.  1 561  chaînons  c. 

3<  Combien  y  a-t-il  de  pieds  carrés  de  surface  dans  une  planche  dont  la 
longueur  e«t  de  12^  pieds,  la  largeur  à  une  extrémité  15  pouces  et  celle  de 
l'antre  extrémité  11  pouces?  Rep.  IS'y^  =13.5-UG6G + 

4*  Combien  de  verges  carrées  dans  un  trapèze  dont  les  côtés  parallèles 
sont  210  et  320  pieds,  et  lu  hauteur  66  pieds?  Rep.  2053J. 

5.  Les  côtés  parallèles  d'un  terram  sont  12.41  et  8.22  chaînes,  et  la  per- 
pendiculaire 5.15  chaînes;  quelle  est  la  surface  en  chaînes  carrées? 

Rep.  53.37975. 


(•)  Le  trapèze  (ITÎJ)  s'oftre  assez  souvent,  dans  la  pratique,  su  calcul 
du  mesureur.  Ainsi,  la  tablette  intérieure  d'une  fenêtre  dont  les  joues  ou 
côtés  sont  d'ordinaire  ébrasés,  présente  la  forme  d'un  trapèze;  il  en  est  de 
même  du  plafond  d'une  fenêtre,  porte  ou  autre  ouverture  ébrasée  ;  et  il  est 
clair  aussi  que  la  surface  développée  ABCD,  de  la  joue  d'une  ouverture 

cintrée  en  luême  temps  qu'ébrasée  peut  encore  être      Ar^ ^B 

regardée  comme  une  sorte  de  trapèze  à  bases  parai-         \  / 

lèles  curvilignes,  mais  dont  on  détermine  également  la  \ / 

superficie  par  la  règle  ici  donnée,  puisque  cette  figure  D  (J 

n'est  autre  chose  qu'un  tronc  ou  partie  d'anneau  circulaire,  et  que  le  mode 
(1145)  d'arriver  a  la  surface  de  cette  figure  est  analogue  à  celui  qui  enseigne 
à  déterminer  la  surface  du  trapèze  propremcnt-ilit.  Le  trapèze  se  r(  trouve 
encore  souvent  dans  le  parquet  ou  plafond  d'un  appartement  dont  deux  côtés 
seulement  sont  parallèles,  à  l'endroit  d'une  toiture  de  lucarne,  d'une  rampe 
d'escalier,  d'une  toiture  ou  plafond  de  mansarde  et  les  joues  d'une  fenêtre 
rectangulaire  affectent  aussi  cette  forme  quand  le  plafond  ou  la  tablette  en 
est  inclinée  ou  ébrasée.  Enfin,  on  est  appelé  très  souvent  à  déterminer  l'aire 
d'un  terrain  en  forme  de  trapèze. 
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PROBLÈME  IV. 

Trouver  la  surfkoe  d'un  quadrilatère. 

(1434)  lll::OLE.  Multipliez  (9:il)  l'une  quelconque  des  diagonalpa 
(113)  du  quadrilatère,  par  lu  demi-somme  des  perpendiculaires  abaia$ii$ 
dt4  angles  opposés  sur  celle  base  commune. 

Ex.  1.  Quelle  est  la .siirliice  d'un  qua- 
drilatère liD  dont  la  iliajroiiale  AC  est  de 
42  piedfl,  et  les  perpciidiculairea  BF=  18 
et  1)F=  IG  pieds  ?     Rep.  7  11  p.  c. 

S.  Combien  de  toises  carrées  de  pavé  "■' 
y  a-t-il  dans  un  quadrilatère  dont  la  dia- 
gonale eat  lie  ()')  pieds  et  les  deux  per- 
pendiculaires 28  et  .33i  pieds? 

Rcp.  55.52083. 

8.  Combien  y  a-t  il  de  métrés  carrés  de  surface  dans  un  terrein  quadran- 
gulaire  dont  une  des  diagonales  est  de  64  mètres,  et  les  distances  perpendi- 
culaires de  cette  diagonale  aux  deux  angles  opposés,  28  et  32  mètres  ? 

Rep.  1920  m.  c. 

4.  Déterminer  le  nombre  de  carrés  de  plancbéiage  (ju'il  faut  pour  couvrir 
un  espace  quadrilatère,  dont  la  diagonale  est  de  108  pieds  6  pouces,  et  les 
perpendiculaires  ;')(>  pieds  3  pouces,  et  CO  pieds  9  pouces  ? 

Rcp.  63  carrés,  47j'j  p.  c. 

0.  On  dcmanck;  à  établir  le  nombre  d'arpents  dan.s  une  terre  de  quatre 
côtés  dont  une  des  diagonales  mesure  70.6  perches,  et  les  pcrpendicidaires 
26.5  et  30.2  perches?  Rep.  19  ar.  98.675  per. 

PROBLÈME  V. 
Trouver  la  surfkoe  d'un  polygone  irrégulier. 

(1435)  REG1.<E.  Mesurez  les  diagonales  qui  diviseront  le  polygone 
donné  en  quadrilatères  et  triangles.  Déterminez  séparément  les  surfaces 
de  cesjigures  composantes  ;  leur  somme  sera  la  surface  voulue. 

Ex.  1.  Déterminez  la  surface  du  po- 
lygone lîE,  dans  lequel  BD=18i,  CK 
=12i,    AD=27i,    BL-=9.5,   EU- -14,    B 
AE=40,  etF(l=8. 

Rep.  i(BDxCK)-  ^(18.5x12.8) 
=  118.40  -  surf.  BCD,  ^(BL  +  EH)-  A' 
i(9.6  +  14)=  1 1 . 75  et  surf,  quadrilatère 
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ABDE=  AD  X  ^(BL  +  EH)=  27 . 5  x  1 1 .  75=  323 . 1 25,    surf.    AEF=  AE  x 
X  4=  160.        Surf.   ABCDEF  =118.40  +  323.125  +  160  = 


àFG  =  40 
601  525. 


M: 


,g< 


^'V 


\Q 

f> 

m-^y 

[«;■'.  y 

!î.  On  demande  combien  il  y  a  d'acres  (l'acre  est  de  100,000  chaînons 
carrés)  dans  un  terrain  polygone  BE  dont  les  diagonales  BD,  AD  et  AE 
mesurent  respectivement  13  chaînes  (la  chaîne  linéaire  est  de  100  chaînons), 
33  chaînons,  13  chaînes  9'J  chaînons,  et  14  chaînes  13  chaînons,  et  dont  les 
perpendiculaires  CK  =  173  chaînons,  BL  =  2  chaînes,  EH  =  2^  chaînes  et 
FG  3J  chaînes. 


Rep. 


BD  X  CK=  1332  x  173  =  230609-^2  ^  115304^  =  surf.  BCD. 
AD  xBL=  1399x200  =  279800-^2  =  139900  =surf.  ABD. 
AD  x  EH  =1399x220  =  307780-^-2  =  153890  =surf.  ADE. 
AE  X  F(î  =  1413  X  375  =  529875^2  =  264937i  =  surf.  AEF. 


2)  13.48064  6. 74032  =  surf.  ABCDEF. 

6.74032  c-àd.  6  acres  et  74032  chaînons  c. 
ou  6  acres  2  vergées  (roods)  et  24032  chaînons  (la  vergée   étant  le  quart 
de  l'acre,  c'est-à-dire,  lOOOOO-f-4  =  25000  chaînons) 

ou  6  acree,  2  vergées,  38  perches,  et  282  chaînons  (la  perche  linéaire  étant 

le  quart  d'une  chaîne,  c'est-à-dire,  25  chaînons,  et  la  perche  oarrée 
par  conséquent  =  25  x  25  =  625  chaînons  carrés.  (  ') 


(*  )  La  chaîne  de  Gunter  est  de  66  pieds  anglais,  divisée  en  100  chaînons, 
dont  chacun  est eii  conséquence  =  66 -r- 100  =  7.92  pouces  anglais.  L'acre 
équivaut  à  1  chaîne  x  10  chaînes  =  10  chaînes  carrées  =  4  perches  x 
40  perches  =  160  perches  carrées  =  100  chaînons  x  1000  chaînons  = 
100,000  chaînons  carrés.  L'avantage  de  cette  division  de  la  chaîne  de 
Gunter  en  100  parties  consiste  en  ceci  que  toutes  les  dimensions  qu'elle  sert 
à  établir,  sont  imtnôdiatement  applicables  et  sans  réduction  au  calcul  déci- 
mal. L'opération  faite,  on  sépare  5  décimales,  les  chiftres  restants  à  gauche 
étant  alors  des  acres,  puisqu'il  y  a  100,000  chaînons  dans  l'acre  et  que  sé- 

{)arer  5  chiffre?  équivaut  à  diviser  par  100,000.  Il  est  clair  aussi  que  pour 
es  vergées  on  n'a  qu'à  multiplier  d'abord  le  reste  par  4  pour  séparer  encore 
6  chiifres,  ce  qui  équivaut  à  divie-er  de  suite  par  25,000  (nombre  de  chaînons 
dans  une  vergée)  et  est  de  beaucoup  plus  exjjéditif.  Pour  les  perches,  ou 
multiplie  ensuite  le  second  reste  par  40,  pour  séparer  encore  5  chiifres, 
puisque  la  perche  est  la  40ème  partie  de  la  vergée  ;  ou  si  l'on  voulait  né- 
gliger les  vergées,  on  multiplierait  de  suite  le  premier  reste  par  160  (4  x  40 
dont  ou  retrancherait  de  même  5  chiffres.  Le  dernier  reste  .45120  est  évi- 
demment une  fraction  de  perche,  c'esi-à-dire,  -rVo'oVa  ^^  perche  ;  or  la 
perche  carrée  étant  de  625  chaînons,  yiyg'jyjj  de  625  =  .00625  et  ce  nombre 
multiplié  par  le  numérateur  .45J20  donne  les  282  chaînons  de  la  réponse; 
c'est-à-dii*  que  pour  les  mailles  on  multiplie  tout  simplement  le  dernier  reste 
par  625  et  l'on  sépare  encore  5  décimales. 
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Déterminer  la  surface  d'une  figure  longue  et  ir régulière 
bornée  d'un  côté  par  une  ligne   droite.  (  *  ) 

(B436)  REGIjE.  1°  Mesurez,  à  chaque  extrémilé  de  la  ligne 
droite,  la  largeur  perpendiculaire  de  la  figure  ;  mesurez  aussi  cette  lar. 
geur  à  plusieurs  points  intermédiaires  également  éloignés  l'un  de  Vautre. 

'1°.  A  la  demi-somme  des  largeurs  extrêmes  ajoutez  la  somme  des 
largeurs  intermédiaires  ;  midtipliez  alors  la  somme  ainsi  obtenue  par 
Vune  des  parties  égales  de  la  ligne  de  base  :  le  produit  sera  la  surface 
voulue  à  très  près. 

Soit  AEea  une  figure  irrégulière  ayant  pour  base 
la  droite  AE.  Aux  points  A,  B,  C,  D  et  E,  égale- 
ment éloignés  l'un  de  l'autre,  élevez  les  perpendicu- 
laires Ka,  136,  Ce,  Dd,  Ee  et  désignez  ces  perpen- 
diculaires par  les  lettres  a,  b,  c,  d,  e. 


Alors  (325)  la  surface  du  trapèae  AB  ba  = 


a  +  b 


b  +  c 
la  surface  du  trapèze  BC  c6  =  —  « 

c  A-  d 

la  surface  du  trapèze  CD  de  =  — „ — 

et  la  surface  du  trapèze  DE  ed  =  — s — 


X  AB, 

X   BC, 

X  CD, 

X   DE; 


^   X  AB, 


donc,  leur  somme,  ou  la  surface  de  la  figure  entière  est  égale  à 
+  bb  +  c,c  +  dd  +  e\        ... 
1— +  — 2-  +  -2—  "^— 2— j  ""   ^^^' 

puisque  AB,  BC,  etc.,  sont  égales  entre  elles.     Or,   cette  somme  est  égale  à 

-  +  b  +   c  +  d  +  ^ 
2  2 

expression  qui  s'accorde  avec  l'énoncé  de  la  règle. 

(  *  )  Les  terrains  qui  avoisinent  et  sont  bornés 
d'un  côté  par  les  sinuosités  d'un  chemin  ou  d'une 
rivière,  etc.,  présentent  souvent  au  calcul  des  figures 
de  cette  sorte  ;  ou,  après  avoir  déterminé  par  la 
méthode  du  dernier  problème  la  superficie  du  poly- 
gone rectiligne  ABCDE  qui  fait  partie  du  pol.  irrégu- 
lier A6BCDEerfA,  on  se  servira  de  la  méthode  du 
problème  actuel  pour  obtenir  les  parties  secondaires 
et  irrégulières  Aa6cB,  AofeE. 
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(1437)    Si    Aa  ilevient    très    petit,    on    n'en 

a  +  b 


aura    pas  moins    surf.    ABôa  —  — n —  x  AB  et 

si  a  et  A   se  confondent  en    un  même   point,  ou      ^    J 
que   le  trapèze   ABôa    devienne  le  triangle  AB6, 

a  +  b  _  b  -1     X    1  •  ,,  .  1 

on  aura  — -;  dans  ce  cas  il  est  clair  que  l'expression  pour  la  sur- 

face  de  la  figure   AEedbl  devient  ('l+  ^_±_£  +  *^  +  ^  +^±^^    x  AB, 

v^      2        2       2  y 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  (b  +  c  +  d  -h  l  e)  x  AB.  Et  si  Ee  devient  aussi 
=0,  l'expression  pour  la  surface  AEdôA  prendra  la  forme  (b  +  c  +  d) 
xAB. 

Ex.  !•    Les  largeurs  d'une  figure  irrégulière  en  5   endroits  également 
éloignés  l'un  de  l'autre,  étant  8.2,  7.4,  9.2,   10.2,  et  8. G,  et  la  longueur 
de  la  base  =  40  ;  quelle  est  la  surface  ? 
Une  des  largeurs  extrêmes  =   8.2 
L'autre  l'argeur  extrême      ==   8.6 


Somme  des  largeurs  ext.     =10.8 


Demi-somme  =   8.4 

1  e  Largeur  ieterraédiaire  =    7.4 

2e  Largeur  intermédiaire  =   9.2 

3e  Larireur  intermédiaire  =10.2 


La  base  entière  =  40 

Une  des  parties  égales  =  40-^4=  10 
Somme  des  largeurs  ==.35.2 

Multipliée  par  10 


surface  voulue 


=  352 


Somme  des  largeurs.  =35.2 

2.  La  longueur  d'une  figure  irrégulièro  étant  de  84  mètres  et  les  largeur  ■, 
en  six  endroits  équidistants,  17.4,  20. G,  14.2,  16.5,20.1,  et  24.4  mètres  • 
on  demande  la  surface  ?  Rep.  1550.64  m.  c. 

3.  La  longueur  d'une  lisière  de  terre  est  de  125  perches  et  sa  largeur 
prise  en  15  endroits  ditférents  et  équidistants,  est  de  5.2,  4.6,7.2,8.3, 
9.4,  8.1,  7.3,  7.9,  6.6,  7.2,  7.3,  8.4,  7.4,  6.5,  et  5.8  perche.s.  Quelle 
en  est  le  contenu  ? 

Rep.  La  somme  des  demi-largeurs  extrêmes  et  des  largeurs  intermédi- 
aires =  101.7,  la  longueur  125-^14=8.92857  et  8. 92857  x  101  7=008.  ObôG 
perches  carrées.  (  *  ) 

(•)  Si  la  perche  linéaire  dont  il  s'agit  ici  est  de  18  piods  français, 
c'est-à-dire,  le  di.xième  d'un  arpent,  la  surface  qu'on  vient  de  trouver  équi- 
vaudra à  9  arpents  carrés,  8. 0350  porclies  carrée.*,  car,  comme  on  l'a  déjà 
fait  remarquer,  l'arpent  carré  est  de  10  x  10  perches  =  100  perclies  carrées, 
et  comme  la  perche  carrée  est  de  18  x  18  =  324  pieds  carrés  (ou  l'arpent 
carré  de  324  x  100  =  32400  pieds  carrés)  on  réduira  au  besoin  la  décimale 
.0356  de  perche  carrée  en  pieds  carrés  en  multipliant  par  324,  ce  qui  dunne 
dans  cet  exemple  11.53  pieds  carrés.  Si,  au  contraire  la  perche  linéaire 
était  de  16.^  pieds  anglais,  c'est-à-dire  celle  de  la  chaîne  de  Gunter,  on 
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si  on  pour 

la  sur- 

M-) 

X  AB, 

i  Ee  devient  aussi 

forme  (.b  +  c  +  d) 

mdroits  également 
,  0,  et  la  longueur 

=   40 
^ales  =  40^4=10 
■3  =35.2 

10 

=  352 


res  et  les  largeur-, 

et  24.4  mètres. 

1550.64  m,  c. 

les  et  sa  largeur 

2,  4. G,  7.2,  8.;). 

perches.     Quelle 


LPieurs  intermédi- 
01   T=.308.0b5G 


p'ods  français, 
t  de  trouver  équi- 
omme  on  l'a  déjà 
|)orches  carrées, 
irréfl  (ou  l'arpent 
soin  la  décimale 
324,  ee  qui  donne 
'a  perche  linéaire 
ne  de  Gunter,  ou 


(143S)  RHl^I.  Certains  auteurs  en.seignent  à  détiTminer  la  surface  de 
la  figure  de  ce  problème  en  faisant  le  produit  de  la  base  entière  AE  par  la 
moyenne  des  largeurs  que  l'on  obtient  en  ajoutant  ensemble  toutes  ces  lar- 
geurs pour  diviser  ensuite  leur  somme  par  le  nombre  de  ces  largeurs.  Cette 
règle  est  fautive,  et  cela,  d'autant  plus  qu'il  y  a  un  moindre  nombre  de 
hauteurs  ou  de  divisions  dans  la  figure  à  estimer.  L'erreur  de  cette  méthode, 
dans  le  cas  ou  il  n'y  aurait  que  trois  parties  composantes  et  par  conséquent 
quatre  hauteurs  ou  largeurs,  pourrait  aller  jusqu'à  25  pour  cent  en  défaut  de 
la  surface  exacte.  Elle  donne  pour  largeur  moyenne,  dans  cet  exemple, 
107.2-^15  =  7.1406  et  7.146G  x  125  =  81)3.325  perches  carrées  au  lieu  de 
908.035  j  soit  un  défaut  de  près  de  15  perches  carrées  de  terrain. 

PROBLÈME  VII. 

Trouver  la  surface  d'un  polygone  régulier. 

(1439)  RKOLE  I.  Multipliez  ÇfiGS)  le  périmètre  du  polygone  par 
son  demi-rayon  droit,  et  le  produit  se  m  la  surface  voulue. 

REM.  Si  le  polygone  n'est  connu  que  par  son  côté,  déterminez  en  d'abord 
le  rayon  droit  de  la  manière  suivante  :  Divisez  360"  par  le  nombre  des  côtés 
du  polygone  proposé,  et  le  quotient  sera  (GiîO)  l'angle  au  centre;  c'est-à- 
dire,  l'angle  sous-tendu  par  Tun  des  côtés  égaux.  Maintenant  les  rayons 
droit  et  oblique  du  polygone  forment  avec  le  demi-côté  un  triangle  rectangle 
dans  lequel  on  connaît  la  base,  c'est-à-dire  le  demi-côté,  et  l'angle  aigu  op- 
posé, c'est-à-dire,  le  demi-angle  au  centre,  pour  trouver  la  perpendiculaire 
ou  le  rayon  droit  du  polygone. 


Ex.  1.  Soit  à  trouver  l'aire  d'un  hexagone 
régulier  dont  le  côté  est  de  20  pieds  ? 

Rep.  360O-r-6=60  et  60^-2  =  30''  angle 
AOG,  moitié  ae  AOB.     On  a  aussi  OAG=        ^ 
90°— AOG  =  60Oet  AG  =  IO-    alors  (1235)     ' 
ein.  AOG:AG::sin.  OAG:OG;  d'où. 


Sin.  AOG   30° comp.ar.log.     0.301030 

estàsjn.OAG   eO'' 9.937531 

AG   10 1.000000 


comme 


est  à 


OG  17.32052 1.238561 


aurait  en  divisant  par  160,  5  acres,  108.0356  perches,  et  si  l'on  voulait 
ensuite  tratluire  en  pieds  carrés,  la  décimale  de  perche,  il  est  clair  que  la 
perche  carrée  étant  de  16^  x  16 ^  =  272.25  pieds  carrés  (ou  l'acre  =  272.25 
X  160  ou  66  x  660  pieds  =  43560  pieds  carrés)  il  n'y  aurait  qu'à  multiplier 
.0356  par  272.25  pour  avoir  7.69  pieds  carrés  anglais. 


■'  ,<•'  i 
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Maintenant  comme  il  y  a  6  côtés,  chacun  égal  à  20,  on  aura  le  périmètre 
=  20  x6  =  120  et  la  surf.— =120  X  .^(17.32052)  ou  ce  qui  est  la  même  chose 
=  l7.3205:ixè(120)  =  17.32052xr.0:=10;ii).23120p.  c. 

Kx.  2.  Quel  est  le  contenu  superficiel  d'un  octogone  dont  le  côté  est 
20?  Rep.  19:U.Hf.8. 

Car  l'angle  au  centre  =  360''-^-8=  45»  dont  la  moitié  22°  30'  est  l'angle 
AOG  adjacent  au  rayon  droit,  et  son  cciinplémcut  OAG  en  conséquence  = 
90o_0  =  67".30;  or  on  a  (1331,  3°)  OG  =  AG  x  tang.  nat.  OAG=10x 
2.41421  =  24.41421  et  surf.  ==  24.41421  x  80  (<leii.i-pér.)=  1931.368. 

3>  On  demande  l'aire  d'un  nonagone  dont  le  côté  mesure  8  pieds  et  la 
perpendiculaire  menée  du  centre  =  10.99  pieds?  Rep.  395.64  p.  c. 

4.  Trouver  l'aire  d'un  heptagone  dont  le  côté  =19.38  et  le  rayon  droit 
=  28?  Bcp.  1899.24. 

i,.  Le  côté  d'un  pentagone  =  25  mètres  et  la  distance  du  côté  au  centre 
=  17.2  mètres;  quel  est  le  contenu  ?  Rcp.  1075  m.  c. 

(1440)  A  l'aide  de  cette  règle,  on  obtient  aisément  l'aire  d'un  polygone 
quelconque,  c'est-à-dire  d'un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 
Ayant  donc  calculé  et  disposé  sous  la  forme  du  tableau  suivant,  les  aires  re- 
latives des  divers  polygones  ayant  pour  côté  l'unité  ou  1  ;  savoir: 


Noms. 

Rayon  du  cercle    rj-f^ 
circons.             "  ^  ' 

Rayon   du 
cercle  ins. 

Aires. 

L'angle 
0Ai3. 

Triangle — 

..  0.5773503 

....     3     .. 

0.2886751 

..  0.4330127 

..  30« 

Carré 

..  0.7071068 

....     4     .. 

0.5000000 

..  1.0000000 

..  45 

Pentagone. . 

..  0.8506508 

5     .. 

0.6881910 

..  1.7204774 

..  54 

Hexagone.. 

..  1.0000000 

6     .. 

0.8;î60254 

..   2.5980762 

..  60 

Heptagone  . 

..  1.1523824 

....     7     .. 

1.0382607 

..  3.6339124 

..  6 If 

Octogone. . . 

..  1.3065628 

....     8     .. 

1.2071068 

..  4.8284271 

..  67i 

Ennéagone. 

..   1.4619022 

....     9     .. 

1.3737387 

..  6.1818242 

..  70 

Décagone . . 

..  1.6180340 

....  10     .. 

1.5388418 

..  7.6942088 

..  72 

Undécagone 

..  1.7747324 

....  11     .. 

1.7028436 

..  9.3656399 

..  73,V 

Dodécagone 

..   1.9318517 

.•.  ..  12     .. 

1.8660254 

..11.1961524 

..  75 

Et  parce  que  (556)  les  aires  des  polygones  semblables  sont  entre  elles 
conmie  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues,  l'aire  d'un  polygone  donné 
quelconque  aura  au  carré  de  son  côté  le  même  rapport  que  l'aire  du  poly- 
gone de  même  nom  et  dont  le  côté  est  1,  au  carré  de  l'unité  ;  d'où,  on  a  : 

(1441)  REGliK  II.  Carrez  le  côté  du  polygone  donné;  multipliez 
alors  ce  carré  par  l'aire  du  polygone  de  même  nom  dont  le  côté  est  1  ; 
le  produit  sera  la  surface  voulue. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  surface  d'un  hexagone  régulier,  dont  le  côté  est  20  ? 

Rep.  20*  =  400,  l'aire  de  l'hexagone  du  tableau  =  2.5980702,  et 
2.5980762x400=1039.2304800,  comme  auparavant. 


aura  le  périmètre 
3t  la  inèine  chose 

2  dont  le  côté  est 
tep.  19:M.HC8. 
22°  30'  est  l'angle 
en  conséquence  = 

nat.  OAG^lOx 
=  1931.368. 
^ure  8  pieds  et  la 
Bp.  395.64  p.  c. 

et  le  rayon  droit 
«ep.  1899.2  L 
du  côté  au  centre 
ep.  1075  ni.  c. 

tire  d'un  polygone 
ilconque  de  côtés, 
ivaiit,   les  aires  re- 


;  savoir: 

Aires. 

L'angle 
UAi]. 

.4330127 

..  30» 

0000000 

..  45 

.7204774 

..  54 

,5980762 

..  60 

6339124 

..  64f 

8284271 

-.  67^ 

1818242 

..  70 

6942088 

..  72 

3656399 

• ■  ^3,V 

1961524 

..  75 

s  sont  entre  elles 
n  polygone  donné 
ne  l'aire  du  poly- 
é;  d'où,  on  a: 

onné;  multipliez 
mt  le  côté  est  1  .- 

)nt  le  côté  est  20  ? 
=  2.5980762,  et 
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*î.  Déterminer  le  contenu  superficiel  d'un  pentagone  dont  le  côté  est  de 
25  verges?  Rep.  1075.29H375  v.  c. 

3.  Le  côté  d'un  décagone  mesure  20  mètres;  quelle  est  l'aire? 

Bep.  3077.68352  m.  c. 

4.  Trouver  la  superficie  d'un  dodécagone  dont  le  côté  est  6  ? 

Rep.  403.0614801. 

5.  Le  côté  d'un  terrain  en  forme  de  triangle  équilatéral  mesure  3  arpents 
7  perches  et  6  pieds  ;  quel  en  est  le  contenu  ? 

Rep.  37^  per.x37^  per.  =1393J  ou  1393.77777,  x  0.4330127=603. - 
5234787  ou  C  arpents  carrés,  Sj  perches  carrées  à  peu  près. 

PROBLÈME   VIII. 

Trouver  la  circonférence  d'un   cercle  dont  on  a  le 

diamètre,  ou  le  diamètre  d'un  cercle  dont 

on  a  la  circonférence. 

(14L~t'2)  RîîGIiE.  Multipliez  (_GHG)  le  diamètre  par  3.1 116,  et  le 
produit  sera  la  circonférence  ;  ou  divisez  (Ci?)  la  circonférence  par 
3.1416,  et  le  quotient  sera  le  diamètre. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  25  ? 

Rep.  78.54. 

2.  Si  le  diamètre  de  la  terre  est  de  7921  milles,  quelle  en  est  la  circon- 
férence? Rep.  24884.6136. 

3.  Déterminer  le  diamètre,  dont  la  circonférence  est  11652.1904? 

Rep.  3709. 

4.  On  demande  la  circonférence,  quand  le  diamètre  est  de  17  métros? 

Rep.  53.4072. 

5.  On  donne  la  circonférence  d'un  cercle  =  354  pieds  pour  en  déterminer 
le  diamètre?  Rep.  112.681. 

REiTI,  Le  rapport  7:  22  donnerait  pour  ce  diamètre  112.636 

ce  dernier  résultat  est  trop  faible  de  -f  Jfj  d'une  unité  ou  de  y^jî^jj  ihi  tout 
et  met  en  mesure  de  juger  de  l'exactitude  relative  des  deux  rapports. 

PROBLÈME   IX. 

Trouver  la  surface  d'un  cercle. 

(1443)  REGLiE  I.  Multipliez  (431)  la  circonférence  par  la  moitié 
du  rayon. 

REGLE  II. Multipliez  (1024)  le  carré  du  rayon  par  3  1416. 
REGLE  m.  Multipliez  (dém.  de  6§4)  le  carré  du  diamètre  par 

.7854. 
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Ex.  1.  Quelle  est  la  surface  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  10  ? 

Rep.  78.51. 

Si  la  diamètre  était  100,   la  surface  serait -.  iHCtA 

Si  le  diamétte  était  1000,  la  surface  serait 7854 

3.  On  a  le  diamètre  7  et  la  circonférence  21.9912  pour  trouver  la  super- 
ficie du  cercle  ?  Rep.  38 .  4846. 

3.  Combien  y  a-t-il  de  verges  carrées  dans  un  cercle  dont  le  diamètre  est 
de  :î.1  pieds?  Rep.  l.OO'JOlfi. 

4.  Le  diamètre  étant  7,  quelle  est  l'aire  lu  cercle?  Rep.  38.481G. 

5.  Trouver  l'aire  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  de  30.^  perches? 

Rep.  2922.4784  perches  carrées. 

(1444)  REGLE  IV.  Multipliez  le  carré  de  la  circonférence  j)(ir. 

.O'Id^H  :  le  produit  sera  la  surface  du  cercle.     Car,  soit  c  la  circonférence 

donnée  d  le  diamètre   et  ;r=  3.14159;   alors   (6§6)   c  =  TCd,   et  (6^7) 

c  Tïd 

d  =  ~;  de  là  l'aire  du  cercle  =—T~  puisque    (1024)  la  surf,   d'un  cercle 

dont   le  rayon   est  r  =  7:r  et  que  d   =  i  r  ;  mais  puisque  d  =  -,   on  a 

7T 


2         £  £                                                   2                              t 

,i        /'c\     c  ,                 7C  d       ,      j  *            d       ,        c            c 

d  =    (  -]  =-,  ;  et  comme =  ^  yr  »  >  on  a  ;r— =  4  71 =   = 

;:  4                                       "i^                TTi 


C 

4:7: 


t 
=  c  y. 


^ =  c    X.  07958. 


4x3.14159        12.50630  12.50030 

EX.  1.  Trouver  l'aire  d'un  cercle  dont  la  circonférence  est  de  10.75  ? 

Rep.  9.190463750. 

a.  Déterminer,  en  acres,  la  superficie  d'un  terrain  dont  la  circonférence 
mesure  un  nulle  (soit  80  chaînes  de  Gunter  =  60  x  80  =  5280  pieds  an- 
glais) ?  Rep.  50.9312. 

PROBLÈME  X. 

Trouver  la  surface  d'un  anneau  circulaire  ou  l'espace 
compris  entre  deux  cercles  concentriques.  (*) 

(1445)  REOLE  I.  Trouvez  (1144)  par  le  dernier  problème  les 
surfaces  des  deux  cercles  :  leur  différence  sera  la  surface  de  Vanneau. 

REGLE  II.  Multipliez  (3'î'l)  la  somme  des  diamètres  par  leur  diffé- 
rence :  ce  produit  multiplié  par  .7854  sera  la  surface  voulue. 

(•)  Tel  serait  une  allée  autour  d'un  jardin  circulaire,  la  coupe  horizon 
taie  d'une  colonne  évidée,  le  plan-par-terre  du  mur  d'une  tour,  une  coupe 
perpendiculaire  à  l'axe  d'un  tuyau  ou  conduit,  etc.,  etc. 


h.  '. 
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surf,   d'un  cercle 


RI^Glii:  III.  Multipliez  la  demi-somme  des  circonférences  des  deux 
cercles  par  la  demidiférence  de  leurs  diamètres,  c^est-ndirc  par  la 
largeur  de  l'anneau,  et  le  produit  sera  la  surface  demandée. 

Car  cliaque  unité  du  diamètre  correspond  à  3 .  141 G 
unités  de  la  circonférence  ;  donc,  si  a  C  =  a  A  = 
une  unité  ou  paitic  quelconque  du  diamètre  A  B  ou 
C  1),  l'excédant  do  la  circonférence  a  b  ftur  la  cire. 
C  D  sera  égal  à  l'excédant  de  A  ]i  t<ur  a  6;  d'où  a 
h  est  moyenne  arithmétique  (lï26»i)  entre  cire.  A  et 
cire.  C.  Maintenant,  (42S)  A  E  :  ac:  C  F  :  : 
cire.  A  B  :  cire,  a  b  :  cire.  C  D  ;  donc  a  c  est  moyenne  aritliméti(iuc  entre 
AE,  CF  ;  et  puisque  l'arc  AB,  indéfiniment  petit,  peut  être  considéré  (4^0) 
comme  étant  sensiblement  une  lij^ne  droite,  la  partie  A  E  F  C  de  l'anneau 
circulaire  peut  être  régardée  comme  un  trapèze  ;  or,  surf.  trai)èze  A  E  F  C 
=  (34T)  a  c  X  AC  ;  donc  aussi,  surface  anneau  A  C  =  cire,  a  b  x  A  C. 

Ex.  1.  Combien  y  a-t-il  de  pouces  carrés  dans  la  surface  d'un  anneau 
circulaire  dont  le  diamètre  extérieur  est  30  pouces  et  la  lar<^eur  2.^  pouces  ? 

Kep.  '215. 'JS5. 

2.  Les  diamètres  de  deux  cercles  concentriques  sont  15  et  10  :  quelle  est 
l'aire  de  l'anneau  que  forment  ces  cercles?  Rep.  98.175. 

3.  On  demande  la  surface  de  l'anneau  dont  les  cercles  contenants  ont 
pour  diamètres  9  et  5  ?  Rtp.  4:5. 9821. 

4.  Les  deux  diamètres  d'un  anneau  circulaire  sont  21.25,  et  9.75;  quel 
en  est  le  contenu  superficiel?  Rcp.  279.9951. 

5.  Déterminer  la  surperficie  de  l'espace  compris  entre  deux  cercles  con- 


Rcp.  24.3474. 


centriques  dont  les  diamètres  sont  15  et  16? 

(1446)  Si  les  cercles  A  B,  a  b,  n'avaient  pas  le 
même  centre,  comme  c'est  le  cas  pour  une  roue  excen- 
trique, il  est  clair  qu'on  aurait  tout  de  même  la  surface 
de  l'espace  annulaire  compris  entre  les  cercles  en  faisant 
(Règle  I)  la  ditlérence  de  surface  de  chacun  d'eux. 

PROBLÈME  XI. 


Trouver  la  longueur  d'un  arc  de  cercle. 

(1441')  REGLE.  I.  Multipliez  le  nombre  de  degrés  dans  l'arc  pro- 
posé par.  00872G()  et  ce  produit  par  le  diamètre  du  cercle. 

REIDI.  1.  Puisque  la  circonférence  est  3.1416  quand  le  diamètre  est  1, 
il  suit  que  3.1416-^-360  =  0.0087266  =  longueur  (*)  de  l'are  d'un  degré, 

(*)  On  a  déjà  eu  occasion  de  faire  remarquer  et  il  est  d'ailleurs  clair  que 
l'exactitude  d'un  résultat  est  limité  par  celle  des  éléments  qui  y  concourent; 
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Rons  un  ilianiètro  égal  à  l'unité.  Cp  quotient  multiplié  par  lo  nombre  de? 
<lo^'ré.s  iluiirt  un  arc,  sera  la  longueur  de  cet  arc  duuH  K'  corclc  dont  le  diii- 
niétro  =  1  ;  et.  ce  produit  nuiltipliô  par  un  diamètre  quelconque  donnera  Itv 
longueur  de  l'arc  dans  un  cerclo  de  co  diamètre. 

RKin.  *J.  Puisque  la  minute  est  le  GOèmc  du  do^ré,  et  la  Hccondo  lo 
fiOéme  de  la  minute  ou  le  ((iO  x  fiO)  .^(îOOème  du  doj^ré  |  hî  l'arc  proposé 
Contient  d«s  minutes,  on  réduira  ces  minutes  en  les  divisant  par  GO  à  la 
décimale  d'un  (le;^ré  et  si  l'on  a  aussi  des  secondes,  on  réduira  d'abord  le;i 
minutes  en  «econdea  pour  diviser  ensuite  le  tout  par  .'ÎGOO  ;  ce  qui  traduira 
comme  auparavant  en  décimales  d'un  degré  la  partie  fractionnaire  de  l'arc. 

Ex.  1.  Le  dianiètrc  étant  de  18  pieds,  quelle  est  la  longueur  de  l'arc  do 
30"'?  Ilcp.  i.lVllKA. 

58.  Trouver  la  longueur  d'un  arc  de  12".  10' ou  12^",  sous  un  diamètre 
20?  Rei».  2.12.3172. 

3.  Dana  un  cercle  dont  le  diamètre  est  de  G8,  quelle  est  la  longueur  de 
l'arc  de  10^.15'  ou  10.25»  ?  Kcp.  G.08239G. 

4.  On  demande  la  lonjjuour  d'un  arc  de  57"  17'  4-iy  ;  le  rayon  du  cercle 
étant  de  25  pieds?  Rcp.  25  pieds. 

Car  57°  17'  44^"  est  la  .3.14l592Gème  partie  de  1S0«,  c'est-à-dire  la  ion. 
gneur  du  rayon  en  termes  de  la  circonférence. 

5.  Déterminer,  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  20,  la  longueur  d'un  arc 
de  45°  .30'  3"?  Wt^p.  15.885. 

RKI>I.  ÎJ.  Si  le  nombre  de  degrés  dans  l'arc  voulu  n'était  pas  connu, 
on  y  arriverait  facilement  par  la  méthode  dix  par.  (lif^).  où  la  corde  et 
la  tlèche  de  l'arc  sont  données  pour  trouver  le  reste. 

(144S)  REGIME  II.  Déterviini'z  (TSft)  la  longueur  de  la  circonfà 
rtncc  entière  dont  Varc  donne  fait  partie  et  établissez  alors  la  proportion 
suivante,  savoir  :  360°  :  la  longueur  de  la  circonférence  :  :  le  nombre 
de  degrés  dans  Varc  :  la  longueur  de  Varc. 

Ex.  1.  Sous  un  rayon  14,  quelle  est  la  longueur  de  l'arc  de  G0°  ? 

Rep.  14.GC07720 


il  est  donc  à  peine  nécessaire  de  rappeler  que  suivant  le  degré  de  précision 
qu'on  se  propose,  il  peut  devenir  nécessaire  de  faire  entrer  en  compte  un 
nombre  plus  ou  moins  grand  des  décimales  de  l'unité  de  tel  élément  ;  ainsi 
il  est  clair  que  la  solution  du  problème  dont  il  s'agit  ici  peut  exiger  que  l'on 
remplace  le  rapport  7T  =  3.1416  dont  on  se  sert  d'ordinaire  par  le  rapport 
plus  exact  ;:  =  3.14159,  ou  par  le  rapport  encore  plus  approximatif  7t 
=  3.141592,  ;r  =  3.1415926,  n- =  3.14159265,  etc.,  avec  une  décimale- 
additionnelle  du  terme  ou  facteur  iT  pour  chaque  décimale  additionnelle  de 
l'unité  du  résultat. 
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•J.  La  corde  A  B  crtin  ar''  A  C  li  est  de  30 
l)i(.'dM  tt  la  liuiitfur  ou  sinus-vtTHf  K  C  est  de  8 
piedrt  j  trouvt-r  lu  liiiij!;uc'ur  de  l'urc  ? 

Rep   .'l')à  i)ioilH,  près. 
îi.  Quelle  est  la   loii;KMU'ur   do    l'arc  dont  la 
«îorde  est  18^  et  la  Mèche  ISJ  ? 

R<î|».  (iL7G7  prèH. 

1.  Si  la  Cdnle  il'uu  arc  iiiCHure  20.;W(J  pendien,  et  kom  HJnuH-verse  I- 
lKrcli''.s  ;  (jiu'lle  est  la  Itiiij^ucur  de  l'arc  ?       Ri-p.  22.40*2  perchen  près. 

5.  On  deuiaude  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  dont  la  corde  est  40  et  la 
hauteur  1;")  ?  Rcp.  53,33  près. 

(I'I4Î>)  REGIME  III.  On  démontre  aussi  que  :  L^on  obtient,  à  peu  de 
cknne  près,  la  longw^ur  d'un  arc,  en  soustrayant  de  huit  foin  ta  corde  de 
la  moitié  de  l'arc,  la  corde  de  l'arc  entier,  pour  prendre  ensuite  te  tiers  de 
la  différence. 

Kx.  1.  La  corde  d'un  arc  est  de  36.75  et  la  corde  de  la  moitié  de  l'arc 
23.2  ;  cpielle  e>«t  la  longueur  de  l'aro  ?  Rcp.  49.G1()  près. 

a.  Quelle  est  la  longueur  d'un  arc  dont  la  cordo  est  f)0.8  et  la  corde  du 
demi-arc  30. G  ?  Rcp.  64.66  prèti. 

UElti.  Quand  on  ne  connaît  que  la  corde  et  la  flèche  de  l'arc  entier,  on 
obtient  au  besoin  la  corde  de  la  moitié  de  l'arc  égale  (306)  à  la  racine  carrée 
de  la  somme  derf  carrés  de  la  tlèche  et  de  la  demi-corde. 


PROBLÈME   XII. 


Trouver  l'aire  d'un  seoteur  de  cercle. 


(1I50J  REGL.E  I.  Multipliez  (43O.20>  Varc  du  secteur  parle 
demi  rayon. 

REGLE  II.  Faites  (4!49)  Vaire  du  cercle  entier,  et  établissez  en- 
suite la  proportion  :  3G0  degrés  :  degrés  dans  Varc  du  secteur  ::  Vaire 
du  cercle  entier  :  Vaire  du  secteur. 

Ex.  1.  On  demande  l'aire  d'un  secteur,  dont  l'arc  est  de  18  degrés  et 
le  diamètre  du  cercle  3  pieds  ?  Rep.  0.35343. 

2.  Quelle  est  la  surface  d'un  secteur  dont  l'arc  est  20  et  le  rayon  10  ? 

Rfp.   100. 

3.  L'arc  d'un  secteur  est  147*^  29' et  son  raj'On  25;  quel  est  le  contenu 
superficiel?  Rep.  804.3986. 

4.  Déterminer  la  surface  d'un  secteur,  quand  la  corde  de  l'arc  =  28  et 
la  corde  de  la  moitié  de  l'arc  =  16  ?  Rep.  275.39  près. 
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ft.  Lo  rayon  du  cercle  étant  10,  quelle  est  la  Huperficie  tlu  «cctonr  dont  la 
corde  de  l'arc  est  20  ?  Ut>|».    Il:»  :i  près. 

ti.  La  corde  de  l'arc  e.-*!  1<!  et  sa  Iwuitciir  (>  ;  (Hielle   c-'t  l'aire  du  wecteur  ? 

H<'|».  M8  H7;{  prés. 
T.  Trouver  le  contenu  d'un   secteur  dont   la  hauteur  de  I'arc  =  4etlc 

PROBLÈME  XIII. 

Trouver  l'aire  d'un  secteur  d'anneau   circulaire  ou 

l'espace  compris  entre  deux  arcs  de  cercles 

concentriques. 

(1451,  REGT.F  r.  Multipliez  (déni,  de  I-IJ»,  R.  lli.)  In  demi- 
ttcvime  des  arcs  intérieur  et  extérieur  du  secteur  par  sa  larfreur  ;  c'est-à- 
dire  par  la  largeur  de  Vanneau  dont  le  secteur  fait  partie,  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose,  par  la  dij/crence  des  rayons  des  arcs  concentriques  qui 
le  contiennent. 

RECjSIjE  II.  Trouvez  par  le  dernier  problème 
les  surfaces  des  deux  secteurs  concentriques  :  leur 
différence  sera  la  surface  voulue. 

Ex.  1.  L'arc  AEB  ou  CFD  d'un  secteur  AB  d'anneau  circulaire  e,«t  de 
se*,  la  largeur  AC  de  l'anneau  de  2  A  et  le  rayon  AO  de  l'arc  extérieiu-  de 
L5  pouces?  Rep.  La  8urface=17.'Jlt87ô,  -soit  18  p.  c. 

2.  Les  deux  rayons  d'un  secteur  d'anneau  circulaire  sont  10.02")  et 4.875 
et  l'angle  au  centre  0  ou  AOB  c'est-à-dire  l'arc  AEB  est  de'  270"  ;  (257) 
on  demande  l'aire  du  secteur  ?  Rep.  209.1)96,   soit  210. 

3.  Les  arcs  qui  comprennent  un  secteur  d'anneau  circulaire  sont  11  pieds 
9  pouces  et  10  pieds  3  pouces,  et  la  largeur  de  l'anneau  l.'J  pouces  ;  quelle 
en  esi  la  surface  ?  Rep.  1 1  { i  p.  c. 

4.  Déterminer  la  superficie  de  l'espace  compris  entre  deux  demi-cercles 
ayant  un  centre  commun,  et  dont  les  diamètres  mesurent  20  et  30  ? 

Rep.  39.270x5  =  196.35. 
(1452)  RE9t.  Si  les  secteurs  composants 
ABO,  CDo  n'avaient  pas  le  mêtne  centre  ;  on 
ferait  d'abord  la  surface  de  l'espace  CFDO  en 
ajoutant  fiu  secteur  CFUo,  ou  en  lui  retran- 
chant, suivant  le  cas,  la  somme  des  triangles 
COf»,  DOo,  pour  prendre  ensuite  la  différence 
entre  AEI^U  et  CFDO  ;  ce  qui  est  clair. 


i  secteur  dont  la 

llM/l  près, 
lire  (lu  ficcteur  ? 

8H  87:5  prés. 
If  l'un;  -  4  et  le 
(U).M')8  près. 


julaire  ou 
eroles 


III.)  la  demi- 
arpcnr;  c'estd- 
f'e,  OM,  f<;  qui  eut 
oncentriques  qui 


circulaire  est  do 
'arc  extérieur  de 
),  soit  18  p.  c. 
;10.f)2r)  014.87;') 
le'270«  ;  (25^) 
1)1)0,  soit  210. 
.ire  sont  11  pieds 
l  pouces  ;  quelle 
Bp.   1 1 1 1  p.  c. 

'ux  deiiii-ceroles 
0  et  ;iO  ? 

X  5  =  101). 35. 
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Trouver  la  surfkce  d'un  segment  de  cercle. 

(1  Ift.l)  Kl'ICilil']  I.  1"  Trouvez  (49H'i pur  l'avant  dernier  problème, 
V aire  du  secteur  de  même  arc.  2^  Trouvez  ensuite  l'aire  du  triangle 
formé  par  la  corde  du  segment  et  les  rayons  du  secteur.  .'5"  La  somme 
de  ces  surfaces  sera,  (4:J4J  celle  du  segment,  si  le  segment  est  plus 
grand  qu'un  demi-cercle,  et  ai  le  segment,  est  moindre  qu'un  demi-cercUf 
sa  surface  sera  égide  à  la  différence  de  ces  surfaces. 

Ex.  1.  Trouver  l'aire   du  segment  AEB   dont  la 

corde  AB  est  12  et  le  rayon  AC  =:  10. 

AI)  10  conip.  ar.  loj,'.  9.000000 

:AD=iAH  G  0.778151 

::  Sin.  D  90'^  10.000000 


Sin.  ACl) 


IJOs- 


52'-- 36.87'' 
X  2 


9.778151 


r--  73 .  74^  -  les  degrés  daun  l'arc  AKB. 

Alors  73.74  x  (1455  REIU.  1.)  0  0087266  x  20  =  12.87  =  longueur 
(près)  de  l'arc  AEB  et  AEB  v  ^A-G  =  12.87  x  5  =  64.35  =  surf,  secteur 
AEBC. 

Maintenant  CD ^VaU«"-^^M)»  =  VlOO  -  36  =  V64~=  8  et  6  x  8  =  48 
surface  an  triangle  ACB.  De  là,  sect.  AEBC  -  ABC  =  64,35  -  48  =  16.35  = 
seg.  AEB. 

a.  On  demande  l'aire  du  segment  dont  la  hauteur  est  18  et  le  diamètre 
du  cercle  50?  Rcp.  636.4834. 

3.  La  corde  d'un  segment  =  16,    le  diamètre  ~  20  ;  quelle  est  la  surface  ? 

Rfp.  44.764. 

4.  L'arc  d'un  segment  contient  90°  sous  un  rayon=9  ;  quelle  est  la  sur- 
face? Rep.  23.1174. 

5.  Déterminer  l'aire  d'un  segment  dont  la  corde  de  l'arc  est  24  et  la  corde 
de  la  ujoitié  de  rarc=13  ?     Voyez  (536)  ou  539). 

Rep.  52.53.333. 

(1454)  REGLE  II,  l'^  Divisez  la  hauteur  ou  le  sinus-verse par  le 
diamètre  et  trouvez  le  quotient  dans  la  table  des  sinus-verses  d  la  fin  de 
ce  volume.  2°  Multipliez  alors  le  nombre  d  la  droite  du  sinus-verse  par  le 
carré  du  diamètre,   et  le  résultat  sera  la  surface  demandée. 

(1455)  La  table  dont  il  est  question  contient  les  surfaces  ou  aires  des 
segments  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  1  et  que  l'on  suppose  divisé  en 
1000  parties  égales.  On  y  trouvera  donc  la  surface  d'un  segment  ayant 
pour  hauteur  la  miUième  partie  du  diamètre,  celle  d'un  segment  dont   la 
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hauteur  égale  le8  2  millièmes  du  diamètre,  celle  du  segment  ayant  pour  liai' 
leur  ou  sinue-versc  les  jq^^jq  du  diam.  et  ain»i  de  suite  jusqu'au  sof^ment 
dont  la  hauteur  est  de  ^"oYo  '''^  diam.  c'est-il-dire  jusqu'au  demi-cercle  eu 
entier. 

(1456)  Il  est  clair  que  cette  rè;j;le  est  analogue  i\  la  règle  II  du  problème 
VII  et  qu'elle  n'exige  paa  une  démonstration  spéciale;  car  il  s'  'Ht  de  rap- 
peler, pour  en  faire  comprendre  l'exactitude,  que  dans  deux  cercles  ditl'é- 
rents  le«  segmente  fleinblables  sont  (24)  ceux  qui  correspondent  A,  des 
angles  égaux  au  centre  et  dont  les  cordes  (double-simis  (52IG)  des  moitiés 
de  ces  angles)  et  les  sinus-vercee  ont  en  conséquence  entre  eux  le  rapport  des 
diamètres  de  ces  cercles  et  (jue  (ÔST)  ces  ligures  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  de  ces  diamètres. 

(1451)  Il  est  a  peine  nécessaire  d'ajouter  <pie  s'i'  s'agisait  d'un  segnunl 
plus  grand  que  le  demi-cercle  on  n'aurait  qu'à  opérer  sur  l'autre  segment, 
pour  le  retrancher  ensuite  du  cercle  entier,  et  si  le  quotient  du  sinus-vir.'^i' 
donné  par  le  dianiétre  ne  se  trouve  pas  dans  la  table,  il  sera  facile  de  déter- 
miner par  une  simple  proportion  la  dili'éreuce  de  surface  correspondant  à  la 
partie  fractionnaire  de  tel  sinus. 

Ex.  1.  Le  siima-versed'un  segment  de  cercle  étant  10  et  le  diamètre  ")()  ; 
trouvez  l'aire  du  segment  ? 

Rep.  10-r-50  =  l}|  =  J=  .2  =:8inus-ver8e  de  la  table;  l'aire  qui  corres- 
pond à  ce  sinus-verse  est  .111H23  laqiudle  multipliée  par  2.j00  le  carré  du 
diam.  d  amepour  surf,  du  segment  proposé  279. .Of)?') 

fl.  On  demande  la  surface  du  segment  dont  la  hauteur  est  6  et  le  diam. 
du  cercle  21  ? 

JRep.  6-:-21  =^j^  =  f  =  .285iJ  =  .sinus- verse  de  la  table,  auquel 

correspond  surf 184r>21 

La  surface  qui  correspond  au  sinus-verse  plus  grand  suivant  est..       .  18512;') 

La  dift'érence  entre  ces  surfaces  est 0()()!)0 1 

Cette  différence  X  ij,  c'est-à-dire  x  5  ct~7  donne  pour  surf.  cor.  '   '.       .0()()(!l(i 
A  laquelle  j'ajoute  la  surf,  qui  cor.  à  285 .  lHli")2l 

Pour  avoir  la  surface  entière  du  segment  285^  de  la  table 185107 

Maintenant,  multipliant  par  le  carré  du  diam.  21  x  21  = III 

On  obtient  pour  surface  du  segment  proposé 81. 6580 1 7 

3.  Trouver  l'aire  d'uu  serment  dont  la  hauteur  est  2  et  le  diam.  52  ? 

Rop.  20.88. 

4«  Le  sinus-verse  est  5  et  le  dium.  25  ;  quelle  est  l'aire  du  segment  ? 

Ucp.  o:).8Hi);;7:). 

5.  La  hauteur  d'un  segment  est  9  pouces  et  le  diam,  3^  pieds  ;  trouvez  la 
surface?  Kep.  205.4118  pouces carréis. 
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PROBLÊME  XV. 

Trouver  la   surfkoe   d'une   zone  de  cercle,    ou  l'espace 
compris  entre  deux  cordes  parallèles  quel- 
conques et  leurs  arcs  interceptés. 


et  le  diamètre  fiO  ; 


•  est  6  et  le  diaiii. 


pouccH  carrcsi. 


(l4r»S)  IlEr^LC  I.  IVouroz  d'abord  par  la  méthode  du  par.  0*114:1 
etc.,  le  dlamclrc  ou  rayon  du  cercle  et  les  autres  éléments  du  calcul  djaire. 
Déierminez  ensuite  (lîjr»  séparément  par  les  problèmes  déjd  donnés  les 
surfaces  des  secteurs  et  des  triangles  composants,  pour  en  prendre  la 
somme,  si  la  zone  est  centrale  ;  ou  si  la  zone  est  soit  centrale  ou  latérale, 
déterminez  par  le  dernier  problème  les  surfaits  des  deux  segments  ayant 
pour  cordes  les  cordes  de  la  zone  ;  la,  di/férence  entre  ces  segments,  ou 
entre  le  cercle  entier  et  la  somme  de  ces  segments,  sera  la  surface  voulue. 

Ex.  1.  Les  deux  cordes  parallèles  d'une 
zone  Hont  12  et  20  et  leur  distance  perpendi- 
culaire est  13  ;  quelle  est  la  surface? 

Kep.  252.87859. 

2.  Trouver  l'aire  d'une  zone  de  cercle 
dont  les  cordes  i)arallèles  mesurent  12  et  IG 
et  la  distance  entre  elles  2  ? 

Kep.  2S.;{7G. 

:?.  Déterminez  le  contenu  superficiel  d'une 
zone  dont  les  côtés  sont  !)G  et  60  et  la  lar- 
geur 2G  ?  Rep.  2i:{G.82. 

4  Si  les  deux  cordes  parallèles  d'une  zone  circulaire  sont  20  et  15  et 
leur  distance  perpendiculaire  17.5  ;  quelle  est  la  surnice? 

Rep.  395.436;). 

A  On  demande  l'aire  d'une  zone  dont  chacune  des  cordes  parallèles  est 
40  et  la  largeur  3G  ? 

6  L'une  des  cordes  parallèles  d'une  zone  de  cercle  est  de  30  et  passe  par 
le  centre  du  cercle,  l'autre  est  de  16  ;  on  demande  la  surface. 

BEIWI.  On  pourrait  aussi  considérer  le  sej^ment  donné  comme  composé 
du  trapèze  ABFD  et  des  deux  segments  égaux  AD,  BF  pour  en  déterminer 
de  cette  manière  la  surface. 
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PROBLÈME  XVI. 

Trouver  la  surface  d'une  lunule,  ou  l'espace  compris 

entre  les  arcs  de  deux  cercles  excentriques 

qui  s'intersectent. 

(1459)  RKGLE.  Trouvez  (43S)  par  Vacant  dernier  problème  les 
aires  de-i  deux  segments  qui  vont  d  former  la  lunule  :  leur  différence  sera 
la  surface  requise. 

L  L  L 


A  B 

Ex.  1.  La  corde  AB  d'une  lunule  AEBLA  est  20  et  les  hauteurs  des 
segments  conipo-santa  AEB,  ALB  sont  5  et  8  ;  quelle  est  la  surface  de  la 
lunule?  Rep.  49.392704. 

2.  La  corde  — 20,  et  les  hauteurs  des  segments  10  et  2  ;  quelle  est  l'aire 
de  la  lunule  ?  Rep.  130 .  204. 

3.  Déterminer  la  surface  d'une  lunule  dont  la  longueur  de  la  corde  est 
48,  et  les  hauteurs  des  segments  18  et  7  ?  Rep-  408.608. 

4.  La  base  AB  d'une  lunule  est  10  est  les  rayons  AC,  AD  des  deux  arcs 
contenants  AEB,  ALB  sont  7  et  6  ;  trouvez  la  surface. 

5.  La  corde  d'une  lunule  étant  10  et  les  hauteurs  des  segments  15  et 
13  ;  quelle  est  la  surface? 

PROBLÈME  XVII. 
Trouver  (*)  la  circonférence  d'une  ellipse. 

Cette  figure  que  fait  voir  toute  coupe  FI,  AD  (997)  ou  FE,  RN  (1099)  d'un 
cylindre,  ou  6e  (1055),  ac(105'î')d'un  cône  par  un  plan  qui  étant  incliné  à 


(*)  Quoiqu'on  ne  puisse  à  l'aide  des  principes  dont  il  a  été  question  jus- 
qu'ici, donner  une  démonstration  de  cette  règle  et  des  quatre  suivantes  ;  on 
a  cru  cependant  devoir  les  insérer  ici  pour  compléter  les  régies  nécessaires 
au  toisé  des  surfaces  planes,  ou  de  celles  (1140,  D'aiY.)  qui  étant  à 
simple  courbure,  peuvent  se  développer  en  surfaces  planes. 
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egments  15  et 


l'axe  de  ces  solides  en  rencontre  les  deux  côtés,  se  présente  fréquemment  à 
la  considération  du  mesureur.  On  la  retrouve  dans  le  cirque,  rainphi- 
tliéâtre,  le  parterre,  etc.,  et  sur  une  plus  petite  échelle  dans  l'diil-dc-liouc, 
etc.,  mais  c'est  surtout  la  demi-ellipse  que  l'on  rencontre,  dans  la  cuupe  des 
voûtes  de  toutes  sortes,  dans  la  tête  cintrée  d'une  pdrte  ou  fenêtre,  uu  d'une 
ouverture  arquée  entre  deux  appartements,  etc.,  etc. 

(1460)  On  serait  peut-être  tenté  de  croire,  au  premier  abord,  que  la 
circonférence  de  l'ellipse  dût  être  une  moyenne  arithmétique  entre  les  cir- 
conférences de  deux  cercles  ayant  pour  diamètres  respectifs  les  grand  et 
petit  d'aniètres  de  l'ellipse,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  que  cette  circon- 
férence dût  être  égale  à  celle  d'un  cercle  dont  le  rayon  serait  égal  à  la  deini- 
somme  des  grand  et  petit  rayons  de  l'ellipse,  c'est-à-dire  dont  le  rayon 
serait  moyen  arithmétique  entre  les  demi-diamètres  de  l'ellipse  ;  et  il  en  est 
à  peu  près  ainsi  pour  les  ellipses  dont  les  diamètres  ne  diiièrent,  l'un  de 
l'antre  que  de  2ô  à  20  pour  cent  ;  mais  pour  se  persuader  qu'il  n'en  est  pas 
toujours  ainsi,  on  n'a  tju'à  recourir  à  un  cas  extrême  (comme  on  l'a  déjà 
fait  au  par.  (S!2S)  ).  En  etfet,  supposons  que  pentlant  que  le  petit  axe  de 
l'ellipse  est  I,  le  grand  axe  soit  1,000,000  ;  il  est  évident  que  la  circonfé- 
rence d'une  telle  ellipse  sera  sensiblement  égale  au  double  de  son  grand  dia- 
mètre, c-à-d.  2,000,000  pendant  que  la  demi-somme  GOOnOO  +  .ô  ou  .500000 
(car  on  peut  négliger  le. 5),  des  axçs  x  3. 14IG  =:  1 .570800  ;  et  si  le  petit  dia- 
mètre était  infiniment  petit  relativement  au  grand  supposé  égal  à  2,  la  cir- 
contërence  exacte  serait  4,  (double  du  grand  axe)  pendant  que  la  circonfé- 
rence moyenne  arithmétique  ne  serait  que  de  3.14159  etc.,  l'erreur  étant 
dans  ce  cas  de  4-3  1416  =  .8584  ou  de  près  d'un  quart.  Mais,  si  l'on  ne 
peut  correctement  obtenir  la  circonférence  d'une  ellipse,  de  cette  manière,  il 
est  démontrable  qu'on  y  arrive  exactemeni  par  la  méthode  suivante  : 

(1461)  RCOLE  I.  Multipliez  la  racine  carrée  de  la  demi-somme 
des  carrés  des  deux  diamètres  de  l'ellipse  par.  3.1416,  et  le  produit  sera 
la  circonférer-ce  voulue. 

Ex.  t.  Le  grand  diamètre  AB  d'une  ellipse 
est  15  et  le  petit  diamètre  12  ;  quelle  en  est  la 
circonférence? 


AB*  +CD^  ^(39)=Vl84.ô  -  13.- 


Rep. 


583  et  3.1416  x  13.583  =  42.6723528. 

2.  Les  grand  et  petit  axes  étant  respectivement 
24  et  20  ;  déterminer  la  périphérie  de  l'ellipse  ? 

3.  Les  demi-diamètres  d'une  ellipse  sont  12^  et  Yj  ;  quel  en  est  le  péri- 
mètre ?     '  Rep.  64.7667. 

(1462)  Il  est  clair  que  la  demi  ellipse  CBD  est  égale  en  périmètre  et 
en  aurlace  à  la  demi-ellipae  ACB,    et  que  chacune  d'elles  a  pour  mesure  la 


Rep.  69.3979. 
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demi-circonférence  et  la  demi-surface  de  l'ellipse  entière.  Cette  règle  et  la 
suivante  qui  enseignent  à  trouver  la  circonl'èrence  et  la  surface  de  l'ellipse 
entière  fournissent  donc  aussi  le  moyen  iVarriver  au  périmètre  ACB  ou 
CBD  ou  à  la  surface  de  la  demi  ellipse  de  même  nom. 

Il  est  de  plus  évident  que  tout  autre  diamètre  EH  divise  l'ellipse  en  deux 
parties  de  même  surface  et  de  même  périmètre. 

(14C3)  //  est  une  propriété  importante  de  V  ellipse  qui  nous  permet  de 
la  tracer  avec  facilité  ou  de  découvrir  si  une  figure  curviligne  qui  ressemble 
à  une  ellipse  en  est  une  ou  non  ;  c'est  que  la  somme  FC  +  F'C,  FG  4-  F'G, 
des  rayons  menés  de  deux  points  F,  F'  situés  sur  le  grand  diamètre  et  qu'on 
noînme  foyers  ou  centres  de  l'ellipse,  à  un  troisième  point  quelconque  C  ou  G 
etc.,  sur  sa  circonférence,  est  constante  et  égale  au  giand  diamètre  AB  ;  or 
il  est  clair  que  cette  propriété  là  même  nous  permet  d'établir  les  foyers. 
En  efïet,  les  deux  diamètres  d'une  ellipse  quelconque  étant  donnés,  du  point 
C  ou  D  extrémité  du  petit  axe,  comme  centre  et  avec  un  rayon  CF=CF'= 
OA  ou  0B  =  5  AB  on  inter.-ectera  AB  en  F  et  F' les  foyers  voulus  ;  puis, 
des  points  F  et  F'  comme  centres,  avec  des  rayons  FG,  F'G  dont  la  somme 
=AB,  c'est-à-dire,  avec  un  rayon  quelconque  FG  moindre  que  FB  et  un 
autre  rayon  F'G  égal  à  la  différence  entre  le  premier  rayon  FG  et  le  dia- 
mètre AB,  l'on  tracera  des  arcs  dont  les  intersections  en  G  donneront  un 
point,  et  en  répétant  l'opération  une  suilie  de  points  par  lesquels  on  fera 
passer  une  courbe  qui  sera  l'ellipse  voulue. 

(1464)  Ou,  l'on  fixera  en  F  et  F'  des  aiguilles  auxquelles  on  attachera  les 
extrémités  d'un  fil  d'une  longueur  telle  que  l'on  ait  FC  +  F'C  ou  FG  +  F'G 
=  AB  ;  il  suffira  alors  de  tenir  le  fil  tendu  au  moyen  d'un  crayon  ou  d'une 
pointe  que  l'on  promènera  tout  autour  des  deux  foyers  pour  coujpléter  le 
tracé  de  l'ellipse. 

(1465)  Pour  faire  la  même  opération  sur  une  grande  échelle  ;  après 
avoir  pris  F'G  ou  F'G  à  volonté,  moindre  que  AF'  ou  BF,  mais  plus  grand 
que  AF  ou  BF',  connaissant  l'autre  rayon=^AB  -  FG  ou  AB  -  F'G,  suivant 
le  cas,  et  FF'  étant  aussi  connu=2  0F  =  2  VcF^-CU^  =  2  ^QA»  -  OC» 
on  n'aura  qu'à  calculer  l'un  FF'G  ou  F'FG  des  deux  angles  à  la  base  du 
triangle  GFF'  et  mener  l'un  des  deux  rayons  de  la  longueur  voulue  et  sous 
l'angle  requis  pour  donner  un  point  G  de  la  circonférence  proposée  ;  cette 
opération  répétée  donnera  une  série  de  points  par  lesquels  on  fera  passer 
une  ligne  qui  sera  la  circonférence  demandée.  Observons  aus3i  que  l'on  s'ex- 
empterait le  mesurage  du  rayon  GF  ou  GF',  en  calculant  chacun  des  angles 
en  F  et  en  F'  pour  opérer  ensuite  une  intersection  G  des  du-ectrices  FG,  F'G. 

(1466)  Ajoutons  qu'une  construction  géométrique  ou  graphique  sur  une 
petite  échelle  aurait  l'avantage  de  donner  d'une  manière  plus  expéditive  et 
souvent  assez  exacte  tous  les  angles  GFF',  GF'F  etc.,  nécessaires  à  la  déter- 
uiinatiou  des  intereectioua  ou  points  G  du  périmètre  voulu. 


.'•I 


DES    SURFACES. 


625 


imètre  ACB  ou 


'ellipse  en  deux 


(146T)  On  trace  encore  l'ellipse  comme  suit  :  Soit  ac =A0  ou  BO  le 
demi  gran.l  axe,  a6=iC0  ou  DO  le  demi  petit  axe.  En  faisant  mouvoir  la 
droite  ac  de  manière  à  tenir  le  point  c  sur  le  diam.  DC  et  le  point  b  sur  le 
diam  AB,  le  point  a  décrira  l'ellipse  voulue.  Dans  la  pratique  la  droite 
ac  est  une  tige  ou  tringle  quelconque,  avec  des  aiguilles  ou  pointe  saillants 
en  a,  b  et  c,  et  l'on  dispose  à  l'endroit  des  diamètres  AB,  CD  des  tringles, 
rainures  ou  coulisses  pour  servir  de  guides  aux  points  b  et  c. 

(1468)  RLl'iGLE  II  Quand  les  diamètres  ne  sont  pas  très  inégaux, 
on  obtient  assez  correctement  la  circonférence  de  V  ellipse  en  faisant  le 
produit  de  la  demisomme  de  ces  diamètres  par.  .S.  1416. 

Ainsi  les  trois  derniers  exemples  calculés  de  cette  manière  donnent  res- 
pectivement pour  réponses  42.4:1  au  lieu  de  42.67,  69.11  au  lieu  de  69.40, 
et  62.83  au  lieu  de  64.76;  c'est-à-dire  que  quand  la  différence  entre  les 
diam.étres  n'excède  pas  ^  ou  ^  ou  quand  les  rapports  entre  les  diamètres 
sont  ceux  de  5 : 6  ou  de  4  ;  5,  l'erreur  dans  le  résultat  ne  va  pas  au-delà  de 
Isa  *^"  liff)  ^^  lorsque  la  différence  entre  les  diamètres  est  de  '|  ou  que  ces 
diamètres  sont  entre  eux  comme  15:25  l'erreur  devient  jJ^  à  peu  près  du 
résultat  entier.  Quand  les  diamètres  sont  entre  eux  comme  1 : 2,  les  circon- 
férences obtenues  par  les  deux  règles  sont  entre  elles  comme  47.12:49.66, 
l'erreur  étant  dans  ce  cas  ^'^  près.  Les  diamètres  étant  comme  1:3,  les 
circonférences  sont  à  peu  près  ;:63:70,  l'erreur  étant  dans  ce  cas  de 
^i^^  prè-i.  Quand  les  diamètres  sont  ::  1 :5,  les  circonferencessont  ::  94:113 
et  l'erreur  de  i  près.  Enfin  si  les  diamètres  étaient  entre  eux  ::  1:10  les 
périmètres  seraient  ::  173:  223,  et  l'erreur  de  /j  ou  de  i  près.  Ce  qui 
mettra  en  mesure  de  faire  choix  de  l'une  ou  l'autre  règle  suivant  le  degré 
d'exactitude  voulue  dans  le  résultat. 

REM*  D'ailleurs  il  est  clair  qu'on  pourrait  aussi,  après  avoir  trouvé  la 
circonférence  voulue,  d'après  cette  seconde  règle,  la  corriger  par  l'addition 
du  taux  d'erreur  ou  de  défaut  proportionné  au  rapport  entre  les  diamètres, 
et  tel  qu'établi  plus  haut. 


FEOBLÈME  XVIII. 
Déterminer  la  surface  d'une  ellipse. 

(1469)  REGLE.     Multipliez  le  produit  des  deux  diamètres  par 
,  7854  ;  le  résultat  sera  la  surface  voulue. 
Ex  1.  Quelle  est  l'aire  d'une  ellipse  dont  les  diamètres  sont  24  et  18  ? 
Rop.  24x  18  =  432  =  ABxCD,  et432x  .7854  =  339.2928  =  surf.  ACBD. 
2.  Si  les  axes  d'une  ellipse  sont  35  et  25,  quelle  en  est  l'aire  ? 

Rep.  687.325. 
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3.  On  demande  l'aire  d'un  ovale  dont  '>  .  longueur  est  70  et  la  largeur  50  ? 

nc'i».  2748.9. 

4.  L'axe  majeur  d'une  ellip?e  mesure   840  chaînons,  l'axe  mineur  612 
chaînons  :  on  demande  le  nombre  d'acres  dans  cette  enceinte  ? 

Kep.  4  acres  6  perches. 

(14TO)  REHI.  Puisque  la  règle  donne  pour  surface  de  rcllip<e  l'expres- 


sioii  AB.CDx  .7854   ou,   ce  qui  est  C8T)  la  même  chose    VAB.CD      x 


.7854,  il  suit  évidemment  que  l'ellipse  est  é.gale  en  surface  à  un  cercle 
dont  le  diamètre  serait  moyen  proportionnel  entre  /es  deux  diamètres  de 
Vellipse.    Soit  <i  ce  diam.   moyen,   on   a  AB:d::rf;CDet  puisque  (104) 

2        8  t  Z 

Alî  :  d  :.  d  :  CD  il  est  clair  aussi  que  h.,  surface  de  Vellipse  est  moyenne 
proportionnelle  entre  celles  des  cercles  nscit  et  circonscrit,  c'est  à  dire 
entre  celles  de  deux  cercles  ayant  pour  diamètres  respectifs  les  deux  dia- 
mètres de  r  ellipse. 

(1411)  REHI.  Aidéa  des  deux  règles  qui  enseignent  à  déterminer  la 
circonférence  et  la  surface  d'une  ellipse  ;  on  pourra  les  substituer  avec  avan- 
tage à  la  méthode  moins  précise  et  plus  longue  du  par.  ("  lîl'î')  dans  l'esti- 
mation des  périmètres  et  surfaces  des  bases  curvilignes,  c'est-à-dire  (1460) 
elliptiques,  du  cylindre  oblique  et  du  tronc  de  cylindre  (991  et  )!099)  uin>i 
que  celles  du  cône  oblique  et  du  tronc  de  cône  (10!i5,  1065,  lOGTt,  11 10 
etc.) 

PROBLÈME  XIX. 
Trouver  la  surface  d'un  anneau  elliptique. 

(141*)  REGLB  I.  Déterminez  séparément  les  surfaces  des  deux 
ellipses  concentriques,  et  prenez  en  la  différence  qui  sera  la  surface  voulue. 

(REGLE)  II.  Multipliez  la  demi-somma  des  circonférences  paral- 
lèles des  deux  ellipses  limitatives  par  la  largeur  de  Vanneau. 

Ex.  1.  Quelle  est  l'aire  d'un  anneau  elliptique 
dont  les  diamètres  intérieurs  sont  10  et  20  et  les 
diamètres  extérieurs  12  et  22  ? 

Rep.  10x20x  .7854  =  157.08,  12x22x. 
7854=207.3456;  la  diftérence  50.2656  de  ces 
deux  résultats  esfc  la  surfeoe  voulue  de  l'anneau. 

2.  La  circonférence   extérieure  d'une   ellipse  D 
est  100,  la  circonférence  intérieu'-e  90,  la  largeur  de  l'espace  intermédiaire 
étant  de  a. 5  ;  on  demande  la  surlace  de  l'anneau  ?                Rep.  332.5. 

3.  Déterminer  la  superficie  d'un  demi-anneau  elliptique,  dont  les  péri- 
mètres parallèles  mesurent  93  et  77  pouces  et  la  largeur  10  pouces  ? 
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Rcp.  850  pouces  carrés  ou  5.9028  pieds  c. 
4    Evaluer  l'aire  (l'une  partie  quelconque    Aa  cO  d'un  anneau  elliiitiquo, 
dont  l'arc  extérieur  AC  est  15,  l'arc  parallèle  ac  12,  et  la  largeur  .3  ? 

Rep.  40.5. 

RCiVf.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'observer  que  si  la  largeur  de  l'espace 
annulaire  n'était  pas  partout  égale,  ou  même  si  l'ellipse  mtérieure  avait 
une  position  quelconque  par  rapport  à  son  enveloppe  extérieure,  ou  un  rap- 
port quelconque  entre  ses  diamètres,  on  n'en  obtiendrait  pas  moins  la  sur- 
face voulue  par  la  première  <les  deux  règles  de  ce  problème. 


PROBLÈME  XX. 

Trouver  la  surfkce  d'un  segment  d'ellipse  dont  la  base 
est  parallèle  à  l'un  ou  à  l'autre  axe  de  l'ellipse. 


(H71)  RE*31jE.  Divisez  la  hauteur  du  segment  par  celui  des 
deux  diamètres  dont  cette  hauteur  fait  partie^  et  trouvez  dans  la  table 
annexée  à  ce  traité  le  se<^  iient  de  cercle  dont  le  sinus-versé  est  égal  au 
quotient.  Faites  alors  le  produit  continu  du  segment  ainsi  trouvé  et 
des  deux  axes  de  l'ellipse  ;  ce  produit  sera  la  surface  voulue. 


Ex.  1.  Evaluez  l'aire  du  segment  ellip- 
tique AGH  dont  la  hauteur  AK=IO,  et  les 
deux  axes  AB,  CD,  35  et  25  ? 

Re|>.  162.02. 


E 

1 
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B  C 


2-  Quelle  est  la  surface  d'un  segment  d'ellipse,  dont  la  base  GH  est  A  36 
du  centre  O,  les  axes  étant  120  et  40.  Rep.  536.75. 

3.  Déterminez  la  surface  d'un  segment  d'ellipse,  dont  la  hauteur  CL  est 
8  pouces  I  les  deux  axes  étant  4  et  3  pieds.  Rep. 

(1414)  REM  Si  les  segments  d'ellipses  ACD,  acd,  ace,  de  la  fig.  du 
par.  (I140)  répondent  à  la  définition  de  l'énoncé  de  ce  prob.  on  pourra  au 
besoin  faire  l'application  de  la  règle  ici  doimée  pour  en  exprimer  les  surfaces. 
On  estimerait  de  même  au  besoin  la  superficie  du  segment  d'ellipse  qui  forme 
la  surface  supérieure  de  l'onglet  fig.  2  du  par.  (1143.)  Et  si  le  segnuMit  à  esti. 
mer  était  la  partie  AEFB,  CGHD,  on  aurait  la  surface  voulue  égale  à  la 
différence  entre  les  demi-ellipses  ACB,  CAD  et  leurs  segmeuts  respectifs 
EGF,  GAÏÏ. 
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PROBLÈME  XXI. 
Trouver  la  surfkce  d'une  parabole. 

(1475)  Cette  ûgwvQ  est  celle  que  prcHeiite  la  coupe  (riiii  cône  druit  par 
un  plan  parallèle  à  sou  côté  incliné.  (AI)C,  fig.  Cwx  pur.  (1I40)  en  tldune 
une  idée).  Elle  a  ceci  de  particulier  que  tout  point  E,  II,  etc.,  de  la  courbe 
est  également  éloigné  d'un  point  F  qu'on  appelle  fujer  et  d'une  droite  M  N 
perpendiculaire  à  l'axe  CD)  (pi'on  np|)elle  directrice  et  dont  la  disiuiice  SC 
du  sommet  V,  de  la  parabole  est  égale  i\  la  distance  !•'(!  du  loyer  au  sommet; 
c'est  à  dire  que  l'on  a  toujours  EF=Fi.M,  liF=HN,  (te;  or  on  démontre 
que  l'endroit  F  du  loyer  se  trouve  en  bissectant  HD  en  T.  joigruvnt  Cl,  et 
menant  Til  perpendiculaire  à  CT  pour  avoir  DK  =  CF  =  CS.  Le  foyer  F 
trouvé  et  la  position  de  la  directrice  MN  déterminée,  on  trace  la  courbe  en 
menant  une  série  de  droites  indéfinies  011  (appelées  ordonnées)  parallèles  à 
AH  ou  perpendiculaires  à  l'axe  Cl)  ;  puis,  du  loyer  F  comme  centre  et  avec 
un  rayon  US  égal  à  la  distance  entre  les  parallèles  GII,  MN  on  intersecte 
GH  en  G  et  II,  ce  qui  détermine  deux  points  dans  le  i)érimètre  de  la  para- 
bole. Cette  opération  suflîsamment  répétée  donnera  une  série  de  points,  par 
lesquels  on  fera  passer  une  courbe  qui  sera  la  figure  vouhie. 

(1476)  On  trace  encore  la  parabole  à  l'aide  d'une  équerre  abc,  dont 
la  branche  bc  est  égale  à  la  dislance  de  la  directrice  MN  à  la  base  KL 
de  la  parabole  proposée.  A  l'extrémité  c  de  l'équerre  et  au  foyer  F,  l'on 
attache  un  fil  cGF  égal  en  longueur  à  cb.  On  glisse  alors  la  branche  ab  de 
de  l'équerre  le  long  de  la  directrice  MN  en  tenant  en  même  temps  le  fil  tendu 
le  long  de  la  branche  bc,  au  moyen  d'une  pointe  ou  crayon  dont  le  mouve- 
ment décrit  la  parabole  voulue. 

(MIT)  UEO  LE.  Multipliez  la  base  par  la  hauteur  et  prenez  les 
deux  tiers  du  produit  pour  la  surface  voulue. 

Ex  1.  Trouver  la  surface  de  la  parabole  ACH 
dont  la  base  AB  est  20  et  la  hauteur  CD  18  ? 

Rep.  210. 

2.  La  base  d'une  parabole  est  13.5,  et  la 
hauteur  11 .  25  ;  quelle  en  est  l'aire  '! 

Itep.  101.25. 

3.  CD=:10,  AD=8  ;  quelle  est  la  surface? 

Rep   106^.  f^c  I 

(1418)  REM.  Il  suit  de  la  définition  de  la  parabole  que  toute  partie 
GCH,  ECV  de  la  parabole  ACB  terminée  par  unej[)ase  GH,  EV,  parallèle 
à  AB,  est  encore  une  parabole,  et  non  un  simple  segment,  comme  dans  le 
caa  de  l'ellipse;  car  le  cône  peut-être  sensé  coupé  par  un  plan  parallèle  à,  sa 
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m  côiio  droit  par 
11410)  en  (Idiirie 
te,  (io  la  cuurlxi 
'mie  droite  M  N 
U  la  distance  SC 
»ycr  au  Konmiet  ; 
or  (Ml  déiiHiiitre 
joignant  Cl",  et 
'S.  Le  foyer  F 
ce  la  courbe  en 
ées)  j)aralièlcs  à 
le  rentre  et  avec 
\1N  on  interstete 
être  de  la  para- 
'ie  de  points,  par 

lierre  abc,  dont 
à  la  base  KL 
a  ibyor  F,  l'on 
i  branche  nh  de 
l'iiip-i  le  fil  tendu 
dont  le  niouve- 

r  et  prenez  les 


baj>e  et  cela  tant  en  deçà  qu'au  delà  <lc  cette  bane  eu  KL  pans  cesser  d'être  un 
cône  et  par  conséquent,  panique  ladéfliiition  de  la  section  KCLou  ECV,  etc, 
en  soir  aucunenicnt  altérée. 

l)"(.ù,  il  ré-nlte  que  pour  arriver  à  la  Mirfaoe  d'un  pe;^n>ent  AEVIl  de 
parabiile  par  une  li;;ne  (pielconque  KV  parallèle  à  sa  iia^e,  on  n'aura  (pi'A 
prendre  la  dilléreiicc  îles  paralnde-.  entière  et  p;irlielle  ACi!,  ECV. 

(l-llî))  Il  y  aencure,  rit.vpcrbule,  (section  d'un  cône  par  un  planqiii  en 
rencontre  la  ba-e  mous  un  an^^le  j)liis  grand  (pic  eilMi  (jiie  l'ail  le  cù.é  du  c()nc 
avec  celte  ba-^e)  la«'y«  l(i*i<l  (i|iie  lait  décrire  li  un  point  situé  -iirla  cii'c.iiit'é- 
reiice  d'un  cercle  maintenu  dans  un  inème  plan,  une  révolution  entière  (In  dit 


«... 


cercle  le  long d  une  droite  (pi  onajiii 


llel 


»ase(!( 


a  courbe)  et  plii-ieiirHailIri'N 


il^ure^  ClirvIliKH*'''^  dont  on  peut  avoir  à  évaluer  les  surfaces  et  périnic- 
trea,  et  pour  lesquelles  il  existe  des  régies  -pécialesqui  permettent  d'en  établir 
avec  toute  la  précision  voulue  les  aire  et  circonférences  relatives  ou  abso- 
lues; mais  on  reiiianpiera  ici,  comme  on  l'a  dèjii  fait  (ItlHi)  qu'il  y  aura 
gè. (oralement  à  s'empiénr  tout  d'ab  .rd  de  ^l'^pèoe  même  de  la  ligure  pro- 
p)-ée;  et  le  travail  seul  qu'exigerait  cette  opération  piéliminaire  serait 
Souvent  sutHsant  pour  décider  de  recourir  de  suite  à  la  méthode  du  problème 
suivant. 


PROBLÈME  XXII. 

Déterminer  la  surfkce  d'une  figure  curviligne 

quelconque. 

(14S1)  REfil^E.  Divisez  la  Jigwe  entière  si  elle  est  irrcguliire, 
(c  est  à  dire  si  les  parties  correspondantes  ne  sont  pas  symétriquis)  la 
moitié  ou  le  (juart,  si  elle  est  régulière,  en  trapèzes  de  même  largeur  ou 
hauteur,  et  procédez  ensuite  d  la  manière  du  problème  VI.,  douldanl  ou 
quadruplant  au  besoin  la  surface  ainsi  trouvée  pour  avoir  l'aire  enlièie 
de  lajigure. 
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(1IS1)  La  méthode  d'évahiution  par  trapèzes,  pcra  d'autant  pln«  exacte 
qu'il  y  aura  ilans  la  figure  A  estimer  dea  concavités 
et  convexités  adh,  bec,  coiniu'usatoires  l'une  de 
l'autre,  comine  l'oti  en  remarque  dans  les  ti-ures 
gy  h,  m,  k,  puisi]ue  alors  le  segment  bec  qu'on  né- 
glige en  considérant  ommo  tra)  èzo  la  partie  A,  J 
IjQceb  de  l'aire  à  évaluer,  sera  compensée  ou  remplacée  par  le  segment 
adb  qui  est  de  trop  dans  le  trapèze  ALba. 

(lAHii)  Mais  quand  la  figure  sera  toute  con- 
vexe un  aj  'iitera  à  la  précision  en  fai-ant  entrer 
en  Compte  la  somme  des  segments  ahd,  bce,  etc. 
dont  on  fixera  à  l'a-il  ou  autretuent  la  largeur 
moyenne  que  l'on  multii)liera  par  le  périmètre  cor- 
respondant adbec  pour  en  avoir  la  surface. 

(14S4)  Observons  aussi  que  au  lieu  de  regarder  comme  nulie  la  hauteur 


(*)  Parmi  ces  figures,  a  est  l'ove  ou  ovale;  (telle  est  la  coupe  verticale  de 
l'œuf,  etc.,)  b  est  l'ellipse,  (telle  est  la  coupe  du  melon,  etc.,)  mi  toute  autre 
figure  analogue,  l'œil-de-houc,  la  coupe  du  sphértïJe,  l'ampliitliéâtre,  etc.  ; 
c  est  la  (lemi-ellip«e.  anse-;le-]uinier,  cycli  île,  tête  cintrée  surbais.-ée  d'une  ou- 
verture, coupe  d'une  voûte,  etc.;  d,  une  tigure  curviligne  iriéguhérequelcon- 
qiie  ;  e,  une  parabole  ou  autre  figure  analogue,  hyperbole,  tète  cintrée  sur- 
haus>ée  d'une  ouverture,  coupe  d'une  voûte,  coupe  verticale  d'un  coin  ïde,  d'un 
dôme,  etc.  ;  ^ est  l'arelie  rampante  ou  la  coupe  tl'une  vl  ûte  inclinée  :  g"  est  la 
surface  latérale  ou  Convexe  dével(ppée  d'un  onglet  de  cylindre  droit;  /t,  la 
surface  latérale  dével(  ppée  d'un  onglet  de  cône  droit  ;  w  le  développement 
de  la  surlace  d'un  onglet  de  cylindre  ou  de  cône  oblique.  Les  lunettes  ou 
intersections  de  Viûtes,  dont  on  a  lait  déjà  mention  à  l'article  (1145î)  pré- 
sentent aussi  des  surlaces  dont  le  développement  offre  à  la  considération  du 
mesureur  les  trois  dernières  figures  que  l'on  vient  de  définir.  La  surface 
latérale  développée  d'un  tronc  de  cylindre  droit  présente  la  fjnne  A;,  et  il 
buit  du  par.  (Bt^T)  et  de  la  dém.  du  par.  (I09î>)  qu'il  sutiil  de  imxltiplier 
la  demi-sorarue  de  sa  moindre  et  de  aa  phis  grande  Lautour  tr,  te,  par  la 
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ie  la  liauteur 


initiale  de  la  fl,:;;«rc,  à  l'endroit  A  de  la  naissnnue  do  la  coiirhe,  ce  qui  dnn 
nerait  pour  aire  de  la  partie  A.V.bda\  de  la  flg.  le  triftn;j;le  AT56,  on  ulttien  ira 
plus  d'oxatittide  en  regardant  coiiitno  ii^ine  druito  la  partie  prosipie  verticale 
Aa  <le  la  conrlte,  ce  qui  dunncra  alnr»  pmir  Hiirtiif'  plnn  approximative  de 
cette  partie  coiiipoManle  de  la  fl;^.  le  trapèze  \(ih\'>  au  lieu  du  trianjïle  Abli. 
Il  CHt  clair  au?*»!  qu'une  nubdivision  cnntinue  Drf,  Ee,  et  PutK-iaiito  pour 
permettre  de  coii-idérer  comme  étant  Honsililement  des  li^^nes  dn^ites  les 
parties  dd,  dh,  be,  etc.,  de  la  (^ircoi\rérent;e  convexe  ou  Cuticavc  île  la  flj;. 
aura  aussi  rellol  d'ajouter  singulièrement  à  l'exactitude  du  résultat. 

(l-IS.'i)  Il  est  encore  un  moyen  aosez  correct 
et  expéijitit'  d'arriver  à  la  surface  d'une  H;^ure 
jrré^ulière  AlK'l),  celui  de  la  réilnire  en  une 
ri;:ure  ré;.'ulion'  ou  rectiligtie  équivalante  quel- 
coïKpicpiir  dos  li;^iies  compensatoires  «6,  bc,  c'est 
'^  dire  telles  qiu'  la  sdinnic  des  parties  exclues  par 

ces  droites  soit  é^ale  en  surlace  à  la  fiomme  des  parties  coniprises  dans  leur 
enceinte,  opération  <;rapliique  ou  mécanique  p.)ur  l'exactitude  de  laquelle  on 
s'en  rapportera  souvent  à  une  appréciation  oculaire. 

(I4HI»)  Entin,  pour  ce  qui  est  de  l'évaluation  des  longueurs  développées 
des  ])ériinélres  des  fi;:rures  dont  il  s'agit  ici,  remarquoMs  encore  comme  on 
l'a  lait,  page  'AH'j,  que  la  manière  souvent  la  p\n->  cxpélitive  et  non  la  moins 
exacte  d'y  arriver,  consistera  dans  l'emploi  d'un  fil  ou  galon  ou  de  tiges  ou 
tringles  en  liois  ou  en  métal  assez  minces  pour  permettre  de  les  ajuster  aux 
périmètres  à  estimer,  afin  d'en  dé  luire  de  suite  les  dimensions  voaUies. 

Passons  maintenant  au 

Toisé  des  corps  ou  solides. 

(14§'î')  Le  toisé  des  solides,  comprend  celui  de  leurs  surfaces  et  celui  Je 
leurs  volumes  ou  solidités. 

On  a  déjà  vu  que  l'unité  de  mesure  pour  les  surfaces  plants  est  un  carré 
dont  le  côté  est  l'unité  de  longueur. 


longueur  op  perpendiculaire  à  rs  ou  «/,  cette  largeur  étant  évidemment 
égale  à  la  circontérence  développée  d'une  section  du  cylindre  par  un  plan 
perpendiculaire  à  son  axe  ou  côté.  Le  développement  de  la  surface  laté- 
rale d'un  cylindre  oblique  (fiUl >  présente  la  figure  n,  dont  la  hauteur  rs 
qui  est  celle  du  côté  incliné  du  cylindre,  est  partout  uniforme,  l'aire  de 
l'enveloppe  étant  par  cimséqueiit  égale  au  produit  de  r.s  parla  largeur  qp, 
périmètre  d'une  sectitJii  perpendiculaire  à  l'axe  ou  au  cô;é  du  solide. 

Il  est  utile  de  dire  aussi  que  si  l'onglet  de  cylindre  droit  dont  la  fig.  g  est 
l'enveloppe,  au  lieu  d'être  partiel  comme  KLNE  ou  KLRF  page  40:),  est 
entier  ou  compîet  comme  A])d,  page  388,  on  aura  la  superficie  de  g  en  fai'^ant 
le  produit  de  op  par  la  moitié  de  rs,  car  dans  ce  cas  g  ne  sera  autre  qu'une 
enveloppe  k  de  tronc  de  cylindre  doat  la  moindre  hauteur  vt  serait  égale  à 
zéro. 
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L'on  réfère  ans^i  A  une  unité  de  longueur  une  ligne  courbe  exprimée  en 
nonil.reî»,  ci  sa  valeur  nuniéri(|UP  e-^t  \v  noinlirc  lU'  f  À-*  que  lu  li;^np  contient 
tii'n  unité.  Il  v  a  au^sj  lieu  (l'ob'irver  ici  (yw  la  lé^le  ilèji\  (lotinéc  (pa^e 
I  77,  2")  p  lur  trou  VIT  le  rajjp  irt  nutnèriipu«  entre  i  Un  x  liâmes  ilruites  on  pxircti 
<léti'riiiim'r  la  ciinniuni'  meiurt'  uu  U-  plu-t  fxrand  cuniniiiu  liivi'-i-ur,  n'appii. 
qiK'  é^aUiiK'iit  il  deux  li^^uef*  couriies  quelconques  de  même  rayon  puisque 
cette  é;:alité  <ie  courlie  permettra  la  niiperposition  et  la  c<  ïncidencc  entière 
et  parfaite  de  cva  ligue.»»  tout  de  ir.ême  que  "ci  ellen  étaient  droite^-  Mainte 
nanl  si  l'un  fUpp>p.«e  que  l'unité  linéaire  noit  réduite  aune  li^rue  droite  et 
que  sur  cette  ligue  l'on  construise  uu  carré,  ce  carré  sera  l'unité  de  mesure 
p.iur  les  surfaces  cuurbe.s. 

(I4*.»i»)  L'unité  de  volume  est  (101  I)  un  cube  dont  la  face  composante 
est  égale  à  l'unité  wuperficielle  q\ii  sert  à  e.  timer  la  surface  du  solide,  et  le 
cô.è  é^al  à  rimité  linéaire  dont  un  a  fait  usage  pour  eu  exprimer  ies  dimen. 
fioiis  linéaires. 

PROBLÊME  I. 
Trouver  la  surface  d'un  prisme  (*)  droit. 

(I-IS9)  RE:c;L.K  Multipliez  99'1)  le  périmètre  de  la  base  parla 
hauteur  et  le  produit  sera  la  surface  latérale.  A  cette  surface  ajoutez 
celles  des  deu:i'  bases,  quand  la  surface  entière  est  requise. 

Kx.  1.  Quelle  est  la  surface  d'un  cube  dont  le  côté  est  2U  ? 

Rtp.   2400. 


(*)  Le  prisme,  qui  comprend  aussi  le  culie  et  le  parallépipéJe,  bc  prése'i(e 
Unis  les  juiirs  au  calcul  de  mesureur.  Un  le  voit  iJan.s  le  curps  principal  er 
les  ailes  d"édi(ices  de  toutes  sortes,  ainsi  que  dans  la  figure  des  divers  appar- 
tements qui  eu  font  partie.  Un  le  retruuve  encore  dans  les  murs,  piliers  et 
trumeaux  de  constructions  de  toute  espèce  et  sur  une  plus  petite  échelle 
dans  chacune  des  pierres  ou  briques  oompusantes  de  ces  corps.  Les  toits  à 
pigiH.n  présentent  le  plus  .souvent  lu  figure  du  prisme  triangulaire  droit  et  les 
pignons  mêmes  des  murs  qui  en  furment  les  bases  parallèles  sont  aussi  des 
prismes  de  ii.êiii''  nt.m.  Le  C(.rps  ou  carré  d'une  lucarne  de  mansarde  n'est 
autre  cb^se  d'ordinaire  qu'une  prisme  triangulaire  ou  demi-parallépipéJe 
droit  et  le  toit  d'une  lucarne,  s'il  est  en  cruupe,  est  un  prisme  triangulaire 
C'blique  pMurvii  que  rinchnaison  de  la  cnaipe  suit  égale  à  celle  du  tuit  et 
fi  le  plan  de  la  croupe  n'est  pas  parallèle  à  celui  du  toit,  c'est  alors  un  tronc 
de  pri  me  di  nt  on  a  à  évaluer  le  contenu  solide  et  superficiel,  il  y  a  encore 
dans  Us  arts  et  métiers  mille  et  un  ol  jets  qui  affectent  laf.rinedu  cube, 
du  parai, èp.peie  ai\-it,  olnique  ou  trunqi.é,  du  prisme  pul^'gone  droit,  oblique 
ou  tiv/iiqiié  uu  qui  peuvent  se  décuiupki-^er  eu  solides  de  cette  espèce.  Les 
déblais  et  remblais  pair  voies  terrées  et  autres  présentent  encore  assez 
siuvent  à  la  considération  du  mesureur  des  prismes  quadrangulaires  ayant 
pour  bases  parallèics  des  trapèzes. 
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îl.  Détormiricr  la  eiirlace  eiitièru  d'un  prinmo  irianmiluirc,  ilont  laluwoost 
ua  tnaiiglo  ét^uilatéri.l  ayant  IH  puuueudu  côté,  et  la  hauteur  20  piedrt? 

Rcp.  '.H  .  y  r.)  ikIm.  carréB. 

8.  Ou  demande  le  poids  du  cuivre  nécessaire  pour  couvrir  l'intérieur 
d'une  citerne  dont  la  lonjjuour  iiicHure  10  pieds,  la  largeur  5  pieds  et  la 
hauteur  ou  profondeur  4  pieds,  le  cuivre  à  employer  étant  de  T»  livres  au 
pied  carré  ?  Ke|i.  H50  livres. 

4.  Cond)ien  yat-d  de  mètres  carrés  dans  la  surface  latérale  d'un  corps 
de  bâtisse  dont  la  longueur  est  de  lUO  mètres,  la  largeur  'lli.'.i  mètres  et  la 
hauteur  17  mètres  ?  Kcp.  411)2.2. 

5  Un  appartement  mesvre  10  pieds  sur  25,  et  sa  hauteur  est  de  15  pieds  ; 
combien  faudra-til  de  verges  carrées  d'enduits  pour  en  recouvrir  les  quatre 
pans  et  le  plafond  ?  Rep.  3272> 

6  Quel  serait  le  coût  de  garnir  en  plotiib  de  7  livres  au  pied  et  A  8  sous 
la  livre,  l'intérieur  d'un  vaisseau  rectangulaire  dont  la  longueur  est  do  3 
pieds  2  pouces,  la  largeur  2  pieds  8  pouces,  et  la  hauteur  2. i  pieds? 


7.333  + 
12 


•  5 

pieds  carrés,  =  263       livres,  = 


Hep.  Surface  à  couvrir  =  37. 

£1.7.yiid.=$17.55.185. 

I.  Quelle  est  la  surface  latérale  d'un  madrier  de  10  pieds,  sur  12  pouces, 
sur  3  pouces.  Rep.  25  pd.  car. 

8.  Combien  de  pieds  superficiels  de  pierre  taillée  dans  la  surface  latérale 
d'un  pilier  octogone  dont  le  côté  est  15  pouces  et  la  hauteur  10  pieds? 

Rcp.  100. 

9.  Combien  faudra-t-il  de  carrés  de  lambris  pour  couvrir  la  surface  laté- 
rale d'un  édifice  hexagone  dont  le  rayon  oblique  est  de  20  pieds  et  la  hauteur 
33  pieds?  Rep.  39.60. 

10.  Quelle  est  la  surface  latérale  d'un  poteau  polygone  de  3  pieds  de 
périmètre  et  10  pieds  de  hauteur.  Rep.  30  pieds  carrés. 

II.  Le  périmètre  d'une  barre  de  fer  est  3|  pouces,  sa  longueur  7  pieds  j 
quelle  en  est  la  superficie  latérale  ? 

Rep.  3.75  X  84=315  pouces  carrés. 

PROBLÈME  II. 
Trouver  le  volume  d'un  prisme  droit. 

(I490)  REGIME.  Déterminez  d'abord  la  surface  de  la  base  ;  multi- 
pliez ensuite  cette  surface  par  la  hauteur;  le  produit  sera  (1020) /e 
volume  du  prisme. 

Ex.  1.  Quel  est  le  contenu  solide  d'un  cube  dont  le  côté  est  24  pouces  ? 

Rei*.  13,824. 
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3.  CoHibien  y  at,-il  de  pieds  ciibcs  dans  un  bloc  de  fimrltre  dont  lu  lonj^ueiir 
est  '.\  pieds  2  poucea,  la  largeur  2  pieds  S  poucea  et  la  hauteur  ou  épaisHeur 
2^  pieds?  Ilcp.    21  >. 

8.  Combien  de  gallon»  d'eau  pourra  contenir  une  citerne  «les  dimenHions 
de  l'exemple  précédent,  le  gallon  étant  de  282  poucew  cubes? 

Rcp.  12'.)^. 

4.  Quel  est  le  volume  d'un  prisme  trianj^nlaire  dont  la  hiuitetir  est  10 
piedf*,  et  les  trois  côiés  de  sa  buse  triangulaire  3^  4  et  â  pieds  ? 

Rep.  r>o. 

A.  On  demande  le  nombre  de  pieds  cubes  de  pierre  dans  »in  pilier  de  15 
pieiis  de  hauteur  et  dont  la  base  est  un  hexagone  régulier  ayant  1  pied  4 
pouces  de  côté  ?  Rep.  GO. 282. 

6.  Déterminer  le  nombre  de  toises  de  maçonnerie,  (liv  toise  étant  de  ('»  x 
6  X  2  =  72  piede  cubes)  dans  un  prisme  octogone  de  12  pieds  de  hauteur  et  3 
pieds  de  côté  ?  Rvp.  7  toises  17.17  pieds  cubes. 

•y.  Le  pilier  ou  trumeau  qui  sépare  deux  fenêtres  ébrasées,  et  dont  la  base 
est  en  conséquence  un  trapèze,  mesure  ll{  pieds  de  hauteur,  2  pieds  d'é- 
paisseur, 9  pieds  de  largeur  en  dehors  et  7  pirds  de  largi-ur  on  dedans  •  on 
«leimiiule  le  nombre  de  briques  qu'il  a  fallu  pour  le  constniiiv,  iV  raison  de 
20  briques  au  pied  culio  ?  Rcp.    1,100. 

8.  Un  pignon  en  pierre  de  l'épaisseur  de  3  pieds,  mesure  lO  pieds  de  liase 
et  20  pieds  de  hauteur  ;  combien  contient-il  de  verges  cubes  de  maçoniierie  ? 

K«?p.    ll^lf. 

9.  La  façade  d'un  édifice  est  de  '^'^  mèlres,  sa  liauteur  de  17  mètres  et. 
l'épaisseur  du  mur  73  centriinètrea  ;  quel  ou  est  le  volume  en  mètres  ciibi(jue8  ? 

R«p.  33  X  17  X  .73.-^409.53. 

10.  On  demande  le  nombre  de  mètres  cubes  dans  un  remblais  do.it  la 
longueur  eut  de  100  inétrea,  et  dont  chacun  des  plans  parallèles  (|ui  on 
constituent  les  extrémités  est  un  trapèze  ayant  pour  bases  parallèles  3  mètns 
et  13  mètres  et  pour  hauteur  3.3  mètres  ?  Rcp.  2(1 10. 

11.  Un  puits  doit  avoir  27  pieds  de  protbndeur,  et  le  plan  doit  en  être 
un  hexagone  régulier  dont  le  rayon  du  cercle  circonscrit  soit  de  5  pieds  ; 
combien  y  aura-t-il  de  verges  cubes  de  roc  il  miner  pour  donner  les  dimensions 

voulues  ?        Rep.  Le  côté  do  l'exiigone  est  (64;f)  5  pieds  ;  5   =-fl  x  5  — 

26,  et  2r)  x  2.6980762  (Burtacc  (1441)  de  l'e-xagone  dont  le  côté  est  1)-=C4. 

0)4  *)r»19  X  27 
9619   pieds  carrés  =  surface  de  l'exagone  donné,  et —       j.  -61.9519 

verges  cubes. 

Ex.  15Ï.  Quelle  est  la  solidité  d'une  barre  de  fer  rectangulaire  de  (^  x 
1  pouc«a  et  d«  14  pieda  de  longueur  ? 

Rep.  75G  pouces  cubes. 
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13.  On  demande  le  volume  d'un  poteau  à  huit  faces  dont  la  hauteur  est 
(la*  10  pieds  et  la  largeur  do  chaque  face  7  pouces  ? 

R*H».  7"7  X4.H2SI271 -(illl)  surf,  de  la  l)ase=236.ft929279,  et  x 
120  =  ;;8a!n.i:»  pouces  cubes,  ot~17'2H(ouI2  x  12  x  12)  =  16.«  pieds  cu1'«b. 

PROBLÈME  III. 
Trouver  la  surfkoe  d'un  prisme  oblique. 

(H»l)  Kimr^Fi.  Multipliez  (Sift^)  la  longueur  du  côté  par  le  pin- 
mètre  d'une,  section  perpendiculaire  au  coté. 

l?x.  1.  Quelle  est  la  surface  du  dessous  et  des  deux  côtés  d'une  poutre  in 
clinéc  A  hases  parallèles,  dont  la  longueur  est  de  12  pieds,  la  largeur  du  dessous 
9  pouces,  et  celle  des  côtés  13^  pouces  ?  Kcp.  .36  pieds  carrés. 

!J.  liU  longueur  d'une  corniche  sous  une  rampe  d'escalier  entre  murs  paral- 
lèles est  de  20  pieds  et  le  pourtour  ou  périmètre  d'une  section  de  la  corniche 
pcrpeniliiMjlairc  à  sa  direction  est  de  27  pouces  ;  quelle  en  est  la  surface 
ilôveloppéc  ?  liep.  45  pieds  carrés. 

PROBLÈME  IV. 


^^^,^■, 
'-•"il 
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Trouver  le  volume  d'un  prisme  oblique. 


■,:'    •>.!'<- 


angulaire  de  IJ  x 


')()  pouces  culios. 


(14î>'l)  REOLE  I.  Multipliez  (tOIÏO)  la  surface  de  la  base  par  la 
hauteur  ;  le  produit  sera  le  tyolume  requis. 

WLtiaUjJR  H.  Multipliez  (102ft)  le  côté  par  la  surface  d'une  section 
perpendiculaire  d  ce  côté. 

Ex.  1.  Combien  faudra-t-il  de  pieds  cubes  de  chêne  pour  une  rampe 
d'escalier  de  17  {)ied8  de  longueur  et  de  15x4  pouces  d'équarriseage  ? 

R«p.  C|. 

•l.  La  ha*ie  horizontale  d'une  saillie  de  chcnùnée  dévoyée,  c'est-à-dire 
inclinée,  mesure  7  pieds  sur  18  pouces,  la  bauteur  porpeudioulairc  étant  de 
7  pieds  H  polices  j  combien  de  briques  contient  le  parallépipéde,  à.  18  briques 
au  pied  cube  ?  VLv.it.  7f>(|  pieds  cubcii  x  18=1.3701  briques. 

3.  Le  cô(é  triangulaire  d'une  lucarne  a  pour  longueur  horizontale  7  pieds, 
pour  hauteur  verticale  5  pieds,  la  largeur  de  la  lucarne  étant  dv  4  pieds  ;  le 
toit  de  la  lucarne  est  en  croupe  parallèle  au  toit  de  l'édifice  |  la  hauteur 
du  triangle  (pii  en  constitue  la  coupe  verticale  est  de  2  pieds  ;  quel  est  le 
volume  total.  Kep.  le  corps  ou  carré  de  la  lucarne  (prisme  trian- 
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pulairc  droit)  (•)r=i(7  x  5  x  4)--  70  pieds  cuhos,  h  toit  (prisme  triaiipiilairo 
oblique)  =^  iC?  X  -1  X  2)  --  2'.\  pieds  ctibeH  ;  le  volume  demiuidé  e.st  par  coUbé- 
quent  de  1)8  pieds  cubct». 

PROBLÈME   V. 
Déterminer  la  surfkoe  d'un  tronc  de  prisme. 

(1403)  REOLf^.  TVowtvz  séparément  (1059)  faire  de  chacune  de 
ses  faces  composantes  ;  leur  somme  sera  la  surface  voulue. 

Ex.  Quel  est  le  nombre  de  pieds  superlieielH  de  j>ierre  taillée  dans  le 
pourtour  d'une  tôle  de  idieminée  située  obli(jiu'meiil  nur  un  toit  incliné, 
c'est-ili-dire  dont  les  faces  conqjosantes  ne  sont,  pas  parallèles  A  celles  do 
l'éditice  ;  le  plan  do  lu  cheminée  étant  un  rectan;^le  de  ;{  pieds  sur  1  piei's 
et  les  hauteurs  respectives  de  ses  quatre  côtés  ou  arêtes,  V,  S,  11,^  et  cS^  pieds? 

Rep.  ^(7  t-  S)  X  ;k  =  22^)  ^-  i(H  -]■  1)^)  V  .i(=:;{r.)  i-  ^(«i  -i-  h^  x  ;k  -  27)  i  i 

(8i  +  7;  x4(  =  ;U)=lI5i. 

PROBLÈME  VI. 
Trouver  le  volume  d'un  trono  de  prisme  triangulaire. 

(1401)  REGLE  I.  Multipliez  (10»S)  la  base  du  tronc  par  le  tiers 
de  la  sownie  des  hauteurs  de  srs  trois  côtés  ou  arêtes  parallèles. 

RECiiLE  II.  Multipliez  te  tiers  de  la  somme  de  ses  trois  cotés  j)arul- 
lèles  par  la  surface  d'tme  section  perpendiculaire  d  ces  cotés. 

REM.  Cette  seconde  règle  a-t-on  dit  (1005)  dérive  évidenmient  de  celle 
du  paragraphe  (i035)  ;  nuiis  dût-on  ne  pas  trouver  assez  rigoureuse  et, 
satistaisante,  cette  conclusion,  peut  être  trop  immédiate  pour  que  l'élève 
puisse  de  suite  en  saisir  la  vérité,  il  est  néan^ 
moins  tîicile  d'en  l'aire  voir  l'exactitude,  de  ditï'é- 
rentes  manières,  dont  la  suivante  pour  être  la  plus 
expéditive  n'est  pas  la  nioins  concluante.  Soit 
donc  ABC-DKF  uu  tronc  de  prisme  triangulaire 
oblique,  divisé  en  deux  troncs  de  prismes  droits 
GHK-AHC,  GIIK-DEF  par  un  plan  GHK  per- 
pendiculaire aux  côtés  parallèles  AD,  BE,  CF  du 

solide.     Le  volume  de  chaque  tronc   composant  est  égal  (1003)  au  produit 


(*)  Ici  le  prisme  dont  il  s'agit  ne  repose  pas  sur  une  de  ses  bases  paral- 
lèles ;  nuiis  cette  circonstance  ne  doit  empêcher  de  décider  de  suite  de  la 
nature  du  solide  à  évaluer  j  car,  il  est  évidemment  imlittérent,  eu  égard  au 
volume  requis,  que  la  position  du  polyèdre  soit  verticale,  horizontale  ou 
inclinée. 
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de  la  baso  cotmnuno  GMK  par  le  ticirt  de  la  HominodcH  porpcndioulaircHCil), 

IIM,  KK OA,  IIH,  K(;;  inain  (JHK  x  i  (<>•>  1"  111"^  +  i<'")   I    <JIIKx|, 

(GA  I  IIll  f-KC)-aHK  X  i(Ulji  I  GÀ-l-iIl^riii{  +  KK  +  KC)-G1IK  x  ^ 
(Ai)  I  MK  l-(JK);  <lonc,  etc. 

I'jX.  I.  Ijii  l)asc  il'iin  tronc  «le  priHino  droit  triatij;ii1airo  (wt  do  10  piodH 
carrÔH,  wa  côl6n  Kont  do  7,  H.  et  D  picdH  j  quel  en  est  lo  volume  V 

llvp.  HO  picdH  (miIk'h. 

m.  Les  troÎH  côtés  d'un  trono  de  prinnie  oblique  Hont  1\  H'^  et  Dg  iiieds  ; 
les  bano  et  hauteur  d'une  coupe  perpendiculaire  au  côté  sont  roHpectiveinent 
de  6  et  3  piedH;  (piel  ent  le  volume  du  Holide  ? 

It«;p.  8i  X  7i  --  ();?<  pieilH  cubes. 

ît.  Les  trois  côtés  de  la  base  d'un  prisme  incliné  mesurftnt  respectivement 
,'5,  '1  et  T)  mètres  et  les  hauteurs  de  ses  trois  sommets  sont  0,  7  et  8  mètres  ; 
(piel  on  est  le  contenu  Holi<le  ?  l&l'p.  42  mètres  cubes. 


^ 


PRCBLÈME  VII. 

Trouver  le  volume  d'un  tronc  de  prisme  dont  la  base 

ou  coupe  perpendiculaire  au  côté  est  un  polygone 

régulier  ou  à  moitiés  symétriques  (1087) 


(l'l05)  RI-:CiI^f]  I.  Multipliez  (iO^Tl)  la  banc  par  la  dernisomme 
des  hauteurs  de  deux  côtes  opposés  ;  le  produit  sera  le  volume  requis. 

RKOliE  II.  Multipliez  la  demi-somme  de  dt.uv  des  côtés  ou  arêtes 
opposés  du  tronc  par  la  surface  d'une  coupe  perpendiculaire  à  ces  côtés 
parallèles. 

IlEM.  Cette  ficconde  refile  dérive  encore  du  par.  (1003)  puisqu'on 
peut  supposer  le  tronc  de  prisme  polygone  divisé  en  troncs  do  prismes  trian- 
gulaires, et  faire  pour  chacun  de  ces  troncs  composants  la  mémo  preuve  que 
pour  le  tronc  de  prisme  triangulaire  du  dernier  problème. 

Ex.  1.  Combien  y  a-t-il  de  pieds  cubes  de  pierre  dans  une  tête  de  chemi. 
née  ayant  pour  coupe  horizontale  un  hexagone  régulier  dont  le  côté  est  de  2 
pieds,   les  hauteurs  ou  longueurs  de  deux  arêtes  opposées  du  tronc  étant  de 

13  et  17  pieds?  R*p.  2..'j9807G2  x  2'  x  (^H^^  =  15.5.884572. 


2.  Trouver  le  nombre  de  pouces  cubes  de  mérisior  dans  un  balustre  d'es- 
calier ayant  pour  coupe  horizontale  im  octogone  régulier  de  3  pouces  de 
diamètre  et  dont  la  moinilre  et  la  plus  grande  longueurs  ou  hauteurs  mesu- 
rent respectivemect  27  et  29  pouces. 

Hep.  On  obtient  assez  correctement  dans  le  cas  actuel,  le  côté  voulu  de 
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l'octogone,  en  décrivant  un  cercle  de  3  pouces  de  diamètre  pour  trouver 
ensuite  (651),  la  corde  d'un  huitiènie  de  sa  circonférence.  Cette  opération 
donne  pour  largeur  d'un  des  pans  du  balustre  Ij^Jj  pouces  près,  soit  1.15  ;  or 

(1.15)*=  1.3225,  et  1.3225  x  (1441)  4.8284271,  ou  pour  abréger  4.83  x  1. 
32=6.375  pouces  carrés = surface  de  la  coupe  du  balustre  ;  enfin,  6.375  x  ^ 
(27  +  29)=6.375  x  28  =  178^  pouces  cubes. 

PROBLÈME.  VIII. 
Déterminer  le  volume  d'un  tronc  de  prisme  quelconque. 

(1496)  REGLE.  Faites  d^ abord  séparément  (1098)  le  volume  de 
chacun  des  troncs  de  prismes  triangulaires  composants,  pour  en  prendre 
ensuite  la  somme. 

Ex.  Un  déblais  de  terre  présente  la  forme  d'un  tronc  de  prisme  droit  ayant 
pour  base  le  polygone  ABCDEA  ;  la  surface  de  la  base  composante  ABC  est 
de  50  verges  carrées,  celle  de  la  base  ADO  =  73  verges  et  celle  de  la  base 
ADE  =  65  verges  ;  les  hauteurs  ou  longueurs  des  côtés  parallèles  A,  B,  C,  etc., 
sont  respectivement  de  7,  8,  9,  13  et  11  pieds  ;  quel  est  le  nombre  de  verges 
cubes  dans  le  solide  proposé  ? 


Rep.  (1103.   20°)  450  X  i  (7  +  8  +  9)  +  657  x  J  (7  +  9  +  13)  +  585  x  j 


(7  +  13  +  11)  =  3600  +  6351  +  6045  =  15,996  pieds  cubes  ;  divisantpar  27,  on 
a  592^f  verges  cubes. 

REM.  Ici  on  a  réduit  eti  pieds  carrés  les  surfaces  des  bases  données  en 
verges  carrées,  et  l'ou  a  divisé  par  27,  mais  il  est  clair  que  puisque  3  fois  9 
=  27,  ce  serait  la  même  chose  de  multiplier  de  suite  par  les  verges  pour 
diviser  ensuite  par  3. 

PROBLÈME  IX. 
Trouver  le  volume  d'im  coin. 


<1497)  REOLE.  A  deux  fois  la  longueur  de  la  base,  ajoutez  la 
longueur  de  V arête.  Multipliez  cette  somme  par  la  largeur  de  la  base, 
puis  par  la  hauteur  du  coin  ;  divisez  le  résultat  par  6  et  le  quotient  sera 
le  volume  requis. 

REIWI.  Le  coin,  comme  on  l'a  déjà  fait  remarquer  (1100)  n'est  autre 
«hose  qu'un  prisme  triangulaire  ou  un  tronc  de  prisme,  suivant  que  l'arête 
est  égale  ou  inégale  aux  deux  autres  côtés  ;  aussi  la  règle  ici  donnée  pour 
en  déterminer  le  volume  est  elle  analogue  à  celle  du  prob.  VI,  quoique 
l'énoncé  en  soit  un  peu  différent. 
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Ex.  La  base  rectangulaire  d'un  coin  est  de  20  x  40  pieds,  l'arête  35  pieds 
et  la  hauteur  10  pieds  ;  quel  en  est  le  volume  ? 

Rep.  (40  +  40  +  35)  X  20x10)  ou  (1094  RemOk'^O  +  40  +  35)  x  ^20) 
6 
X  10)=3833.33. 

3.  Quel  est  le  contenu  solide  d'un  coin  dont  la  base  mesure  5  pieds  4 
pouces  sur  9  pouces,  la  longueur  de  l'arête  3^  pieds,  et  la  hauteur  perpendi- 
culaire 2,  pieds  ?  Rep.  4.1319  pieds  cubes. 

8.  Un  plan  incliné  rencontre  un  plan  horizontal  et  terme  avec  ce  dernier 
un  coin  dont  l'arête  mesure  100  pieds;  la  base  rectangulaire  80  pieds  sur  20 
pieds  et  la  distance  perpendiculaire  entre  l'arête  et  la  base  300  pieds  ;  quel 
est  le  volume  du  solide  ?  Rep«  2G0,000  pieds  cubes. 

PROBLÈME  X. 

Trouver  le  volume  d'un  prismoïde  (*) 

(1498)  REGIiE.  A  la  somme  des  surfaces  des  deux  bases  parallèles, 
ajoutez  quatre  fois  la  surface  d'une  section  ou  coupe  parallèle  d  distances 
égalés  de  ces  bases  :  multipliez  alors  la  somme  ainsi  obtenue  par  un 
sixième  de  la  hauteur  ou  distance  perpendiculaire  entre  les  plans  paral- 
lèles (IIOIJ  et  le  résultat  sera  le  volume  demandé. 

Ex.  L'une  des  bases  d'un  prismoïde  rectangulaire  est  de  20  x  25  pieds, 
l'autre  est  de  10x15  pieds,  la  hauteur  est  de  12  pieds;  quel  en  est  la  solidité? 

.  12 

Rep.    (25  X  20)  +  (15  X  10;  +  4(20  X  15)  x  -^  ^  1850  x  2  =  3700. 

2.  Un  quai  ou  pilier  a  pour  bases  parallèles  des  rectangles  qui  mesurent 
respectivement  100x50  pieds  et  80x40  pieds,  la  hauteur  est  de  30  pieds; 
quel  en  est  le  contenu  en  verges  cubes.  Rep.  4518^^. 

3.  Une  pile  de  pierre  cassée  mesure  100  x  20  pieds  au  bas,  96  x  16  pieds 

(•)  Ce  solide,  comme  le  prisme,  se  présente  fort  souvent  à  l'évaluation 
du  mesureur.  Les  cuves  rectangulaires  à  côtés  inclinés  sont  de  cette  forme  ; 
un  toit  à  croupes  avec  plate-forme,  présente  la  même  figure  ;  les  grands 
réservoirs  ne  sont  autre  chose  que  des  primoïdes  renversées  ;  on  le  retrouve, 
dans  les  bassins,  quais,  piliers,  culées  et  constructions  de  cette  sorte  ;  les 
déblais  et  terrassements,  fouilles  et  chaussées  etc.  prennent  d'ordinaire  cette 
forme  ;  le  retnblais  continu  d'une  voie  ferrée  se  subdivise  par  des  coupes  ou 
sections  verticales  en  prismoïdes  qui  reposent  chacun  sur  une  de  leurs  faces 
latérales  et  dont  les  bases  parallèles  sont  par  conséquent  perpendiculaires  à 
l'horizon  ;  on  retrouve  le  prismoïde  dans  chaque  pièce  de  bois  écarri  dont 
les  extrémités  sont  des  rectangles  inégaux,  on  le  voit  encore  dans  l'empile- 
ment des  boulets  et  bombes,  et  il  se  répète  encore  souvent  sur  diverses 
échelles  dans  les  arts  et  métiers,  etc.  On  a  déjà  remarqué  (note  page  412) 
qu'il  faut  se  garder  de  confondre  le  prismoïde  avec  le  tronc  de  pyramide,  ou 
plutôt,  aurait-on  àix  dire,  le  tronc  de  pyramide  avec  le  prismoïde,  car  il  suit 
évidemment  de  la  déânition  du  prismoïde  que  tout  tronc  de  pyramide  à  bases 
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sur  le  desaus  et  a  îî  pieds  de  hauteur  ou  épaisseur  j  quel  en  est  le  contenu  en 
toipes  cubes  ? 


Hep.  (100  X  20)-|-(yti  X  IG)  +  4(y8  X  18>  x  J(ou  par  è)-4-216  =  24^1^ 
toises  cubes. 

4.  Un  déblais,  fouille  ou  excavation  présente  la  forme  d'un  prismoïde  ren- 
versé ;  la  surface  inférieure  de  la  fouille  e^^t  de  10,000  mètres,  la  surface 
supérieure  14,400  mètres,  la  surface  à  demi-distance  entre  les  bases  paral- 
lèles est  de  12,100  mètres  et  la  hauteur  ou  profondeur  de  l'excavation  est  de 
9  mètres  ;  combien  en  a-t-on  enlevé  de  mètres  cubes  ?         Rep.  109,200. 

5.  Combien  de  pieds  cubes  d'eau  pourra  contenir  un  réservoir  dont  la 
base  inférieure  est  un  rectangle  de  100  x  50  pieds,  la  base  supérieure  un  rec- 


tangle de  180  X  130  pieds  et  la  profondeur  20  pieds. 


Rep.  2G2,66G'|. 


6.  Quel  est  l'espace  cubique  que  remplit  un  toit  dont  la  base  est  un  rec- 
tangle de  40  X  60  pieds,  lo  dessus  une  plate-forme  rectangulaire  de  20x40 
pieds  et  la  hauteur  12  pieds.  Rep.   18,400  pieds  cubes. 

■y.  Quelle  est  la  solidité  d'une  pièce  de  bois  écarri  dont  la  longueur  est 
de  24  pieds  et  dont  les  extrémités  sont  des  plans  parallèles  et  rectangulaires 
de  30  X  27  pouces  et  de  24  x  18  pouces.  Rep.  102  pieds  cu^es. 

8.  Une  auge  dont  la  profondeur  est  de  20  pouces,  à  pour  bases  parallèles 
des  rectangles  de  36  x  30  pouce  j  et  de  30  x  24  pouces. 

Rep.  10.3472  pieds  cubes. 

9.  Un  remblais  pour  voie  ferrée  mesure  300  verges  en  longueur,  les  extré- 
mités en  sont  des  trapèzes  dont  les  côtés  parallèles  de  l'un  sont  de  4  et  34 
verges  et  la  hauteur  10  verges,  les  côtés  de  l'autre  4  et  19  verges  et  sa 
hauteur  5  verges  ;    combien  contient-il  de  verges  cubes  ? 

Rep.  Surf,  d'une  extrémité  =  ^  C4  H- 34)  x  10  =  190  verges,  surface 
de  l'autre  extrémité  =  5f 4 -j- 19)  x  5  =  572  verges,  surface  intermédiaire= 
■^(4  +  4)  +  ^(84  4- 19)  X  ^(10  -h  5)  =  15.25  x  7.5  =  114.375  verges  carrées,  114. 

2 
375X4=457.500,    190 -f  57.5 -f  457.5  =  705,    et   705  x  i(300)=705  x  50  = 
35,250  verges  cubes. 

parallèles  est  en  même  temps  un  prismoïdo  et  peut  s'évaluer  d'après  la 
règle  applicable  à  ce  dernier  ;  mais  le  prismoïde  proprement-dit  n'est  pas  un 
tronc  de  pyramide  et  on  ne  saurait  en  conséquence  en  déterminer  le  volume 
par  la  règle  applicable  au  tronc  de  pyramide,  quoique  cependant  dans 
certains  cas  cette  dernière  règle  puisse  donner  une  approximation  très  voisine 
de  la  vérité.  Ajoutons  aussi  que,  puisque  quand  il  y  a  à  déterminer  tout 
d'abord  la  nature  du  solide  à  estimer,  il  tant  dans  le  cas  du  tronc  de  pyra- 
mide s'assurer  de  la  proportionnalité  des  côtés  aussi  bien  que  de  leur  paral- 
lélisme, et  qu'il  suffit  de  leur  parallélisme  seul  pour  constituer  le  prismoïde; 
on  se  sauvera  souvent  un  travail  inutile  en  regardant  comme  prismoïde 
tout  solide  dont  les  faces  latérales  seraient  inclinées  l'une  à  l'autre  et  les  côtés 
des  bases  opposées  parallèles  entre  eux. 


,  le  contenu  on 
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10.  Une  chaussée  sur  un  terrain  en  pente  ou  incliné  mesure  100  mètres 
en  longueur  ;  les  surfaces  des  quadrilatères  à  côtés  parallèles  qui  forment  les 
extrémités  verticales  ou  bases  du  i>  nmoïde  perpendiculaires  à  sa  longueur, 
sont  de  120  et  80  mètres  eu. 'es,  et  la  surface  d'une  coupe  à  mi-distance 
entre  ces  dernières  est  de  100  mètres  j  combien  a-t-il  fallu  de  mètres  cubes 
pour  le  former  ?  Kep.  10,000. 

11.  Quel  est  l'espace  cubique  occupé  par  une  pile  de  boulets  dont  la  base 
rectangulaire  est  de  30  pieds  sur  10,  le  plan  supérieur  2o  pieds  sur  5  et  la 
hauteur  4  pieds?  Rep*  833|  près. 

12.  Le  piédestal  d'une  statue  équestre  dont  la  hauteur  est  de  10  pieds,  a 
pour  hases  parallèles  des  rectangles  de  15  x  7  pieds  et  de  12=4  pieds;  quelle 
est  la  solidité  de  la  masse  de  pierre  dont  il  est  formé  ? 

Rep.  750  pieds  cubes. 

FROBLËME  XI. 
Trouver  la  surface  d'une  pyramide  régulière. 
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(1499)  REOIiE.  Multipliez  (1039)  le  périmètre  de  la  base  par  la 
demi-hauteur  inclinée  ;  le  produit  sera  la  surface  latérale  ou  convexe, 
A  la  surface  latérale  ajoutez  celle  de  la  hase,  quand  la  surface  entière 
est  requise. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  surface  latérale  d'une  pyramide  triangulaire  régu- 
lière, dont  la  hauteur  inclinée  est  20  et  chaque  côté  de  la  base  3. 

Rep.  90. 

2.  On  demande  la  surface  entière  d'une  pyramide  régulière  dont  la  hau- 
teur inclinée  est  de  15  mètres  et  la  base  un  pentagone  dont  le  côté  est  de  25 
mètres?  Rep.  2012.778  mètres  carrés. 

3.  Combien  faudra-t-il  de  carrés  de  bardeau,  zinc  ou  autre  métal,  etc., 
pour  recouvrir  un  toit  en  forme  d'une  pyramide  régulière  dont  la  base  a  200 
pieds  de  périmètre  et  la  hauteur  inclinée  33  pieds?  Rep.  33. 

PROBLÈME.  XII. 

Trouver  la  surfkce  latérale  d'un  tronc  de  pyramide 
régulière  à  bases  parallèles. 

(1500)  REGIiE.  Faites  (1040)  le  produit  de  la  demi-somme  des 
périmètres  des  deux  bases  par  la  hautear  inclinée  du  tronc  ;  vous  aurez 
la  surface  voulue. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  pyramide  heptagone, 
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dont  la  hauteur  inclinée  est  55,  chaque  côté  de  la  base  inlérieure  8,  et  chaque 
côté  de  la  base  supérieure  4.  R4>p.  2,310. 

3.  Un  toit  îl  huit  pans,  terminé  par  une  plateforme,  a  pour  mesure  de  sa 
hauteur  inclinée  17  pieds  ;  la  longueur  du  côté  de  l'octogone  régulier  qui  en 
constitue  la  base  est  de  20  pieds,  et  le  côté  du  polygone  supérieur  est  de  10 
pieds;  on  demande  le  poids  du  plomb  qui  le  recouvre,  le  plomb  étant  de  6 
livres  au  pied  carré  ?  Rcp.  12240  livres. 

3.  Combien  y  a-t-il  de  pieds  superficiels  de  pierre  taillée  dans  la  surface 
latérale  d'une  tour  polygone  dont  les  périmètres  intérieur  et  supérionr 
mesurent  respectivement  100  pieds  et  80  pieds  et  dont  la  hauteur  inclinée 
est  de  40  pieds  ?  llep.  3600. 

FEOSLÈME  XIII. 

Déterminer  la  surface  d'une  pyramide,  ou  d'un  tronc 
quelconque  de  pyramide,  oblique  ou  irrégulière. 

(1501)  REGLI:.  Faites  (1059)  séparément  la  sur/ace  de  chacune 
des  faces  composantes  et  prenez  en  la  somme  pour  la  surface  voulue. 


PROBLÈME  XIV. 
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Trouver  la  solidité  d'une  pyramide  quelconque. 

(1502)  REGLE.  Multipliez  (1049)  la  surface  de  la  base  parle 
tiers  de  la  hauteur,  et  le  produit  sera  le  volume  requis. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  solidité  d'une  pyramide,  dont  la  base  est  un  carré 
de  30  pieds  de  côté,  et  la  hauteur  25  pieds  ?  Rep.  7500. 

2.  Le  côté  du  triangle  équilatéral  qui  forme  la  base  d'une  pyramide  est 
de  3  pieds,  sa  hauteur  est  de  30  pieds  ;  quel  est  le  volume? 

R«p.  38.9711. 

■  3.  Quel  est  le  contenu  solide  d'une  pyramide  hexagone  dont  la  hauteur 
est  de  6.4  pieds  et  chaque  côté  de  sa  base  6  pouces  ?  Rep.  1.38564. 

4.  La  hauteur  d'une  pyramide  est  12,  et  chaque  côté  de  sa  base  penta- 
gonale  est  2  ;  on  en  demande  le  contenu  cubique  ?  Rep.  27.5276. 

5.  Quel  est  le  volume  de  l'espace  qu'occupe  la  toiture  d'une  tour  octogone 
dont  le  côté  est  de  5  mètres,  la  hauteur  du  toit  étant  de  10  inètres? 

Rep.  5%  4.8284271  (1441)=120.7106775  mètres   est  la  surface  de 
la  base  octagonale  du  toit  et  120.71  x  I0-i,-3  =  402.366  mètres  cubes. 
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PROBLÈME  XV. 

Trouver  le  volume  d'un  trono  de  pyramide  à  bases 

parallèles. 

(1503)  REGLE  I.  Trouvez  (tOGl)  d'atx)rd  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deua:  bases  ;  faites  ensuite  V addition  continue  de  cette 
moyenne  proportionnelle  et  des  deux  bases  du  tronc  ;  multipliez  alors 
cette  somme  par  le  tiers  de  la  hauteur  du  tronc  ;  le  jjroduit  sera  le  volume 
requis. 

RECiSLE  II.  A  la  pomnie  des  deux  bases  ajoutez  (1102)  quatre  fois 
la  surface  d'une  section  à  demi-distance  entre  elles,  c'est-à-dire  d'une  section 
dont  les  facteurs  linéaires  soient  moyens  arithmétiques  (1265)  entre  ceux 
des  deux  bases  ;  multipliez  alors  la  somme  ainsi  obtenue  par  un  sixième  de 
la  hauteur  du  tronc  ;  le  produit  sera  le  volume  requis. 

Ex.  1.  Quel  est  le  nombre  de  pieds  cubes  dans  une  pièce  de  bois  dont  la 
longueur  est  de  24  pieds  et  dont  les  extrémités  sont  des  carrés  de  15  et  de  6 
pouces  de  côté  ? 

Rep.  '^lô''-f-6*=--90,  225-f.S6  +  90  =  351=(-^-14-l)  2  pieds  5^  pouces 
carrés,  ce  qui  multiplié  par  le  tiers  de  24  donne  19.5  pieds  cubes. 

2.  On  demande  le  volume  d'un  socle  pentagonale  dont  la  hauteur  est  5 
pieds,  chaque  côté  de  la  base  inférieure  18  pouces  et  chaque  côté  de  la  base 
supérieure  6  pouces.  Rep.  9.31925. 

3.  Un  fort  dont  la  hauteur  est  de  15  mètres,  a  pour  base  un  octogone 
régulier  dont  le  côté  est  de  10  mètres,  le  côté  du  polygone  supérieur  est  de 
9  mètres  ;  quel  est  le  volume  de  la  tour  ? 

Rep.  Surf.  cet.  inf.  =  (1441)  4.8284271  x  lo'=482.84271  mètres  carrés, 
surf.     oct.     sup.  =  4.8284271    x    9*=  391.1025951,     surf.     moy.    prop. 

=  "^482.84  X. 391.10=434.56,  la  somme  des  trois  surfaces=482.84-t- 391.1 
-f  434.50=1308.60,  et  1308.5  x  ^15)  =  6542.5  mètres  cubes. 

Rep.  Par  la  règle  (1101)  du  prismoïde,  oa  a  pour  surface  à  demi- 
distance  des  bases  parallèles  (10  +  9) -^  2=9.5,  et  (9.5)*  x  4.8284271  =  435. 
76,  X 4- 1743.04,  1743.04  +  482.84 -f  391.1  =  2616.98,  et  2616.98x^(15= 
6542.45  comme  auparavant,  car  la  différence  .05  entre  les  deux  résultats 
vient  seulement  de  ce  qu'on  n'a  pas  fait  entrer  en  compte  dans  les  deux 
calculs  un  plus  grand  nombre  de  décimales. 

REm.  Dans  ce  dernier  exemple,  l'aire  de  la  moindre  base  =  4.8284271 
x  9  et  celle  de  la  plus  grande  base=4.8284271  x  10  ;  le  produit  de  ces  deux 
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surfaces  l'une  par  l'autre  est4.828427l  x  9*  x  4.8284271  x  10*  r=  4.8284271*  x 

7  2 

9x10  dont  la  racine  carrée  est  4.8284271  x  9  x  10=la  8urf.  moyenne  pro- 
portionnelle requise.  Il  est  donc  clair  que  dans  le  calcul  du  volume  <lu  tronc 
de  pyramide  par  la  1ère  des  deux  règles  ici  données,  on  se  sauvera  un  travail 
long  et  inutile  en  se  servant  de  la  méthode  que  l'on  vient  d'indiqtier  pour 
déterminer  la  surf.  moy.  prop.  voulue,  au  lieu  de  multiplier  l'une  par  l'autre 
les  surfaces  482.84271,  391.1025951,  pour  en  extraire  ensuite  la  racine  carrée. 
Cette  remarque  s'applique  aussi  au  tronc  de  cône  prob.  XXVIII. 

PROBLÈME  XVI. 
Trouver  le  volume  d'un  trono  de  pyramide  quelconque. 

C1504)  REGLE.  Déterminez  (106V)  séparément  tes  volumes  res- 
pectifs des  pyramides  entière  et  partielle  ;  la  différence  de  ces  volumes  sera 
la  solidité  requise. 

Ex.  Les  surfaces  inférieure  et  supérieure  ou  opposées  d'un  tronc  de 
pyramide  à  bases  non  parallèles,  sont  30  et  20  mètres,  les  hauteurs  respec- 
t•v^3  des  pyramides  entière  et  partielle  sont  33  et  17  mètres;  quel  v^st  le 
volume  du  tronc  ? 


Kep.  30  X  ^(33) 
216ji|  mètres  oubes. 


20  X  à(17)=330  mètres  cubes  -  113J  mètres  cubes  = 


É' 


PROBLÈME  XVII. 
Trouver  la  surfkoe  d'un  cylindre  droit. 


(1505)  REGLE-  Multipliez  (993)  la  circonférence  de  la  hase  par 
la  hauteur  pour  avoir  la  surface  latérale.  A  cette  surface  ajoutez  celles 
des  deux  bases  si  la  surface  entière  est  requise. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  surface  latérale  d'un  cylindre  dont  le  diamètre  de  la 
base  est  20,  et  la  hauteur  50  ?  Rep.  3141. G. 

3.  Quelle  est  le  nombre  de  pieds  superficiels  de  pierre  taillée  dans  la  sur- 
face convexe  d'un  pilier  circulaire  dont  la  hauteur  est  7  pieds  et  la  circonfé 
rence  8  pieds  4  pouces?  Rep.  58|,. 

3.  Combien  y  a-t-il  de  verges  d'enduits  dans  le  pourtour  et  le  plafond  d'un 
appartement  circulaire,  ayant  20  pieds  de  diamètre  et  10  pieds  de  hauteur  ? 

Rep.  Circ.=3.1416x  20=62.832,  surf.  convexe=62.832  x  10=628.32, 
surf,  du  plafond=20  x  20  x  .7854=314.16,  surf.  voulue=628.32  x  314.16  = 
104.72  verges  carrées.  ^ 


=  4.828-1271   X 


êtres  cubes  = 
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4.  Quel  fiera  le  coût  de  polir  la  surface  convexe  «l'une  colonne  en  marbre 
dont  le  diamètre  est  de  12  pouces  et  la  longueur  10  pieds,  à  rsilHon  d'une 
piastre  le  pied  superficiel  ?  Rep.  |in.l2. 

5.  Une  tour  cylindrique  dont  la  hauteur  est  de  10  mètres  et  le  diftni'étre 
aussi  de  10  mètres,  a  pour  surface  latérale  ? 

Rep.  314.16  n  êtres  carrés. 

6.  On  demande  combien  de  pieds  de  surface  il  y  a  dans  un  pied  courant 
du  pourtour  intérieur  d'un  conduit  ou  canal  cylindrique,  dont  le  (i::amètre 
est  de  3  pieds  ?  Rep.  3.14151)  x  3  =  9.42477. 

■y.  Une  voûte  en  pierre  taillée  est  den)i-cylindrique,  son  diamètre  est  de 
10  pieds  et  sa  longueur  de  50  pieds  ;  quelle  <n  est  la  surtUce  concave  ? 

Rep.  785.4  pieds  carrés. 

8.  Quel  est  le  nombre  de  pouces  carrés  de  dorure  dans  la  surface  d'une 
barre  de  fer  dont  la  longueur  est  de  14  pieds  et  le  diamètre  de  1^  pouces. 

Rep.  cire.  3.927  x  168  =  659.73. 

9.  Combien  faudra-t-il  de  pouces  superficiels  d'argenture  pour  couvrir 
l'intérieur,  c'e8t-à-<lire  la  surface  concave  et  le  fond  d'un  vase  cylindrique  de 
7  pouces  de  diamètre  et  9  pouces  de  hauteur  ? 

Rep.  le  fond=7  x  7  x  .7854=38.4846  pouces  carrés,  la  surf,  concave  = 
3.1416x7  X  9  =  197.9208  pouces  carrés,  en  tout  236.4  pouces  carrés. 

PROBLÈME  XVIII. 
Trouver  le  volume  d'un  cylindre  droit. 
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(1506)  REOI.E.  Multipliez  (1033)  la  surface  de  la  base  par  la 
hauteur  ;  le  -produit  sera  le  volume. 

Ex.  1.  On  demande  le  volume  d'un  cylindre  dont  la  hauteur  est  20  et  la 
circonférence  de  la  base  5^  ? 

Rep.  (5.5)*  X  (1444).07958  =  2.4o73  =  surf,  de  la  base,  et  2.4073  x  20= 
48.146. 

2.  Un  seau  ou  autre  vaisseau  cylindrique  a  15  pouces  de  diamètre  et  12 
pouces  de  hauteur  ;  combien  coutiendra-t-il  de  gallons  de  vin,  le  gallon  étant 
de  231  pouces  cubes  ? 

Rep.  15  x  15 X. 7854x12=2120.58  pouces  cubes,-i-231  =9.18  gallons 
ou  9  gallons,  1  chopine  et  1  septier,  près. 

3.  Une  barre  de  fer  battu  a  14  pieds  de  longueur  et  1^  pouces  de  diamè- 
tre ;  quelle  en  est  la  solidité  en  pouces  cubes  ? 

Rep.  1.25  X  1.25  X  .7854  x  168  (ou  14  x  12)  =  206.1675. 
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4*  Uiio  coloniio  on  pierre  a  1  pied  de  iliuin.  ot  10  |)it'drt  du  hiiulpur;  quel 
en  OHt  le  volume.  llcp.   7.854  piedH  culie.s. 

5.  Quelle  est,  par  pied  courant,  lu  capacité  d'un  tuyau  ou  conduit  d'un 
diamètre  de  .'5  pieiis  V  Il<>p.  7.0GHG  pieds  cubes. 

6.  La  fondation  d'une  cheminée  est  une  manne  c}'lindriq\ie  dont  le  diain. 
est  de  10  pied.s  et  la  hauteur  aussi  de  10  pieds;  combien  conticntello  de 
verges  cubes  de  maçonnerie  ? 

llvp.  7Hr).4  pieds  cube8-j-27  *=  29  verges  cubes,  2  pieds  cubes. 

T.  L'essieu  ou  arbre  en  fer  d'une  roue  de  juouliiî  a  10  pieds  de  longueur 
et  U  puuced  de  diam.  ;  quelle  en  est  la  solidité  en  pieds  cubes  ? 

Mei».  U  X  1)  X  .7854^-1728  -  4.418  pieds  cubes. 

PROBLÈME  XIX. 
Trouver  la  surface  d'iui  cylindre  oblique. 

(1507)  RKCil^E.  Multipliez  (ftO'V)  la  longueur  du  côté  par  ta  cir- 
conférence d'une  section  perpendiculaire  au  côté  ou  à  Vaxe  du  cylindre  ; 
le  produit  sera  la  surface  latérale. 

Ex.  1.  La  voûte  demi-cylindrique  d'une  ouverture  ou  baie  de  pont  qui 
traverse  obliquement  une  rivière,  a  30  pieds  de  diamètre  et  20  pieds  de 
longueur  ;  quelle  en  est  la  surface  concave  ? 

Rcp.  942 i  pieds  carrés,  près. 

2.  Le  bras  d'une  rampe  d'escalier,  terminé  à  chaque  extrémité  par  les 
faces  verticales  des  noyaux,  mesure  1 0  \  pouces  de  tour  et  1 5  pieds  de  lon- 
gueur; quel  est  le  nombre  de  verges  superliciels  de  vernis  dont  il  est  enduit? 

Rep.  10^  pouces  =.875  pied,  et  15  x  .875  — 13.125  pieds  carrés=l  verge 
4^  pieds. 

3.  Quelle  est  la  surface  du  zinc  dans  un  tuyau  dont  le  diamètre  est  de  9 
pouces  et  dont  la  longueur,  5  pieds,  est  terminée  par  les  plans  parallèles  de 
deux  coudes  alternes  (153)  ou  tournés  en  sens  inverses.  ? 

Rep.  cire.  =  3.1416x9  =  28.2744,  cire,  x  60  et  ^144= 11  y'j  près  pieds 
carrés. 

PROBLÈME  XX. 

Trouver  le  volume  d'un  cylindre  oblique. 

(1508)  REOT^E  I.  Multipliez  (1026)  la  longueur  du  côté  par  la 
surface  d'une  section  perpendiculaire  au  côté  ou  d  l'axe;  le  produit  sera 
le  volume  requis. 
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Ex.  Quelle  est  le  contenu  Holidc  du  liras  tl'escRlicr  du  dornicr  prolilètno  ? 

Hop.  Surf.  H(«ct.  pcrp.  -  (l.| M)  10. f»  x  lO.rj  x  .07!)r)H  =  H.1VM  pnuces 
carnS",  ot  H. 77^17  x  IHO  (lu  longueur  en  puucoM)  — ir»7l).2(!  poucoH  culiox,  ou 
.'Jl  I  p'u'il  cul)i>,  ou  |''„  près. 

Rl^fiim  II.  MullipUez  HO*Zii)  l(t  «urjhcc  de  la  base  par  la  hauteur 
pcrfic  ndiculairc. 

Kx.  La  surface  de  la  base  d'un  cylindre  est  3.3.3  niétrea  carréM  ot  la  dis- 
tance perpendiculaire  q\ii  sépare  sea  deux  bases,  est  10  mètres  ;  (piel  en  est 
le  volume?  K€|>.  WW.W  niètreH  cubes. 

PROBLÈME  XXI. 

Trouver  la  surface  d'un  tronc  de  cylindre  droit  ou  d'un 

tronc  de  cylindre  oblique  dont  les  grands  ou  petits 

axes  CD,  FE  ou  GH,  LK  des  bases  opposées,  sont 

(1099)  dans  un  même  plan  CDEF  ou  GHFL. 

C150Î))  REGLE  I.  MullipUez  (dém.  de  1099  et  l«9'î)  la  demi- 
somme  de  la  plus  grande  et  de  la  vimndre  hauteurs  du  tronc  par  le  péri- 
mètre de  la  base  ;  le  produit  sera  la  surface  latérale, 

REGLE  If.  Si  le  tronc  est  oblique,  multipliez  la  demi-somme  des 
longueurs  du  moindre  et  du  plus  grand  cotés  du  tronc  par  le  périmètre 
d'une  section  perpendiculaire  à  taxe  du  cylindre. 

Ex  1.  Le  diamètre  d'un  cylindre  est  10,  sa  moindre  hauteur  est  D.4  et 
sa  plu.s  grande  hauteur  10. G  ;  quelle  en  est  la  surlace  convexe? 

S.  Un  demi-coude  de  tuyau  de  poêle  ou  de  conduit  quelconque,  (le  coude 
rectiligne  n'est  autre  chose  qu'un  double  tronc  de  cylindre  droit,  c'est-à-dire 
deux  troncs  de  cylindres  droits  se  rencontrant  sous  un  angle  quelconque) 
dont  le  diamètr',  r'st  do  7  pouces,  a  pour  moindre  et  plus  grande  longueurs,  4 
et  11  pouces  respectivement;  quelle  en  est  la  surl'ace  latérale  ? 

Rep.  3,1416  X  7  X  ^(4  -f-  11;  =  164.9  ou  soit  1C5  pouces  carrés,  ou  (—144) 
=  1  pied  carré  et  21  pouces  carrés,  ou  1  j  près  pieds  carrés. 

3-  Entre  les  deux  troncs  composants  du  coude  rectiligne  d'un  bras  cylin- 
drique de  garde-fou,  se  trouve  un  troisième  tronc  dont  la  plus  grande 
longueur  est  3  pouces  et  la  moindre  longueur  nulle  ;  quelle  en  est  la  surlace, 
le  diamètre  du  bras  étant  de  9  pouces  ? 

Rep.  Il  est  clair  que  le  tronc  proposé  n'est  autre  chose  qu'un  double 
onglet  de  cylindre  droit,  c'est-à-dire  deux  onglets  réunis  par  leurs  bases  per- 
pendiculaires ;  donc  on  aura  la  surf,  voulue  =  3.1416  x  9  x  i(3)=28.2744  x 
1.5=42.4  pouces  carrés. 
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4.  Dans  un  vaisseau  cylindrique  incliné  à  l'horizt)n  se  trouve  une  liqueur 
dont  la  plus  petite  di.<tunce  de  la  surlace  au  fond  est  de  .(!7  décimètres  ot  la 
plus  grande  l.'^'^  mètres,  le  diamètre  du  vaisseau  étant  de  1  mètre;  on 
demande  la  superficie  de  la  paroi  exf  >sée  à  l'action  de  la  liqueur  ? 

Rcp.  1  X  ;{.14iG  X  ,^(.G7  +  1.33)  =  3.1416   mètres  carrés, —  surf,  latérale, 

•2 

le  fond  =  1    X  .7854  =  . 7854  mètres  carrés,  la  surface  entière  =  3.1416  +  .7854 
■^3.9270  m.  c. 

6'  Une  voûte  demi-cylindrique  est  terminée  par  deux  murs,  inégalement 
obliques  à  l'axe  ou  direction  de  la  voûte  ;  le  diam.  est  de  20  pieds  et  les 
moindre  et  plus  grande  longueurs  3G  et  30  pieds;  quelle  en  est  la  surface? 

Rep.  10.36.73  pieds  carrés. 

a.  Le  tambour  d'un  escalier  circulaire  dont  le  diamètre  est  de  10  pieds, 
est  terminé  par  le  toit  mcliné  de  l'édifice  ;  sa  moindre  luuiteur  à  compter  du 
niveau  du  plancher  du  dernier  étage  est  de  7  pieds  et  sa  pius  grande  hauteur 
de  13  pieds;  quelle  on  est  la  surface  latérale  en  verges  carrées. 

R«'p.  314.16-T-9-- 34g  près. 

PROBLÈME  XXII. 

Trouver  le  volume  d'un  tronc  de  cylindre  droit,  ou  d'un 

trono  de  cylindre  oblique  dont  les  grands  ou  petits 

axes  CD,  FE  ou  GH,  LK  des  bases  opposées,  sont 

(1099)  dans  un  même  plan  CDEF  ou  GHKIj. 

(1510)  REGliE  I.  Multipliez  (1099)  la  base  par  la  demi-soinvie 
des  moindre  et  plus  grande  hauteurs  du  tronc  ;  le  produit  sera  la  solidité 
demandée. 

REGLE  II.  Multipliez  (1099)  la  surface  d'une  section  perpendi- 
culaire à  Veuve  du  cylindre,  par  la  demi-somme  des  longueurs  du  moindre 
et  du  plus  grand  cotés  du  tronc. 

Ex.  !•  Dans  un  vaisseau  cylindrique  dont  la  fondation  s'est  affaissée  et 
a  dérangé  la  position  verticale,  la  moindre  hauteur  inclinée  du  liquide  con- 
tenu est  de  13  pieds  et  la  plus  grande  hauteur  de  16  pieds,  le  diamètre  de  la 
cuve  étant  de  20  pieds;  on  demande  le  nombre  de  gallons  de  liqueur  (soit 
7^  gallons  au  pied  cube)  dans  la  cuve? 

Rep.  4398.24  pieds  cubes  =  32986.80  gallons. 

*g.  Le  recouvrement  demi-cylindrique  d'un  mur  qui  en  rencontre  deux 
autres  sous  des  angles  obliques  inégaux,  mesure  3  pieds  de  diamètre  et  sa 
lon^fueur  moyenne  est  de  100  pieds  ;  quel  en  est  le  volume  ? 

Rep.  eurf.  sec.  perp.  =  3  x  3  x  .7854  x  100^=353.43  pieds  cubes. 
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Trouver  la  surfkoe  et  le  volume  d'un  tronc  quelconque 

de  cylindre. 

(1511)  REGLE  I.  Imaginez  le  tronc  coupé  (en  AB,  Jig.  du  par. 
(1099)  par  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe  du  cylindre.  Référez  à 
cette  base  commune,  les  deux  troncs  composants  ;  faites  par  les  deux  der' 
ni  ers  problèmes  la  surface  ou  le  volume  de  chacun  d'eux  pour  en  prendre 
la  somme  ;  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  multipliez  la  base  commune  ou 
sa  circonférence,  suivant  le  cas,  par  la  moitié  de  la  somme  des  deux  plus 
grands  et  des  deux  plus  petits  côtés  des  deu^  troncs. 

REGLE  II.  La  surface  de  la  base  mvitipliée  par  la  demi-somme  de 
la  moindre  et  de  la  plus  grande  hauteurs  du  tronc,  donnera  son  volume. 

PROBLÈME.  XXIV. 

Trouver  la  surfkce  d'un  cône  droit  ou  régulier. 

(l.M*2)  REGLE.  Multipliez  (1041)  la  circonférence  de  la  base  par 
la  moitié  du  côté,  ou  de  la  hauteur  inclinée  ;  le  produit  sera  la  surface 
conve.ve  ;  à  cette  surface  ajoutez  celle  de  la  base,  si  la  surface  entière  est 
requise. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  surface  latérale  d'un  cône  dont  le  côté  est  50  et  le 
diamètre  de  la  base  8i?  Rep.  667.69. 

tî.  Quelle  est  la  surface  convexe  d'un  cône  dont  le  côté  est  36  et  le  diara. 
de  la  base  18  ?  Rep.  1272.348. 

3.  Le  fond  d'une  chaudière  est  un  cône  renversé  dont  le  diamètre  est  de 
10  pieds  et  le  côté  6  pieds  j  quelle  en  est  la  surface  latérale? 

Rep.  94.248  pieds  carrés. 

4.  Un  vase  dont  le  diani.  est  de  10  pouces  a  un  couvercle  conique  dont 
le  côté  est  de  5  J  pouces  ;  quelle  est  la  surface  de  ce  dernier  ? 

Rep.  10  X  3.1416  X  2.875=90.321  pouces  carrés. 

5.  Un  réservoir  dont  la  plan  est  circulaire  et  dont  la  coupe  verticale 
menée  par  le  cei'.tre  est  un  triangle  isocèle,  a  (^0  mètres  de  largeur  et  la 
longueur  de  son  côté  incliné  est  de  33  mètres  ;  combien  faudra-t-il  de  briques 
pour  en  revêtir  la  surface,  en  allouant  75  briques  au  niètre  carré  ? 

Rep.  diam.  60  x  3.1416  x  16^  x  75  =  23.3,264. 

6.  Une  tour  a  150  pieds  de  circonférence  et  le  côté  incliné  de  son  toit 
conique  mesure  30  pieds  ;  combien  faudra-t-il  de  carrés  de  couverture  en 
l)ardeau  pour  en  revêtir  l'extérieur  ?  Rep.  22  J. 
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•y.  Quel  sera  le  poids  du  dessus  conique  d'un  gazomètre  dont  la  circon- 
férence est  de  180  pieds  et  le  côté  incliné  30  pieds,  le  fer  étant  de  5  livres 
au  pied  carré  ?  licP-  13,500  livres. 

PROBLÈME  XXV. 

Trouver  la  surfkoe  d'un  tronc  de  cône  droit  ou  régulier 

à  bases  parallèles. 

(1513)  REOLE.  Multipliez  (1042)  la  demisonime  des  circonfé- 
rences des  deux  bases  par  la  hauteur  inclinée  du  tronc  ;  vous  aurez  la 
aurjace  convexe  ,•  à  laijuelle  ajoutez  les  aires  des  deux  bases,  pour  avoir  la 
surface  entière. 

Ex.  l,\Le  côté  d'un  tronc  de  cônfe  est  I23,  et  les  circonférences  de  ses 
bases  8.4  et  6  ;  quelle  en  est  la  surface  latérale  ?  Rep.  90. 

fl.  Quelle  est  la  surface  entière  d'un  tronc  de  cône  dont  le  côté  est  de  IG 
pieds  et  les  rayons  des  bases  3  et  2  pieds  ? 

Rep.  surf.  lat.=251.328,  surf,  base  inf.  =  28.2744,  surf,  base  sup.  =r  12- 
5664,  surf,  totale  =  292.168^ 

3.  La  partie  conique  d'un  entonnoir  a  pour  grand  diamètre  10  pouces, 
pour  petit  diam.  1  pouce,  et  pour  côté  incliné  15  pouces  ;  quelle  en  est  la 
surface  latérale  ?  Rep.  259.2  pouces  carrés  =  1.8  pieds  carrés. 

4-  Le  toit  incliné  d'une  tour  circulaire  dont  le  diamètre  est  de  30  pieds  et 
le  côté  de  20  pieds  est  terminé  au  haut  par  une  plateforme  dont  la  circonfé- 
rence est  de  33  pieds  ;  on  demande  combien  il  a  fallu  de  carrés  de  zinc  pour 
le  recouvrir,  y  compris  la  plateforme  ? 

Rep.  surf.  lat.  =  1272.48,  surf,  base  sup.  =  (33)*  x  .07958=86.66,  surf. 
requise= 1359.14  pieds  carrés  =  13^  carrés  9  pieds  carres. 

5«  Combien  faudra-t-il  de  pouces  carrés  de  dorure  pour  recouvrir  l'intérieur 
d'un  goblet  dont  la  cire.  inf.  est  6  pouces,  la  cire.  sup.  7  pouces  et  le  côté  3^ 
pouces  ? 

Rep.  La  paroi  latérale=3^xiC6-f  7)  =  22.75  pouces  carrés,  le  fbnd  = 
ôT^x  .07958  =  2.865,  le  tout=25.615  pouces  carrés. 

PROBLÈME  XXVI. 

Déterminer  la  surfkoe  d'un  oône  ou  d'un  trono  quel- 
conque de  cône  oblique  ou  irrégulier. 

(1514)  RECJLiE.  Divisez  la  surface  latérale  du  cône,  par  des  lignes 
menées  du  sommet  à  la  base  en  triangles  ou  secteurs,  et  la  surface  laie- 
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raie  du  tronc  de  cône  par  des  lignes  menées  entre  les  deux  bases,  en  tra- 
pèzes, etc.  ;  estimez  séparément  la  superficie  de  chacune  des  parties  com- 
posantes et  prenez  en  la  somme  pour  la  surface  voulue. 

PROBLÈME  XXVII. 
Déterminer  le  volume  d'un  cône  droit  ou  oblique. 
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(1.515)  RCGLi:.  Multipliez  itoaO)  la  surface  de  la  base  par  le 
tiers  de  la  hauteur,  et  le  produit  sera  le  volume  requis. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  solidité  d'un  cône  dont  la  hauteur  est  de  27  pieds  et 
dont  la  base  est  un  cercle  de  10  pieds  de  diamètre  ?  Rep.  706.86. 

2.  La  circonférence  de  la  base  d'uii  cône  droit  est  9  pieds,  sa  hauteur 
étant  de  10^  pieds  ;  quel  en  est  le  vohune  ?  Rep.  22.56. 

3.  La  surface  de  la  base  d'un  cône  oblique  est  de  1000  mètres  et  sa  hau- 
teur 30  mètres  j  quel  en  est  le  contenu  solide  ? 

Rep.  10,000  niètres  cubes. 

4.  Un  rocher  ou  monticule  en  fortne  de  cône  irrégulier  a  pour  base  une 
figure  dont  la  surface  est  de  5;)00  verges  carrées,  la  hauteur  du  corps  étant  de 
105  verges  ;  combien  aurait-on  à  enlever  de  verges  cubes  de  matière  pour  le 
faire  disparaître  ?  ReP.  185,500. 

5.  Quel  est  le  volume  de  l'espace  compris  sous  un  toit  conique  dont  la 
hauteur  est  de  30  pieds  et  le  diamètre  30  pieds  ? 

Rep.  7068.6  pieds  cubes. 

6.  Combien  de  pouces  cubes  de  dragées  peut  contenir  un  cornet  d  3 
pouces  de  diam.  et  9  pouces  de  longueur  ?  Rep.  21^. 

7.  La  circonférence  du  fond  conique  d'une  chaudière  est  de  10  pieds  et  la 
hauteur  du  cône  de  1  pied  ;  combien  de  gallons  contiendra  cette  partie  du 
vaisseau. 

Rep.  Wx  YÔ  X  .07958  X  ^  =  2.652666  pieds  cubes,  x  1728  et-=-231  =  19. 
843  gallons. 

PROBLÈME  XXVIII. 

Déterminer  le  volume  d'un  tronc  de  cône  droit  ou  oblique, 
c.-à-d.  d'un  tronc  de  cône  quelconque,  à  bases 

parallèles. 

(1516)  REGLE  I.  Trouvez  (1063)  d'abord  une  moyenne  propor. 
tionnelle  entre  les  deux  bases  ;  faites  ensuite  l'addition  continue  de  cette 
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moyenne  et  des  deux  bases  du  tronc  ;  multipliez  alors  cette  somme  par  le 
tiers  de  la  hauteur  du  tronc  et  le  produit  sera  le  volume  requis. 

REGliE  II.  A  la  somme  des  deux  bases,  ajoutez  (1521)  quatre 
fois  la  surface  d'une  section  à  demi-distances  entre  elles,  c'estàdire 
d'une  section  dont  les  facteurs  linéaires  soient  moyens  arithmétiques 
(11265)  entre  ceux  des  deux  bases;  multipliez  alors  la  somme  ainsi 
obtenue  par  un  sixième  de  la  hauteur  du  tronc  ;  le  produit  sera  le  volume 
requis. 

Ex.  1.  On  demanile  la  HoliJité  d'un  tronc  de  cône  droit,  dont  la  hauteur 
est  18,  le  diau).  de  la  base  inf.  8,  et  celui  de  la  base  sup.  4  ? 


Rep.  Base  inf.  =8x8  x  .7854  =  50.2656,  base  sup.  =  4x4x.7854  = 
12.5664,  le  facteur  moyen  arith,  entre  8  et  4  =  ^(8  +  4)  =^  6,  6  x  6  x  .7854  x  4 
=  113.0976,  la  somme  de  ces  surfaces  =  175.1)296,  multipliant  par  ii  (le 
sixième  de  la  hauteur  18)  on  a  527.7888. 

2.  Combien  de  pieds  cubes  d'eau  pourra  contenir  un  réservoir  en  forme 
de  tronc  de  cône  renversé  dont  le  plus  grand  diamètre  est  de  200  pieds,  le 
plus  petit  diam.  100  pieds,  et  la  profondeur  25  pieds  ? 

Kep.  458,153  pieds  cubes. 

3.  Un  tuyau  conique  relie  deux  conduits  de  10  et  20  pouces  de  circonfé- 
rence, sa  longueur  ou  la  distance  perpendiculaire  entre  ses  deux  bases  est  de 
25  pouces;  quelle  est  la  capacité  de  cette  partie  du  conduit  ? 

Rep.  Surf,  petit  bout  =  (1444)  (10)   x  .07958  =  7.958,  surf,  gros  bout  = 

t  î 

C20;    X  .07958=31.832,  la  circonférence  moy.  arith.  =  ^(10  +  20)=15,  (15) 

x.07958x4=71.622,  !a  somme  =  111.412,  cette  somme  X  1(25)  =  464.21666 

pouces  cubes. 

4.  Quelle  est  la  capacité  d'une  tinette  dont  la  hauteur  est  de  20  pouces, 
le  diam.  inf.  10  pouces,  et  le  diam.  sup.  16  pouces? 

Rep.  2701.776  pouces  cubes-f-1728  =  1.55  pieds  cubes. 

ft.  Un  vaisseau  qui  présente  la  forme  de  deux  troncs  de  cônes  réunis  par 
leur  plus  grandes  bases,  mesure  40  pouces  de  longue\ir,  28  pouces  à  la  bonde 
ou  au  centre  et  20  pouces  à  la  tête  ou  aux  extrémités  ;  combien  contiendra, 
t-il  de  gallons  ? 

Rep.  20  X  20  X  .7854=  314.16,    28  x  28  x  .7854  =  615.7536,   24  x  24 
X  .7854x4=1809.5616,  la  somme  des  surfaces:=2739.4752,  xi(20)=9I3I. 
684  pouces  cubes=:le  contenu  d'un  des  troncs  composants,  x  2  =  18263.1680 
pouces  cube8,-^231  =79.00133  gallons. 
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)nt  la  hauteur 


•f.  gros  bout  = 


pieds  cubea. 


Rep.  Par  la  1ère  règle  on  a  ; 
Burf.  moindre  ba8e= 


.7854  X  20 


:3U.16 


Burf.  grande  base  =  -7854x28        =615.75;{6 

Burf.    moy.    prop.  =  (150;i  Rem.) -7854  x  20  x  28=439.821 


multipliant  par  le  tiers  de  la  hauteur  du  tronc 
on  obtient  pour  vol.  du  tronc 


13r>'J.737G 
H 

9131.5840 
2 


doiiblant,  on  a  pour  vol.  total  comme  auparavant  1H2(}3.1G80 
REm.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  qu'au  lieu  de  multiplier  (séparé- 
ment par  .7854  ou  par  .07958,  suivant  le  cas,  les  carrés  des  diam.  des  bases 
opposées  et  4  lois  le  carré  du  diam.  de  la  base  intermédiaire,  po-  .  en  prendre 
ensuite  la  somme  ;  on  se  cauvera  du  travail  en  faisant  tout  d'abord  la  somme 
de  ces  carrés  pour  n'avoir  à  multiplier  qu'une  fois  par  les  facteurs  .7854  ou 
.07958. 

PROBLÈME  yrnx. 

Trouver  le  volume  d'un  troxic  de  cône  quelconque  à 
bases  non  parallèles. 

(15 IT)  REGLE.  Déterminez  séparément  (lOeT)  les  volumes  res- 
pectifs des  cônes  entier  et  partiel  ;  la  dij^hence  de  ces  volumes  sera  la 
solidité  requise. 

Ex.  Les  surfaces  inf.  et  sup.  d'un  tronc  de  cône  à  bases  non  parallèles 
sont  30  et  20  mètres,  les  hauteurs  respectives  des  cônes  entier  et  partiel  sont 
33  et  17  mètres  ;  quel  est  le  volume  du  tronc  ? 

Rep.  (30  X  333) -(20  x  JH)  =  330—113^  =  2165  mètres  cubes. 

PROBLÈME  XXX. 
Trouver  le  volume  d'un  onglet  de  cône.        * 

(1518)  REGLE.  Déterminez  séparément  (1140)  les  volumes  res- 
pp.ctifs  de  cette  partie  du  cône  entier  dont  Vonglet  fait  partie  et  de  la 
partie  correspondante  du  cône  partiel  ;  la  différence  de  zes  volumes  sera 
la  solidité  requise. 

Ex.  Les  segments  d'ellipses  qui  servent  de  bases  à  un  onglet  de  cône, 
sont  (14TÎJ)  respectivement  de  20  et  15  pieds  en  superficie,  et  les  hauteurs 
des  cônes  entier  et  partiel  perpendiculaires  à  ces  bases  sont  (lOO'î)  de  30  et 
23  pieds  ;  quel  est  le  volume  de  l'onglet  ? 

klep.  (20  X  i 3Ô)  -  (  16  X  i  23)  =  300  -  116  =  1 85  pieds  cubes. 
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*2.  Une  quantité  (le  liq'ienr  (2n(le  lig.  du  par.  1143)  dans  un  vaisseau, 
incliné  de  ir>  degrés  à  l'iiorizon,  et  dont  la  tbrnic  est  celle  d'un  tronc  de 
cône  de  f)  pieds  de  hauteur,  03'ant  un  diam.  inf.  de  10  pied.s,  et  un  diani. 
sup.  de  8.8  pieds,  laissie  voir  un  fe/pnent  du  fond  dont  le  sinus-verfie  ou  la 
hauteur  est  de  2.5  pieds.  La  surface  ou  base  sup.  de  l'onglet  formé  par  le 
liquide  est  (page  G22)  un  segment  d'ellipse  dont  le  sinus-verse  ou  hauteur 
est  de  7. G  pieds;  cette  hauteur  du  segment  fait  partie  du  plus  grand  diam. 
de  1' ellip.se,  lequel  est  de  10.3  pieds,  le  petit  axe  étant  de  'J.9  pieds.  On 
demande  le  nombre  de  gallons  de  liqueur  dans  la  cuve? 

Rep.  Les  autres  facteurs  ou  éléments    nécessaires   ;jiu   calcul  sont  la 

hauteur  du  cône  dont  la  cuve  fait  partie,  et  la  verticale  ou  perpendiculaire 

menée  du  sonunet  du  cône  au  plan  horizontal  de  la  surface  du  liquide.     On 

obtient  (1064)  la  première  de  ces  dimensions  en  faisant  10-8.8:5  ::  10; 

40.1666.     La  seconde  peut  alors  se  déterminer  assez    correctement,    par 

oonstruction  géométrique,  à  l'aide  d'une  échelle  de  parties  égales,   et  est  de 

37.87  pieds.     La  surface  entière  de  la  base  est  10  x  10  x  .7854=78.54,  la  sur- 

t 
face  du  segment  visible  du  fond  de  la  cuve  est  (1454). 153546  x  10  =15.3546, 

leur  dittérence  63.1854  est  k  8urfacedelabaseinf.de  l'onglet.  La  surface 
entière  de  l'ellipse  dont  la  base  sup.  de  l'onglet  fait  partie  est  (1469)  10.3  x 
9.9  X  .7854  =  80.0872  ;  le  moindre  segment  de  l'ellipse  a  pour  hauteur 
10.3-7.6  =  2.7,  la  surface  de  ce  segment  est  (1473)  .164019  x  10.3  x  9.9 
=  16.7250,  la  difïérence  de  ces  surfaces  donne  pour  base  sup.  de  l'onglet 
63.3622  pieds  carrés.  Le  volume  de  cette  partie  du  cône  entier  dont  l'onglet 
fait  partie  est  (1056)  63.1854  x  J40.1666=845.97668  ;  le  volume  du  cône 
partiel  qui  a  pour  base  la  surf.  sup.  du  liquide  est  63.3622  x  37.87-4-3 
=  799.84217,  la  diftërence  de  ces  volumes  46.13451  est  le  volume  de  l'on- 
glet; ce  vol.  X  1728  (nombre  de  pouces  cubes  dans  un  pied  cube)  pui8-^-231 
(nombre  de  pouces  cubes  dans  un  gallon)  ou  multiplié  de  suite  par  7.48 
(nombre  de  gallons  dans  un  pied  cube)  donne  enfin  pour  capacité  de  l'onglet 
345.0861  gallons. 

PROBLÈME  XXXI. 
Déterminer  le  volume  d'un  onglet  de  cylindre. 


(1519)  REGLE.  Considérez  Vonglet  donné  comme  étant  celui  d'un 
cône  dont  la  hauteur,  eu  égard  à  celle  de  Vonglet  et  au  degré  d'' exactitude 
voulu  dans  le  résultat,  serait  de  10,  100,  1000,  etc.  fois  le  diamètre  de  sa 
base,  et  procédez  ensuite  comme  dans  le  dernier  problème. 

REM.  1.  Il  est  évident  qu'il  ne  s'agit  ici  que  de  l'onglet  partiel  ou 
proprement  dit  ABC-D,  fig.  du  par.  (1140)  ou  MBN-C  (REM.  4)  ;  car 

on  a  déjà  vu  (note  page  631)  que  l'onglet  entier  ou  complet  n'est  autre  chose 


0  =15.3546. 
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qu'un  tronc  de  cylindre  dans  lequel  la  niuhidre  hauteur  eut  nulle  ou  égale  îi 
zéro,  et  on  en  obtient  de  wuite  le  volutne  en  faisant  le  produit  de  sa  base  par 
la  moitié  de  sa  plus  griuule  hauteur.  Ce  n'est  donc  que  pour  .simplifier  le 
calcul  et  pour  permettre  la  comparaison  des  volumes  exacts  et  rapprochés 
des  onglets  correspondants  de  cylindre  ec  de  cône  que  nous  ne  donnons  ici 
que  des  exemples  d'onglets  entiers,  pendant  que  le  problème  n'a  trait  qu'aux 
onglets  partiels.  Le  procédé  à  suivre  est  d'ailleurs  le  même  dans  les  deux 
cas. 

REM.  Sï.  L'onglet  de  cylindre,  comme  l'onglet  de  cône,  se  rencontre  assez 
souvent  dans  la  pratique,  à  l'endroit  des  intersections  de  voûtes  et  autres 
corps  cylindriques  par  des  surfaces  planes.  La  liqueur  qui  ne  recouvre 
qu'en  partie  le  fond  d'un  vaisseau  cylindrique  incliné,  ofire  aussi  au  calcul 
une  figure  de  cette  espèce. 

REM.  3.  Quand  la  hauteur  de  l'onglet  n'excède  pas  le  diam.  du  cy- 
lindre dont  il  fait  partie,  un  cône  de  10  diamètres  donne  un  résultat  dont 
l'erreur  ou  défaut  n'excède  pas  5  pour  cent  ou  j'j  du  vol.  réel  ;  et  le  défaut 
est  d'autant  moindre  que  la  hauteur  de  l'onglet  est  plus  petite,  relativement 
à  l'étendue  de  sa  base. 

Le  cône  de  10  J  diamètres  donne  pour  résultat  un  volume  qui,  même  avec 
un  onglet  dont  la  hauteur  est  de  deux  diamètres,  ne  diffère  du  vol.  exact  que 
de  1  pour  cent  à  peu  près,  et  dont  l'erreur  ou  défaut  n'est  que  d'une  fraction 
de  l'unité,  quand  la  hauteur  de  l'onglet  à  estimer  n'est  que  d'un  ou  de  moins 
d'un  diamètre. 

Avec  1000  diamètres  le  défaut  de  volume  n'est  que  d'un  cinq-millième 
plus  ou  moins,  suivant  la  hauteur  de  l'onglet  relativement  à  l'étendue  de  sa 
base. 

Il  est  clair  que  l'emploi  d'un  cône  de  10,000,  100,000  1000,000,  etc. 
diamètres  donnerait  un  résultat  de  plus  en  plus  voisin  du  volume  exact  de 
l'onglet  proposé,  l'erreur  diminuant  dans  une  proportion  à  peu  près  décuple 
pour  un  diamètre  10  fois  plus  grand;  mais  si  l'on  fait  attention  que  le 
volume  à  déterminer  n'est  d'ordinaire  qu'une  fraction  de  l'unité  de  vol.  du 
cône  entier,  et  que  dans  le  cas  de  10,000  diamètres,  par  exemple,  le  premier 
chiflPre  valant  du  vol.  de  l'onglet  n'est  que  le  quatrième  chiffre  de  la  diffé- 
rence des  cônes  entier  et  partiel  et  que  le  quatrième  chiffre  du  vol.  cherché 
est  le  huitième  de  cette  même  différence,  on  verra  que  sauf  à  la  condition 
de  faire  usage  de  logarithmes  ou  d'autres  facteurs  ou  éléments- allant  à  plus 
de  7  décimales  ou  de  se  donner  un  surcroit  de  travail  dans  l'extraction  des 
racines  par  nombres  naturels  et  dans  les  autres  opérations  à  faire,  l'on  ne 
saurait  aller  au  delà  du  cône  de  1000  diamètres,  lequel  d'ailleurs  donne 
toute  l'exactitude  voulue  dans  la  pratique. 
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'Ex.  1.  Déterminez,  à  moins  d'nn  cen- 
tième prè3,  le  volume  d'un  onglet  de 
cylindre  AB-C  dont  la  hauteur  BC=AB 
le  diam.  du  cylindre. 

Rep.  Soit  S  le  sommet  du  cône,  SP  sa 
hauteur,  BKS  son  côté  ;  l'onglet  de  cône 
sera  AB-C,  AC  sera  le  grand  et  EFGH 
le  petit  diamètre  de  l'ellipse  AEC'F  qui 
en  constitue  la  base  supérieure.  (Le  petit 
diam.  est  plus  correctement  E'F',  où  0' 
est  le  centre  de  AC  ;;  mais  excepté  dans 
le  cas  ou  PS  n'est  que  de  10  diamètres, 

on  peut,  pour  simplifier,  négliger  O'O  et  mettre  EF  à  la  place  de  E'F'etpar 
conyéquent  GH  à  la  place  de  G'H').  Soit  CD  perpendiculaire  sur  AB  ;  on 
aura,  sans  erreur  sensible,  BD  =  CK=demi-diminution  du  diam.  du  cône 
pour  une  unité  BC  (soit  y  ij)  de  la  hauteur  du  cône  entier.  La  hauteur 
du  cône  partiel  AC-S  est  SR'  (perpendiculaire  au  plan  AEF  de  la  basesup. 
de  rongletj=:SP'-P'R'=cosinu8  naturel  de  l'angle  BAC  de  l'onglet,  ou  de 
son  égal  (322)  S,  multiplié  par  le  nombre  d'unités  ou  de  diamètres  dans 
SP  et  diminué  de  P'R'  ou  PR,  la  partie  du  cosinus  qui  correspond  à  OP  ; 
or  OP,  dans  cet  exemple,  =  ^  BC  ;  l'angle  BAC=45°,  à  cause  de  BC=AB  ; 
le  COS.  nat.  de  45°=,  dan»  les  tables,  .70711;  ce  cosinus  x  100  — 70.711 
=  SP',  et,  X  ^,  =  ..35355  OU  .354  =  PR,  et  SPM^'R'=70.711  -  .354  =  70.357 
fois  le  diam.  AB. 

Maintenant,  quelle  que  soit  la  valeur  du  diam.  AB,  supposons  pour  sim- 
plifier le  calcul,  qu'il  soit  égal  à  l'unité  ;  on  aura  (684)  surf.  AB  =  .785-I, 
et  (1050)  vol.  AB-S=.7854x  100-^3  =  26.18.  On  aura  (3s9)  AC= 
Vau*  +  liC2  -  2AiJ.BD=Vl2  +  (.995)*  -  2 (1  x  .005)  (car  on  peut,  sans 
erreur  sensible,  prendre  BC  =  DC=DK  --  CK=BC  -  CK  =  1  -  .005  =  .995 
et  BD  =  CK  =  .005)  =  Vl. 990025- 01  =Vl. 980025  = ,  négligeant  les .000025, 
Vl.98  = ,  par  logarithmes  ou  autrement,  1.4071.  Le  petit  diam.  EF=GH  = 
.995=AB  — .005,  puisque  LK  =  AB-. 01  et  que  OP  =  iBC.  La  surface  AECF 
=(1469MCxEFx. 7854  =  . 1.4071  x  .995  x  .7854=  1.0996;  le  volume  du 
cône  partiel= 1.0996  x  70.357  -^  77.364557  dont  le  tiers  25.788185  retranché 
de  26.18,  vol.  du  cône  entier,  laisse  pour  vol.  de  l'onglet  .3918. 

Le  vol.  exact  de  l'onglet  proposé  est  (1099  ou  1495)  =  surf.  AB  x  ^  BC 
=  .7854  X  i  =  .3927,  et  3927  -  3918  =  5^5  près  ou  le  quart  de  1  pour  cent  ; 
c'est-à-dire  que  .3918  est,  à  moins  de  1  pour  cent  près,  le  volume  d'un  onglet 
semblable  à  l'onglet  proposé,  et  sous  un  diamètre  égal  à  l'unité  ;  et  comme 
(1103,  15")  les  solidités  ou  volumes  des  polyèdres  semblables  sont  entre 
eux  comme  les  cubes  de  leurs  dimensions  homologues,  ei  l'on  suppose  que 
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AB  soit  de  60  pouces,  on  aura  1  :60  ::  .3918: 84628.8  pour  volume  de  l'on- 
glet donné  eu  pouccH  cubes. 

EX.  2.  On  demande,  à  moins  d'un  centième  près,  le  volume  d'un  onglet 
de  cylindre  dont  la  hauteur  est  de  deux  diamètres. 

Uep.  On  a  (1229,  2°)  1  : 2  ;  :  R  :  tang.  BAC  =  2  ;  d'où,  BA  T  =  63°  26'  6" 
dont  le  COS.  nat.  =  . 44721  lequel  x  100=44.721  =  SP'.  Ici,  puisque  BC  =  2, 
on  a  0P=1  et  PR ou  P'R'  ^  .Wi,  et  SP'  =  P'R'  =  44.721  -  .447  =  44.274= 
hauteur  SR'  du  cône  partiel  AC'-S.  Le  dit.m.  AC  =  VaB«  +  BC«  -  2AB.bD 

=  yi2f  (i.y«)'«-  2(ix.ui)=^Vi2  +  3.y204-.o2=V4.yoo4  =  2.2137  ;  EF 

ou  aH  =  .99,  surf.  AC/=2.2137  x  .99  x  .7854=1.72125,  vol.  cône  partiel  = 
Inse  1.72125  x  hauteur  44.274-1-3=25.4022  ;  cône  entic  noins  cône  par- 
tiel,  =  2G.l8-- 25.4022  =  . 7778  =  vol.  de  AB-C  ;  or,  le  voh  ae  AB-C=baee 
ABxiAC  =  . 7854x1  =  .7854  et  .7854- 7778=,!?^  =  . 0097  ou  moins  de 
-j,'i5  ;  donc  .7778  est  l'unité  de  volume  de.  l'onglet  proposé,  à  moins  d'un 

3  3 

centième  près,  et  si  AB  =  10,  par  exemple,  1  :10  ::  .7778:777.8,  le  vol. 
exact  étant  785.4  et  la  dift'érence  moindre  que  1  pour  cent,  tel  que  demandé. 

Ex.  3.  Soit  à  déterminer,  à  moins  d'un  millième  près,  le  vol.  de  AB-C, 
BC  étant=AB. 

Rep.  AC=Vi2  +(.9995)*  -2(1  x  .0005)=Vl.99800025)=Vn998Î  négli- 
géant  les  .00000025,  =  i.413506|  EF^.9t)95,  surf.  AC  =  1.413606  x  .9995 
X. 7854  =  1.1096123,  SP'  =  cos.  nat.  BAC  x  1000=. 7071068  x  1000  =  707. 
1068,  SR=707.1068  -  .35355=706. 75325=hauteur  du  cône  partiel  ;  le  vol. 
du  cône  partiel  =  surf.  AC  1.1096123.x  SR'  706.76325-=-3=261.4073664  ; 
le  cône  entier=.7854x  1000-1-3=:=  785.4-^-3  =  261.8;  la  diflférence  du  cône 
entier  au  cône  partiel  =  . 3926336  ;  le  vol.  exact  de  AB-C=,  comme  dans 
le  1er  exemple.  .3927  ;  la  différence  entre  AB-C  et  AB-C=irgf?î)j5=5ijVff 
près,  c'est-à-dire,  moins  d'un  millième,  tel  que  voulu. 

Ex.  4.  Quand  BC  =  i  AB,  trouver,  à  moins  d'un  centième  près,  le  vol. 
de  AB-C. 

Rep.  Le  vol.  exact  de  AB-C=.7854xpC  =  .7854  x  i  =  . 19635  ;  le  vol. 
du  cône  entier  =  ,  comme  auparavant,  26.18  ;  l'angle  BAC=(1229,  2°)  1  : 
i  ::  R:  tang.  .50000=26°  33'  54"  dont  le  cos.  nat.  =  .8944276  lequel  x  100 
=  89.44276  =  SP'.  Dans  cet  exemple,  BC  étant=^,  on  a  0P  =  |;  et  par 
conséquent  PR  ou  P'R'=le  quart  de  .8944276  =  . 2236069  et  89.44276  — 
.2231)069  =  89.219153  =  SR'  hauteur  du  cône  partiel.  On  a  AC  = 
V12  +(.4y875;''-2(i  X  .0025)  =  VTTT2487^ -  .005=Vr24375  =  1.1 15236  ; 
EF  =  .9975,  surf.  AC'=  1.115236  x  .9975  x  .7854  =  .87371666  ;  vol.  cône 
partiel  =.87371666x89.219153-^3  =  25.98408.  Or,  26.18-25.98408= 
.19592  et  .19635  le  vol.  exact-. 19592=t^V5î=-0022  près,  soit  2  millièmes 
ou  ^  de  1  pour  cent. 

REIV.  4.  Comme  on  l'a  déjà  dit,  le  procédé  à  suivre  pour  l'onglet  partiel, 
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MBN-C,  dont  il  s'agit  uniquement  ici,  n'est  autre  que  celui  que  l'on  vient 
d'employer  pour  l'onglet  entier  ;  car,  que  le  point  A  soit  situé  en  P  ou  en 
a,  etc.,  on  n'en  aura  pas  moins  et  toujours  AC'=VAB«  +  BC* — 2AH.BD  ; 
BD  supposé  égal  à  CK  sera  toujours  moitié  de  la  dinunution,  AB-KL,  due 
à  la  partie  BC  de  la  hauteur  entière  du  cône  ;  C'K  que  l'on  suppose  dans  le 
prolongement  de  DC,  et  par  conséquent  perpendiculaire  à  KC,  se  trouvera, 
comme  auparavant,  par  la  proportion  AB  :  BC  :  :  CK  :  KC  ;  on  aura  BC  qui 
est  sensiblement  égal  à  DC  en  retranchant  KC  de  DK  ou  de  DC  ;  et. la 
proportion  AJB  :  BC  :  :  R  :  tang.  BAC  fournira  l'angle  A  ou  S,  dont  le  cos. 
nat.  sert  à  déterminer  la  hauteur  8R',  SP'  ou  Sr  (suivant  le  cas)  du  cône 
partiel. 

Maintenant,  à  l'effet  de  trouver  les  autres 
élémeata  ou  facteurs  A"C',  EF  qui  vont  à  dé- 
terminer la  surface  MC'N  du  segment  d'ellipse 
A"EC^F  dont  la  base  eup.  de  l'onglet  fait  partie, 
on  a  dans  le  triangle  A'AA",  l'angle  A=BAC, 
le  côté  A'A=diam.  A'B-AB,  et  l'angle  A" 
A'A=90o  +  A"A'V  (il  est  clair  que  A'V  est  à 
A"V  comme  la  hauteur  du  cône  à  la  moitié  de 
son  diamètre  A'B,  comme  1  est  à  .005  ou  à  .0005,  suivant  le  cas,  :  :  R:  tang. 
nat.  A''A'V  ;  d'où,  tang.  nat.  A"A'V=.005  ou  .0005  est  connue  et  parsuite, 
au  moyen  des  tables,  l'angle  A"A'V  lui-même  est  connu),  pour  trouver  AA" 
et  A' A".  Dans  le  triangle  A^'A'V  rectangle  en  V,  on  a  R  :  sin.  A'^A'V  :: 
A''A'  :  A''V,  d'où  A"V  =  sin.  nat.  A" A'V  x  A'A'  ;  A"Q  =  A'B  +  2A"V  et  EF 
oulGH=  è(A''Q  +TC)=-,  d'ordinaire,  ^  (A' Q  +  LK),  puisqu'on  peut 
généralement  substituer,  sans  erreur  sensible,  LK  à  TC 

REin.  5.  Si  l'onglet  était  tronqué  par  un  plan,  parallèle  ou  non  à  celui 
de  sa  base,  on  déterminerait  le  vol.  du  tronc  proposé  en  calculant  séparé- 
ment les  volumes  respectifs  de  l'onglet  non  tronqué  et  de  la  partie  tronquée, 
pour  prendre  ensuite  la  différence  de  ces  volumes. 

Si  l'ongletdonné  était  celui  d'un  cylindre  oblique,  on  le  considérerait  comme 
étant  le  tronc  d'un  onglet  de  cylindre  droit  et  on  en  aurait  le  vol.  en  faisant 
la  somme  ou  diflPérence  (suivant  le  cas)  des  parties  composantes. 

Il  eut  à  peine  nécessaire  de  dire  que  si  le  plan  supérieur  de  l'onglet  donné 
passe  par  le  point  P,  la  hauteuv  du  cône  partiel  sera  S  P  ;  et  si  l'onglet 
donné  est  aBc,  on  aura  pour  hauteur  du  cône  partiel  Sr,  c.-à-d.  SP'  +  P'r'  = 
cos.  S  +  P'r'  =  COS.  Bac  +  P'r'. 

Rappelons-nous  en  même  temps  que  les  problèmes  XII  et  XVIII  de  ce 
livre  fournissent  le  moyen  d'arriver  aux  surfaces  respectives  des  bases  inlé- 
rieure  et  supérieure  (segments  de  cercle  et  d'ellipse)  de  tout  onglet  partiel  ou 
tronqué. 

Ajoutons  aussi  que  le  taux  ou  pour-cent  de  différence  entre  les  volumes 
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que  l'on  vient 
lé  en  P  ou  en 


respectifs  des  onglets  correspondants  de  cylindre  et  de  cône,  tel  que  déter- 
miné par  les  quelques  exemples  qu'on  en  a  donnés,  pourra  servir  au  besoin 
à  corriger,  d'une  manière  au  moins  approximative,  \ea  résultats  que  donne- 
rail  le  calcul  d'autres  onglets  de  proportions  à  peu  prés  analogues. 

REin.  6.  Si  l'onglet  proposé  ne  formait  pas  partie  d'un  cylindre  régu- 
lier, le  procédé  à  suivre  serait  encore  identique  ;  et  l'on  trouverait  tout  de 
même  le  volume  d'un  onglet  de  prisme  quelconque  en  faisant  la  différence 
des  parties  correspondantes  des  pyramides  entière  et  partielle,  substituées 
au  prisme. 

RUM.  Y.  Il  importe  de  faire  observer  qu'il  suffira  le  plus  souvent  d'une 
simple  construction  géométrique  pour  obtenir  de  suite  et  sans  aucun  calcul, 
à  l'aide  d'une  échelle  suffisamment  subdivisée,  toutes  lea  données  AC, 
A''C',  A'B,  EF=GH,  PR  ou  Pr,  etc.  qui  seraient  nécessaires  à  la  déterrai- 
nation  des  volumes  relatifs  des  cônes  ou  pyramides  à  estimer  ;  l'arête  MN 
de  l'onglet  et  le  sinus-verse  AB  du  segment  de  cercl»  MBN  pouvant  se 
mesurer,  la  hauteur  SP  étant  connue,  et  la  hauteur  SU',  SP  où  Sr'  du  cône 
partiel  ou  de  la  pyramide,  suivant  le  cas,  pouvant  se  trouver  facilement, 
comme  on  l'a  fait  voir,  à  l'aide  du  coe.  nat.  de  l'angle  BAC  de  l'onglet  et  de 
l'élément  PR  ou  Pr  à  soustraire  ou  ajouter  suivant  que  l'arête  MN  de 
l'onglet  est  située  en  AP  ou  en  BP. 


)!i 


>». 


■erait  comme 
'1.  en  faisant 


'•  "V, 


««■■ 


.«»«*-««»»'  n  Miiiiii,  tffip'^.^tmmm^.  ««^a  ■ 


660 


TOISÉ 
THÉORÈME. 


(1530)  Expression  générale  pour  la  surfkoe  latérale,  (con- 
vexe ou  concave)  d'un  solide  de  révolution  quelconque, 
ou  d'un  segment  ou  tronc  de  tel  solide  à  une  seule 
base  ou  à  deux  bases  parallèles,  et  dont  le 
plan  de  section  est  perpendiculaire  à 
l'axe  de  la  courbe  génératrice. 


lit 


(S) 


Divisez  la  courbe  génératrice  en  parties  égales  assez  petites  pour  que 
chacune  d'elles  soit  sensiblement  une  ligne  droite  ;  faites  passer  par  chaque 
point  de  division  une  circonférence  parallèle  à  la  base  ou  perpendiculaire  à 
l'axe  du  solide.  Ces  circonférences  parallèles  diviseront  la  surface  à  estimer 
en  zones  d'égale  largeur  ;  chacune  de  ces  zones  sera  un  trapèze  continu 
dont  on  aura  la  surface  en  multipliant  la  demi-somme  de  ses  bases  ou  cir" 
conférences  parallèles  par  la  hauteur  ou  largeur  de  la  zone,  et  la  surface 
entière  du  solide  proposé  sera  égale  à  la  sonmie  des  surfaces  de  ses  zones 
composantes. 

On  aura  donc  la  surface  voulue  en  ajoutant  à  la  demi-somme  des  cir- 
conférences des  bases  ou  extrémités  opposées  du  solide,  la  somme  des 
circonférences  intermédiaires  de  toutes  les  zones  composantes,  pour  mul- 
tiplier ensuite  le  tout  par  la  largeur  d^une  de  ces  zones  :  expression  ana- 
logue à  celle  du  par.  (1421)  pour  la  surface  plane  d'une  figure  quelconque. 

Ainsi  AB-C  étant  un  conoïde  quelconque,  un  demi-fuseau,  une  hémis- 
phère, un  demi-sphéroïde  ou  un  segment  quelconque  de  sphère,  de  sphéroïde 
ou  de  fuseau,  à  une  seule  base  AB,  on  en  aura  la  surface  latérale  — (gcirc 
AB  +  cire,  ab  -h  c  ire.  cd)  x  Aa=ac  =  cC.  . 
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Si  le  Bcginont  ou  tronc  donné  Aiirfc  a  deux  bascH  AB,  cd,  la  eurluco  «cm 
=  (i  cire.  AH  f-  cire,  ab  +  cire.  etc.  +  i  cire,  cd)  x  Au  ou  ac.  Si  les  inoitiéH 
oppoHées  du  Holide  sont  symétrique»  coninie  dans  lut'utttilleou  bttrriijui'  AU 
ou  autre  tronc  ou  segment  central  de  l'uHeau  ou  de  sphéroïde,  il  ect  ù.  poine, 
néceHHaire  d'observer  qu'il  Kutlira  d'opérer  sur  l'une  des  moitiés  h)  niétri(|Ui'a 
pour  doubler  ensuite  le  rénultat. 

Si  le  solide  AR-C  dont  il  s'agit  est  lit  hurtace  concave,  c'est-à-dire,  engen- 
drée par  la  révolution  d'une  courbe 
AC  ou  Ag  qui  présente  sa  convexité 
à  l'axe  CD  du  solide,  il  est  clair  qu'on 
aura  tout  de  même  cette  surface  = 
(i  cire.  AH -1- cire,  aô  I- cire,  cd  \- 
cir.  ef)  X  Aa  ou  ac,  etc.,  dans  le  ca,s 

du  conoïde  ou  segment  à  une  seule  base,  ou  =  (icirc.   AB-t-circ.  «6-1- 
circ.  etc.  -f  i  cire,  gh)  x  Aa  ou  ac,  etc.  dans  le  cas  du  tronc  ou  segment  ù. 
deux  bases  parallèles  AB,  gk. 

11  suit  évidenjment  de  ce  qui  précède  que  si  la  ligne  gétiératrice  de  la 
Burfàee  à  estimer  est  mixte,  c'est-à-dire  en  partie  convexe  et  en  partie  con- 
cave, ou  si  cette  ligne  est  en  partie  droite  et  en  partie  courbe,  le  même  procédé 
conduira  tout  aussi  simplement  à  la  détermination  de  cette  surface  ou  super- 
ficie. 

Il  est  à  remarquer  que  la  formu'  générale  qu'on  vient  d'établir  donnera 
d'ordinaire,  pour  toute  surface  convexe,  un  résultat  qui  sera  en  défaut  de  la 
superficie  voulue  du  solide,  et  de  même,  le  résultat  qu'on  en  obtiendra  dans  le 
cas  d'une  surface  concave,  sera  en  excès  de  la  surface  réelle  du  corps  proposé. 

En  effet,  dans  la  pratique,  la  largeur  AaC  de  l'une  des  zones  composantes 
de  la  surface  à  déterminer,  sera  plus  ou 
moins  éloignée  de  la  droite  AcC,  suivant 
que  AC  sera  une  partie  plus  ou  moins 
grande  de  la  courbe  génératrice.  Au 
lieu  donc  de  considérer  AC  comme  ligne 
droite  avec  une  longueur  =  AcC,  on  ajou- 
tera à  l'exactitude  du  résultat  en  prenant  pour  largeur  de  la  zone  la  largeur 
développée  AaC  de  cette  zone,  que  l'on  obtiendra  assez  exactement  à  l'aide 
d'une  échelle  départies  égales  suffisamment  suMivisée  et  assez  mince  pour 
pour  pouvoir  s'ajuster  à  la  direction  convexe  ou  concave  de  l'arc  à  estimer 

Cependant,  malgré  qu'on  aura  ajouté  à  la  précision  de  l'opération  en 
substituant  à  la  largeur  rectiligne  AcC  de  la  zone,  sa  largeur  réelle  AaC  ; 
on  n'en  sera  pas  moins  encore  eii  défaut  ou  en  excès  de  la  surface  voulue, 
quoique  d'une  quantité  très  petite  relativement  à  la  superficie  totale.  Cette 
quantité  sera,  à  très  près,  égale  à  (ac  +  bd)  (ou  2ac)  x  3.1416  x  ^  AoC  ou  à  3^ 
fois  le  double  de  la  surface  de  l'espace  AcCaA,  ou  à  12;}  fois  la  surface  de 
de  l'espace  triangulaire  ayant  ac  pour  base  et  pour  hauteur  la  longueur 
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développée  de  l'arc  aCj  car  2acx  3.1416  est  évidemment  la  différence  entre 
la  circontérence  ab  et  la  moyenne,  cd,  des  circonférences  AB,  CD,  et  c'est 
précisément  du  produit  de  cette  ditiérence  par  la  longueur  de  l'arc  aC  ou 
aA,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  du  produit  de  la  demi-différence  ac  par 
l'arc  entier  AaC  que  la  surface  convexe  demandée  est  faible  ou  en  défaut, 
ou  que  la  surface  concave  à  déterminer  est  forte  ou  en  excès  ;  mais  à  cause 
de  AC  très  petit,  la  différence,  soit  on  plus  ou  en  moins,  entre  la  surface 
exacte  et  la  surface  obtenue  par  la  formule,  ne  sera  toujours,  comme  on 
vient  de  le  dire,  qu'une  quantité  relativement  petite  et  insignifiante,  ce  que 
d'ailleurs  on  verra  bientôt  à  l'endroit  des  quelques  problèmes  et  solutions 
que  l'on  se  propose  de  soumettre  afin  de  pouvoir  en  comparer  l'exactitude 
avec  celle  des  résultats  que  fournissent  les  règles  ordinaires,  et  pour  juger 
eu  même  temps  de  la  somme  de  travail  nécessaire  pour  y  parvenir. 
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Expression  générale  pour  le  volume  d'un  solide 

quelconque. 

(1521)  De  tovt  prisme  ou  cylindre  droit  ou  oblique — de  toute  pyramide 
régulière  ou  irrégulière,  ou  de  tout  cône  droit  ou  oblique — de  tout  tronc  de 
pyramide  ou  de  cône  compris  entre  bases  parallèles — de  ta  sphère— de  tout 
onglet,  secteur  ou  pyramide  sphérique — de  tout  sphéroïde — de  tout  segment 
de  sphère  ou  de  sphéroïde  à  une  seule  base  ou  à  deux  bases  parallèles — de 
tout  paraboloïde  ou  conmde  parabolique — de  tout  hyperboloide  ou  comnde 
hyperbolique — de  tout  segment  de  paraboloïde  ou  d' hyperboloide  à  une 
seule  base  ou  à  deux  bases  parallèles — de  tout  coin  ou  autre  tronc  de 
prisme  triangulaire — de  toute  partie  de  tel  coin  ou  de  telle  prisme  tronqué 
séparée  du  solide  entier  par  un  plan  parallèle  à  l'une  quelconque  de  ses 
faces  latérales— de  tovi  autre  prismoide  ou  cylindroîde  quelconque:  le 
volume  est  équivalent  à  la  somme  de  la  surface  de  sa  base,  s'il  n'y  en  a 
qu'une  ou  de  ses  bases  parallèles,  s'il  y  en  a  deux,  et  de  quatre  fois  la 
surface  d'une  section  à  demi-distance  entre  les  bases,  entre  la  base  et  le 
sommet,  ou  entre  les  sommets  opposés,  suivant  le  cxis,  multipliée  par  un 
sixième  de  la  hauteur  du  solide. 

Soient  A  et  B  les  bases  opposées,  base  et  sommet,  ou  Boramets  opposés 
de  l'un  quelconque  des  corps  qu'on  vient  d'énumérer,  soit  S  une  section 
parallèle  à  demi-distance  entre  A  et  B,  et  H  la  hauteur  du  solide  ;  on  aura 
suivant  le  cas,  volume=(8urf.  A  +  aurf.  B  +  4  surf.  S)  x  ^  H,  ou  (surf.  A  -f-  4 
surf.  S)  X  ^  H,  ou  (4  surf.  S)  x  ^  H,  suivant  que  surf,  sommet  B  =  0  ou  que 
surf  sommet  A  +  surf,  sommet  B  =  0. 

(1523)  Mainten-int,  des  cinq  polyèdres  réguliers,  le  tétraèdre  est  une 
pyramide,  l'exaèdre  est  un  cube  c'est-à-dire  un  prisme,  et  chacun  des  trois 
autres  est  un  composé  de  pyramides  égales  entre  elles  ',  tout  tronc  de  prisme 
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polygone  est  un  composé  de  troncs  de  prismes  triangulaires  ayant  chacun 
pour  base  l'une  des  faces  latérales  du  tronc  donné  et  dont  les  arêtes  ou 
sommets  se  réunissent  tous  et  se  confondent  à  l'endroit  d'une  des  arêtes 
parallèles  du  solide  ou  sur  une  droite  quelconque  parallèle  aux  côtés  du 
tronc,  située  à  son  intérieur  et  qu'on  peut  regarder  comme  axe  du  prisme 
dont  le  tronc  fait  partie  ;  tout  tronc  de  cylindre  peut  aussi  être  regardé 
comme  un  composé  de  troncs  de  prismes  triangulaires,  puisque  le  cylindre 
lui-même  n'est  qu'un  prisme  infinitaire  ;  tout  fuseau  circulaire,  elliptique, 
parabolique,  etc.,  se  décomposera,  comme  on  l'a  déjà  fait  voir  (1138)  en 
cônes  et  troncs  de  cônes,  ou,  s'il  est  possible,  en  troncs  ou  segments  de 
conoïdes  paraboliques  ou  hyperboliques,  subdivisions  auxquelles  l'on  ajoutera 
au  besoin  le  cylindre  et  le  segment  sphérique  ;  le  conoïde  ou  le  sphéroïde 
dont  la  courbe  génératrice  ne  serait  pas  celle  d'une  section  de  cône,  .se  décom- 
posera (1139)  comme  le  fuseau,  en  troncs  de  cônes,  seginents  et  calottes 
sphériqnes,  segments  de  sphéroïdes,  de  paraboloïdesoud'hyperboloïdcs,  ctc  ; 
l'onglet  de  cylindre,  de  cône  ou  de  conoïde  sera  regardé  comme  un  composé 
de  pyramides  rectilignes  ou  ephériques,  et  tout  autre  corps  se  subdivisera, 
suivant  le  cas,  en  éléments  (1148)  de  l'espèce  de  ceux  qu'on  vient  d'énu- 
luérer. 

L'expression  est  donc  générale,  comme  on  l'a  dit  en  titre  de  cet  article,  et 
servira  à  volonté  à  déterminer  le  volume  d'un  solide  quelconque. 

(15!i3)  Habitué  jusqu'ici  (1103)  à  la  considération  d'un  nombre   si 
varié  d'expressions  pour  le  volume  des  divers  solides  dont  il  s'agit,  et  cola 
sans  même  y  comprendre  le  sphéroïde,  le  paraboloïde,   l'hyperboluïdc  et  les 
segments  de  ces  corps,  qui  donnent  lieu  encore  à  des  formules  additionnelles 
l'élève  s'étonnera  peut-être  tout  d'abord  et  doutera  même  de  l'existence 
d'une  formule  qui  puisse  s'appliquer  à  la  fois,  à  des  corps  aussi  dissemblables 
entre  eux  que  le  sont  le  prisme  ou  cylindre,  la  sphère,  le  segment  de  sphère 
la  pyramide  ou  le  cône,  et  le  coin,  etc.,   et  dont  les  surfaces  limitatives 
sont  inditiéremment  planes  ou  courbes  ou  les  deux;  mais  il  suffira  des  ré 
flexions  suivantes  pour  faire  foi  de  l'exactitude  de  l'énoncé  de  la  proposition. 

(1524)  En  premier  lieu,  \e  prisme  ou  cylindre  a  pour  volume  (^tl03 
1°  et  G*-')  la  surface  de  sa  base  multipliée  par  sa  hauteur;  or  les  bases  oppo- 
sées d'un  prisme  ou  cylindre  sont  égales  et  toute  section  de  ces  solides  paral- 
lèle à  la  base  est  (943)  égale  à  la  base  ;  la  somme  des  2  bases  plus  4  fois  la 
section  à  demi-distance  entre  elles,  équivaut  donc  à  six  fois  la  base,  et  c'est 
la  même  chose  de  multiplier  6  fois  la  base  par  un  sixième  de  la  hauteur  ou 
de  multiplier  tout  simplement  la  base  par  la  hauteur  entière. 

(1525)  En  seconfl  lien,  le  volume  de  la  pyramide  ou  du  cône 
(pyramide  infinitaire)  est  (1103  2"  et  7°)  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur  ;  mais  la  section  parallèle  à  demi-distance  entre  la  base  et  le 
sommet  vaut  le  quart  de  la  base,  puisque  les  côtés  ou  autres  lignes  homo- 
logues de  cette  section  sont  moitiés  de  ceux  de  la  base  et  que  les  surfaces 
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sont  comme  les  carrés  des  côtés  homologues,  c'est-ildirc  ::  i  :  4  quand  les 
côtés  sont  ::  1  :  2.  Donc  dans  ce  cas  la  base  pins  t  fois  la  section  entre  la 
base  et  le  sommet  équivaut  à  2  fois  la  base,  et  c'est  la  même  chose  de  mul- 
tiplier deux  ibis  la  base  par  un  sixième  de  la  hauteur  ou  de  simplifier  la 
formule  en  multipliant  la  base  par  le  tiers  de  la  liauteur. 

(I»a«)  D'aillvur»),  comme  le  fait  voir  (1102)  la  déf.  du  prismoïde,  le 
tronc  de  pyramide  est  en  même  temps  un  prismoïde  et  le  tronc  de  cône  (tronc 
de  pyramide  inlinitaire)  est  encore  un  prismoïde  et  ces  troncs,  ^n  supposant  que 
leur  hauteur  soit  indéfiniment  augmentée,  finiront  par  devenir  les  solides 
mêmes  dont  ils  ne  formaient  d'abord  qu'une  partie  ;  or  la  formule  (  surf.  A 
+  surf  B  H-  4  surf  S)  vaudra  toujours,  quelle  que  soit  la  surface  du  sommet 
ou  de  la  base  supérieure  ]i,  et  quand  ïi  ne  sera  plus  qu'un  point  et  que  pa 
surface  sera  par  conséquent  devenue  égale  à  0,  la  formule  deviendra  (surf. 
A  -f-  4  surf  S;  X  ^  hauteur. 

dSîil')  En  troisième  lieu,  le  volume  de  ]aspkère  est(10'î'5)  égal  à 
sa  surface  nuiltipliée  par  le  tiers  de  son  rayon  ;  or  celte  surlace  est  précisé- 
ment égale  à  quatre  de  ses  grands  cercles,  c'est  à-dire  à  quatre  fois  la  surface 
d'iuie  section  de  la  sphère  à  distances  égales  de  deux  sommets  ou  points 
opposés  quelconques  de  sa  surface  convexe;  de  là  donc  l'exactitude  de  la 
formule,  puisque  le  sixième  de  la  hauteur  de  la  sphère,  c'est-à-dire  de  son 
diamètre,  est  le  tiers  du  rayon  ou  demi-diamètre. 

(1438)  Pour  cequi  estde  V hémisphère,  son  volume 
est  égal  (lOTT)  à  la  surface  convexe  par  le  tiers  du 
rayon  ;  mais  sa  surface  convexe  est  égale  à  2  grands 
cercles,  puisque  la  surface  de  la  sphère  entière  est 
égale  à  4  grands  cercles,  et  l'on  a  (4  grands  cercles 
X  i  EF)  =  (2  grands  cercles  x  ^  EF)  ;  or  surf,  section  aDh  (où  ED  =  FD)  = 


£ 


'/7\ 

\ 

\/ 

(/ 

tA 

A            ï 

B 

l  surf  base  AB,  puisque  D6  =6F    -  DF  =FB    -  (^FB)  =  1  -  J  =.  «   et 

comme  quatre  lois  |  =  3,  on  a  4  surf  ah  +  surf.  AB  =  4  surt.  AB  ;  donc  4  surf 

X  l  EF  ou  2  surf  AB  x  J  EF=(:,..rf.  AB  -F  4  surf,  ah)  x  J-  EF  ;  donc,  etc. 

(15!29)  JGt  en  gênerai,  s'agit-il  d'un  segment 
fjUelconque  ED  de  la  sphère,  le  volume  en  est  égal 
(10S8)  à  îa  somme  des  volumes  du  cône  tronqué  ED  et 
du  segment  BD;  or  le  volume  de  BD,  c'est-à-diro  du 
solide  engendré  par  la  révolution  du  segment  BD  est 
(10§9)  ladirterence  entre  le  secteur  sphérique  engendré 
par  la  révolution  du  secteur  BCD  et  le  solide  engendré 

par  la  révolution  du  triangle  isocèle  BCD  ;  cette  diff'érence  vaut  (1089)  §^ 

(CB*  -  Crf')EF=|  7C  (Ce'  -  Cd')  EF  ;  or  Ce'-  Cd'=Cb  -  Cd'=ab'-act 
à  cause  de  aC  commun  aux  triangles  rectangles  ahC,  adC  ;  donc  le  volume 
du  solide  engendré  par  BD  (et  qui  avec  le  cône  tronqué  engendré  par  la 
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révolution  du  trapèze  EBDF  forme  le  Bcgment  sphérique  dont  il  B'agit)=i|7r 

t         t  t  t 

(.ab  -ad  )El'\  Maintenant,  7ra6  -  C10Î14)  surf,  cercle   ab,  TT  ad   =8urf. 

t  « 

cercle  rtrf  et  par  conséquent 7r(a6   -ad  j=  Buri'dce  de  l'anneau  circulaire 

ce,  t  z 

db.  Il  est  clair  aussi  qu'on  peut  écrire  TT  (ab  —ai  )  jj  EF  ou  4  7r(ab   —  ad  ) 

i  KK,  pwisque'l  :  4^-  ^  ;  donc  le  volume  de  BD=(4  8urf.  db)  v  j^  EF  ou  4 

fuirt  la  surface  de  l'anneau  engendré  par  la  révolution  de  db,   multipliée  par 

un  sixième  de  la  hauteur  EF  du  segment.     Or  le  volume  du  cône  tronqué 

composant  e8t=  (IM6)  (surf,  base  FD  +  surf,  base  EB  +  4  surf,  section 

parallèle  ad)  x  i  EF  ;  donc  le  volume  entier  du  segment  de  sphère  =  (surf. 

base  FD  -f-  surf,  base  EB  I-  4  surf,  section  ab  également  éloignée  de  EB  et  de 

FD)x  i  EF;  donc,  etc. 

(1530)  En  quatrième  lieu.  Après  avoir  démontré  l'exactitude  de 
"  l' e.rprtssion  générale  "  dans  le  cas  de  la  sphère  et  du  cône,  solideH  engen- 
drés par  la  révolution  du  cercle  et  du  triangle,  les  deux  sections  extrêmes  du 
cône  (et  les  plus  dissenddables)  l'une  par  un  plan  parallèle  à  sa  base,  l'autre 
par  un  plan  perpendiculaire  à  sa  base  et  passant  par  le  sommet  du  cône,  on 
est  p(jrté  à  croire  qu'il  en  sera  de  même,  par  analogie,  des  corps  engendrés 
par  la  révolution  des  trois  autres  sections  coniques  proprement  dites,  savoir  : 
l'ellipse  (génératrice  de  l'ellipsoïde  ou  sphéroïde),  la  parabole  (génératrice  du 
paraboluïde)  et  l'hyperbole,  (génératrice  de  l'hyperboloïde),  et  cela  à  cause 
de  la  position  intermédiaire  qu'occupent  ces  trois  sections  entre  les  deux 
autres,  chacune  de  ces  dernières  ayant  à  passer  successivement  à  l'état 
d'hyperbole,  de  parabole  et  d'ellipse,  ou  vice  versa,  pour,  de  triangle  devenir 
cercle,  ou  pour,  de  cercle  devenir  triangle  ;  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  le 
cône  ayant  à  passer  successivement  à  l'état  d'hyperboloïde,  de  paraboloïde  et 
d'ellipsoïde  pour  devenir  sphère,  ou  la  ephére  par  le  chemin  contraire  pour 
devenir  cône. 

Et  en  effet,  les  expressions  que  fournit  le  "  calcul  différentiel  et  intégral  " 
pour  les  volumes  respectifs  du  sphéroïde,  et  des  conoïdes  parabolique  et 
hyperbolique  ou  des  segments  de  ces  ccips,  se  traduisent  et  se  réduisent  faci- 
lement à  celles  contenues  dans  l'énoncé  de  cet  article  et  dont  elles  ne  diffèrent, 
que  par  la  forme. 

(1531)  Ciifln,  Il  reste  à  démontrer  que  quand 
le  segment  AC  d^  un  fuseau,  par  exempli^  ou  de  tout 
autre  solide  de  révolution,  etc.,  n'est  pas  celui  d'une 
sphère,  d'un  sphéroïde,  d'un  couoïde  régulier    ou 

d'un  cône,  on  n'en  obtient  pas  moins  le  volume,  au      ,  ^ ^ 

moins  a  très  prè. ,  par  la  formule  (E  +  F  -f  4  ab)  x^  .F  ' 

EF.    En  eli\jt,  ou  a  toujours  vol.  çôae  tronqué  AC-=(8urf.  E  +  surf.  P  + 
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4  siirf.  ed)  x  ^  EF,  ce  qui  d'ordinaire  offre  déjà  une  approximation  assez 
peu  éloignée  du  volume  désiré. 

On  a  encore  (par  la  formule)  pour  le  volume  du  8olide  engendré  par  la 
révolution  du  segment  BôC  autour  de  l'axe  EF,  4  fois  la  surface  de  l'anneau, 
dont  la  largeur  est  db,  multipliée  par  un  sixième  de  la  hauteur  EF  ;  or, 
menant  les  droites  60,  bli,  les  solides  engendrés  par  la  révolution  des  trian- 
gles bdB,  bdC,  en  les  considérant  comme  prismes  triangulaires  continiiy, 
auront  pour  volume  la  surface  de  l'anneau  bd,  leur  base  commune,  par  h 
moitié  de  la  hauteur  EF,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  trois  fois  la  surface 
de  la  base  annulaire  db-ae  par  un  sixième  de  la  hauteur  EF,  ou  vol.  B6C  = 
3  surf,  bd  x  ^  EF,  lequel  ajouté  à  celui  du  cône  tronqué  composant  AC  du 
solide  à  estimer,  fournit  une  nouvelle  approximation  encc  '.  plus  voisine  que 
la  première  du  volume  requis.  Il  reste  encore  pour  i  ''\pléter  le  volume 
que  donne  la  formule  (E  +  F +  4  aô)  x  ^  EF,  le  produit  de  J  EF  par  une 
fois  la  surface  de  l'anneau  décrit  par  bd,  et  pour  couvrir  ou  rencontrer  ce 
dernier  produit  ou  a  les  solides  engendrés  par  la  révolution  des  segments 
6cC,  bgB.  Maintenant,  il  *■  clair  que  la  somme  de  ces  derniers  ent  au 
solide  engendré  par  le  segmei/  ^bC,  dans  le  rapport  près,  des  surfaces  res- 
pectives de  la  somme  des  segments  6B,  bC  au  segment  BC  ;  or  ces  surfaces 
sont  l'une  à  l'autre,  à  très  près,  comme  I  est  à  4;  d'où  il  suit  que  le  reste 
fourf.  bd  X  ^  EF)  dont  on  vient  de  parler,  correspondra  sensiblement  au 
volume  de  la  somme  des  solides  6B,  bO  qui  vont  à  compléter  le  segment 
donné  ABCD  ;  donc,  etc. 

(1533)  Remarquons  que  la  différence  entre  le  vol.  exact  du  segment 
proposé  et  son  volume  approximatif  par  la  formule  (E  +  F  +  4  ab)  l  EF, 
est  toujours  en  plus,  ce  qui  est  dû  en  partie  à  ce  que,  en  considérant  le 
solide  engendré  par  la  révolution  du  segment  B6C  autour  de  l'axe  EF  comme 
un  prisme  continu,  (ou  comme  un  anneau  solide  ayant  pour  coupe  le  segment 
B6C)  avec  une  longueur  moyenne  égale  à  la  demi-somme  des  circonférences 
ab,  ed,  on  prend  cette  longueur  un  peu  trop  grande,  puisque  le  prisme  con- 
tinu dont  il  s'agit  perd  plus  de  sa  longueur  en  C  qu'il  n'en  gagne  en  B  ;  ce 
qui  nous  porte  à  observer  aussi  que  puisque  l'anneau  solide  engendré  par  la 
révolution  du  segment  BôC  est  plutôt  un  tronc  de  prisme  continu  ou  une 
suite  de  troncs  de  prismes,  on  en  aurait  assez  correctement  le  vokune  en 
faisant  (1095)  le  produit  de  la  surface  génératrice  B6C  (coupe  du  prisme 
par  un  plan  perpendiculaire  à  ses  côtés  ou  arêtes)  par  le  tiers  de  la  somme 
des  circonférences  en  B,  6  et  C  (longueurs  respectives  des  arêtes  de  l'anneau 
ou  du  tronc)  et  l'on  ajouterait  encore  à  l'exactitude  du  volume  à  obtenir  eu 
multipliant  la  surface  génératrice  BôC  de  l'anneau  par  le  cinquième  de  la 
somme  des  cinq  circonférences  en  B,  g,  6,  c  et  C  ou  par  la  somme  d'un 
nombre  quelconque,  de  ciïconférencea  (prises  à  des  distances  égales  l'une  de 
l'autre)  divisée  pa»  le  nombre  de  ces  circonférences. 
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(1533)  La  règle  qu'on  vient  de  donner  pour  ob- 
tenir le  volume  d'un  segment  de  solide  à  surface 
convexe,  s'applique  également  au  segment  d'un 
solide  à  surface  concave,  la  uiême  démonstration 
pouvant  servir  dans  les  deux  cas,  comme  l'indiquent 
les  lettres  dans  la  figure  ;  avec  cette  réserve  seule- 
ment que  la  diH'érence  entre  le  vol.  exact  et  le  vol.  rapproché  sera  évidem- 
ment en  moins  au  lieu  d'être  en  plus,  car  dans  ce  cas  la  longueur  moyenne 
du  tronc  de  prisme  continu  on  de  l'anneau  solide  engendré  par  la  révolution 
du  segment  H6C  est  moindre  que  la  moyenne  à  obtenir  en  faisant  entrer  en 
compte  les  circonlérenoes  en  B  et  en  C.  On  aura  donc  le  Volume,  prés,  du 
segment  AC,  égal  à  la  'litlerence  des  volumes  du  tronc  de  cône  AC  et  de 
l'anneau  solide  dû  à  la  révolution  du  segment  B6C,  c'est-à-dire  en  faisant  le 
produit  du  sixième  de  la  hauteur  EF  par  1»  somme  des  surfaces  des  bases 
AB,  DC  et  de  quatre  fois  la  section  ab  à  demi-distance  entre  ces  bases. 

(1534)  La  même  règlp  donnera  encore  avec  une  exac- 
titude suffisante  dans  la  pratique,  le  volume  du  conoïde  AEB 
à  surface  concave,  et  souvent  on  ajoutera  indéfiniment  à  l'ex- 
actitude di'  volume  à  obtenir  par  une  subdivision  continue 
du  corps  à    stimer,  en  segments  parallèles,  de  plus  en  plus 

petits  et  de  hauteurs  égales  entre  elles.     Cependant  dans       

la  majorité  des  cas,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  porter  le      A        x         " 
nombre  des  subJivisions  au  delà  de  3  ou  5  pour  s'assurer  d'une  précision 
suffisante  dans  le  résultat. 

(1535)  En  g^enerai  on  obtiendra  à  très  près  .  ^  CJt^ 
le  volume  d'un  corps  régulier  ou  irrégulier  quel- 
conque  OT  en  le  divisant  en  tranches  ou  segments, 
par  des  plans  parallèles  à  distances  égales  l'un  de 
l'autre.     L'on  fera  séparément  par   la  formule 

prismoïdale  (0  -f  AB  +  4  ab)  jt  OP,  le  volume  de  chacune  de  ces  tranches 
dont  la  somme  sera  le  contenu  solide  du  corps  proposé.  On  aura  de  cette 
manière  pour  volume  du  segment  OAB,  (surf.  0  +  surf.  AB  +  4  surf,  ab)  ^ 
OP,  pour  volume  de  la  tranche  suivante  BC  ou  aura  (AB  +  CD -f- 4  c<i)  ^ 
PQ,  et  ainsi  de  suite;  d'où  il  est  clair  que  le  vol.  entier  du  fiolide=(0 + 
4  ah  +  2AB  +  Acd  +  2CD  -f  4  e/+  2EF  +  etc.  -f  MN)  x  ^  OP  ou  PQ,  etc.,  c'est 
à-dire  :  à  la  somme  des  surfaces  des  extrémités  0,  T,  du  solide  donné,  ou  des 
bases  extérieures  de  la  première  et  de  la  dernière  tranche,  l'on  ajoutera  deux 
fois  la  somme  des  autres  bases  AB,  CD,  etc.  de  ces  deux  tranches  et  des 
autres  tranches  composantes,  plus  quatre  fois  la  somme  des  sections  ab,  cd, 
ef,  etc.  de  ces  tranches,  pour  multiplier  ensuite  le  tout  par  la  sixième  partie 
de  la  hauteur  OP  ou  PQ,  etc.  de  l'une  d'elles  ;  le  résultat  sera  le  volume  du 
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corp8  proposé,  (formule  analogue  à  celle  du  par.  (1481)  pour  obtenir  la 
surface  d'une  figure  plane  quelconque. 

(1536)  Il  est  clair  aussi  que  pour  arriver  au 
volume  d'un  tronc  ou  segment  (quelconque  ABab, 
de  sphère,  de  sphéroïde  ou  de  condide  à  bases  non 
parallèles  AB,  aô,  on  n'aura  qu'à  faire  séparément 
le  volume  du  solide  entier  AB-E  et  celui  du  solide 
partiel  ab~t  pour  prendre  ensuite  la  ditl'érence  de 
ces  volumes.     On  aura  de  cette  sorte  vol.  AB  ba  = 

(surf.    AB  -(-  4  surf,   section   intermédiaire  entre   AB  et  E  x  i  EF)  moins 
(aurf.  a6  +  4  surf,  section  intermédiaire  entre  a6  et  e  x  \  if). 

(1531)  Faisons  maintenant  l'application  de  cette  formule  générale  à  la 
solution  des  divers  problèmes  qui  y  ont  trait,  (eauf  cependant,  le  prisme  ou 
cylindre,  la  pyramide  ou  le  cône,  le  tronc  de  pyramide  ou  de  cône,  et  le 
prismoïde,  dont  on  a  déjà  traité),  et  prenons  aussi  occasion  de  mettre  en  regard, 
dans  certams  cas,  les  résultats  ainsi  obtenus  et  ceux  que  fournissent  les 
règles  ordinaires,  afin  de  pouvoir  en  comparer  l'exactitude  et  la  somme  de 
travail  nécessaire  pour  y  arriver. 

PROBLÈME  XXXII. 
Trouver  la  surfkoe  d'une  sphère. 

(1538)  REGL.E  I.  Multipliez  (1011)  la  circonférence  d'un  de  ses 
grands  cercles  par  son  diamètre. 

REGLE  II.  Multipliez  (1012)  le  carré  de  son  diamètre  ou  quatre 
fois  le  carré  de  son  rayon  par  .7854  et  par  4,  ou  de  suite  par  3.1416. 

En.  1.  Quelle  est  la  surface  d'une  sphère  dont  le  diamètre  est  7  ? 

Rep.  153.9384. 

a.  Le  diamètre  d'une  sphère  est  de  24  pouces  ;  quelle  en  est  la  surface  ? 

Rep.  1809.561G. 

3.  Combien  faudra-t-il  de  pouces  carrés  de  dorure  pour  recouvrir  une  boule 
sphérique  dont  la  circonférence  est  de  78.54  pouces  ? 

Rep.  78.54-^3.1416  =  25=diam.  et  78,54  x  25  =  1 963.4  p.  c. 

4.  Quelle  est  la  surface  de  la  terre  si  le  diamètre  en  est  7912  miles  ? 

Rep.  196,66.3,355.7504. 

5.  Combien  faudra-t-il  de  pieds  superficiels  de  plomb  ou  autre  métal  pour 
couvrir  un  dôme  hémisphérique  dont  le  diamètre  est  de  33  pieds  4  pouces  ? 

Rep.  33j(  X  33^  x  .7854  x  2=  1755  pieds  carrés  ;  car,  si  la  surface  de  la 
sphère  entière  vaut  4  grands  cercles,  il  est  clair  que  celle  de  l'hémisphère 
vaut  2  grands  cercles. 
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6.  La  voûte  du  rond-point  d'une  église  est  en  forme  d'un  quart  de  sphère 
dont  le  rayon  est  (le  15  pieds  ;  on  demande  le  nombre  de  verges  d'enduits 
nécessaire  pour  en  revêtir  la  surface  ? 

Rep.  30  X  30  X  .7854-4-9  =  78.54  ou  78  J  verges  ;  car,  puisque  la  sphère 
entière  vaut  4  grands  cercles,  le  quart  de  sphère  n'en  vaut  qu'un. 

H.  Quel  sera,  à  raison  de  5  livres  au  pied  carré,  le  poids  d'une  chaudière 
hémisphérique  en  cuivre  dont  la  circonférence  est  de  IHHJ  pouces  ? 

Rep.  18H.5-;-3.l4l6  =  diam.  =  60  et  188.5x60  =  11310  pouces  carrés 
dont  la  moitié  5655-Î-144- 39.27  pieds  carrés,  cette  surface  multipliée  par  5 
(le  poids  par  pied  c.^  donne  196.35  livres. 

(1539)  RKCiLC  III.  Considérez  la  surface  de  la  sphère  comme  un 
composé  de  trapèzes  continus  ou  de  zonas  d'égales  largeurs  et  procédez  à 
la  manière  du  paragraphe  (IS'iO). 

Ex.  1.  Quelle  est  la  s>ipcrficie  d'un  hémif^phére  dont  le  diamètre  est  263  ? 

Rep.  Eacirconférence=263  X  3.1416  =  826.2408,  le  quart  de  circonfé. 
renoe  206.5602  divisé  en  5  parties  égales,  donne  pour  largeur  développée 
d'une  des  zones  composantes  41.31204.  Les  diamètres  intermédiaires  de 
ces  zones  obteiuis  au  moyen  d'une  échelle  de  40  unités  au  pouce,  mesurent 
respectivement,  comptant  de  la  base  au  sommet,  250,  213,  154,  et  82  ;  la 
somme  de  ces  diamètres  intermédiaires  plus  la  moitié  (131.5)  du  diamètre 
263  à  la  base,  est  830.5;  cette  somme  x  3.1416  donne  la  somme  2609.0988 
des  circonférences  à  entrer  dans  le  calcul  ;  ,cette  dernière  x  41.31204,  largeur 
d'une  des  zones,  donne  enfin  pour  réponse  107,787  unités  de  surfaces. 

REÎW.  Les  deux  premières  régies  donnent  chacune  pour  surface  de 
l'hémisphère  proposé  108,650.66  unités.  La  différence  entre  ces  résultats 
est  de  863.5,  863. 5^-108,650  =  . 008  près,  c'est-à-dire  que  le  taux  d'erreur  est 
de|  de  1  pour  cent  à  peu  près.  On  en  conclut  que  dans  tout  cas  analogue, 
il  suffira  d'augmenter  de  .008  ou  de  .01,  près,  le  résultat  obtenu  par  cette 
règle,  pour  être  très  voisin  de  la  surface  requise. 

Ex.  îl.  Soit  à  opérer  maintenant  avec  10  sections  ou  zones  au  lieu  de  5, 
le  diamètre  de  l'hémisphère  restant  le  même  ? 

Rep.  Les  9  diamètres  '"termédiaires  étant  comme  suit  :  260,  250,  234, 
213,  186,  154,  1 19,  82,  et  42,  leur  somme  -t-  131.5  (moitié  du  diam.  263  a  la 
base)  est  1671.5,  cette  somme  x  3.1416=5251.1844  pour  la  somme  des 
circonférences  à  servir  d'élément  au  calcul  proposé;  la  largeur  d'une  des 
zones  composantes  sera  dans  ce  cas  ^\  du  quart  de  circonlerence,  c'est-à-dire 
862.2408^4-4-10  ou  de  suite  par  40  =  20.65602;  or,  5251.1844 x  20.65602 
=  108,468.57;  on  a  déjà  vu  que  le  résultat  exact  est  108.650.66;  la  ditie- 
rence  de  ces  résultats  n'est  plus  que  182  qui  équivaut  à  .0017,  c'est-à-dire 
que  le  défaut  n'est  plus  que  du  i  de  1  pour  cent. 

Ce  tftux  d'erreur  ajouté  au  résultat  de  tout  autre  opératiou  analogue  dou- 
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nerait  donc  à  pou  de  chose  près,   une  approximation  assez  voisine  de  la 
vérité. 

Ex.  3.  Voyons  maintenant  en  quoi  l'on  ajoutera  à  la  précision  du  ré- 
ëultiit,  en  iipér.mt  !a  solution  du  mémo  problème,  au  moyen  d'un  nombre 
additionnel  de  subdivisions,  soit  20  par  exemple. 

R.  p.  Les  19  .liiimèlrcs  mtermédiaires  sont  202,  200,  2r)6,  2r)0,  24.'?,  2.'îl, 
221,  2i:{,  200,  ISO,  171,  hVI,  1:58,  111),  101,  82,  02,  42,21;  somme  des 
diumôlres  intermédiaires  )-  le  demi-diam.  ù,  la  base  =  3349.5;  multipliant  par 
3.1410  et  par  10.32M01  flarjiçeur  d'une  des  sections)  l'on  a  108,079.;'»  contre 
108,0r)0.G0  la  surlace  exacte.  La  diflérence  est  dans  ce  cas  en  excès  au  lieu 
d'être  en  dél'aiu  de  la  surface  voulue,  comme  elle  devait  l'être  (15^20)  et 
comme  elle  le  titrait  en  elVet  si  l'on  avait  calculé  les  diamètres  intermédiaires 
des  zones  compusaiitcs  au  lieu  de  les  obtenir  graphiquement  ou  mécanique- 
nient  comme  un  l'a  fait  à  l'aide  d'un  diagramme  en  petit  sur  le  papier  et 
d'une  échelle  de  parties  égales.  Cette  différence  ou  excédant  n'est  cepen- 
dant que  de  29  unités  sur  108,050,  soit  de  .00027  ou  moindre  que  ^'^  de  I 
pour  cent  ;  elle  est  due  à  ce  que  l'on  ait  négligé  en  mesurant  les  diamètres 
intermédiaires,  les  tractions  d'unités  qu'on  pourrait  au  besoin  faire  entrer  en 
compte  ;  mais  avouons  que  dans  la  pratique  un  résultat  qui  comme  celui  ci 
ne  s'éloignerait  de  la  vérité  que  de  jg'jjj  soit  en  plus  ou  en  moins,  équivuu. 
drait  à  une  exactitude  parfaite. 

(1540)  REM.  Si  nous  mettons  cette  troisième  règle  au  nombre  de 
celles  dont  on  peut  faire  usage  pour  déterminer  la  surface  d'une  sphère  ou 
partie  de  sphère  ;  ce  n'est  pas  qu'on  trouverait  à  propos  d'en  faire  l'applica- 
tion pour  arriver  à  la  surface  d'une  sphère  proprement-dite  ou  à  la  solution 
de  tout  problème  analogue  pouvant  se  résourdre  par  des  règles  plus  simples 
et  plus  directes  ;  mais  c'est  que  dans  la  pratique,  il  est  assez  rare  que  l'on 
ait  atfaire  à  une  sphère  parfaite,  à  une  partie  de  sphère  parfaite,  à  un  sphé- 
roïde ou  partie  de  sphéroïde  proprement-dit,  à  un  paraboloïde  ou  hyperbo- 
loïde  exact,  ou  en  général  à  un  solide  de  révolution,  dont  la  courbe 
génératrice  soit  une  exacte  section  de  cône,  telle  que  le  cercle,  l'ellipse,  la 
parabole  et  l'hyperbole.  Il  est  donc  évident  que  dans  tous  les  cas  où  l'on 
n'aurait  pas  à  opérer  sur  un  ephérciide  ou  conoïde  parfait,  ou  dont  l'on  ne 
pourrait  établir  l'espèce  que  par  un  travail  préliminaire  considérable,  il 
vaudra  mieux  procéder  de  suite  par  la  Règle  III  que  de  recourir  à  une 
autre  règle  qui  n'aurait  pas  exactement  trait,  on  ne  s'appliquerait  pas  avec 
précision  au  problème  proposé. 

(1541)  Ajoutons  aussi  que  si  la  surface  à  estimer  au  lieu  d'être  partout 
d'égale  courbure  comme  celle  de  la  sphère,  était,  comme  celle  d'un  para- 
boloïde, etc.,  de  courbure  inégale,  l'on  pourrait,  avant  de  procéder  à  la 
subdivision  en  zones  d'égales  largeurs,  diviser  d'abord  la  surface  à  estimer 
en  deux  ou  plusieurs  parties  que  l'on  subdiviserait  ensuite  en  un  moindre 


DES     SOLIDES. 


671 


:,:'( 


voisine  de  la 


ou  plufl  grand  nombre  de  zones  wnivant  le  inoina  ou  plus  de  co\irliurc  diuis 
la  partie  correspondante  de  l'arc  générateur.  L'on  calculerait  alors  i-épuré- 
ment  les  parties  d'inégale  courbure  pour  prendre  ensuite  la  somme  de  cc8 
parties. 

(154*2)  D'ordinaire  auaai,  le  meaurrur  ou  géomètre,  ne  perdra  pas  de 
vue,  en  h' enquérant  du  degré  de  précision  à  apporter  dans  Cfxerdce  des 
détails  de  son  art,  Vimportance  de  ne  pas  dévouer  à  la  solution  d'un  pro- 
blème, un  travail  et  un  temps  que  nejustijieraient  par  les  circonstances. 
II  serait  par  exemple  oiseux,  disons  même  injuste,  que  pour  établir  à  un 
niillioiiièmo,  millième,  centième  ou  à  toute  autre  unité  près  du  résultat 
exact,  une  surface  ou  un  volume  proposé,- on  y  dévouât  un  travail  qui  en  fît 
coûter  aux  intéressés  plus  qu'une  fraction  de  la  valeur  de  telle  unité.  Nous 
disons,  "d'ordinaire,"  car  il  est  clair  qu'il  peut  y  avoir  des  circcHi.-taiices, 
soit  dans  une  question  ou  cause  en  litige,  où  les  frais  de  faire  droit  aux 
parties  peuvent  dépasser  et  dépassent  en  etl'et  souvent  dans  une  proportion 
illinutée  la  valeur  de  l'enjeu. 

PROBLÈME  XXXIII. 
Trouver  le  volume  d'une  sphère. 

(I.'i43)  REGLE  I.  Multipliez  (1015)  la  surface  par  le  tiers  du 

rayon.  ' 

REGLE  IL  Cubez  (1103,  10®)  le  diamètre  et  multipliez  le  nombre 
ainsi  trouvé  par  {^^  :  c'e«<à-rfirc  por  0.5236  ouïe  volume  d'une  sphère 
dont  le  diamètre  est  1  ;  car  (10§4)  les  solidités  ou  volumes  de  deux  sphères 
quelconques  sont  comme  les  cubes  de  leurs  diamètres. 

Rl'.GLE  III.  Multipliez  (tSiflt)  4  fois  la  surface  d'une  section  de 
la  sphère  à  distances  égales  de  ses  extrémités  ou  summiets  opposés  par  le 
sixième  de  la  hauteur  perpendiculaire  à  cette  section.  Cette  règle,  dans 
le  cas  de  la  sphère,  est  évidemment  analogue  à  la  première,  car  la  surface 
de  la  sphère  vaut  4  grands  cercles,  le  grand  cercle  est  la  section  de  la  sphère 
par  un  plan  passant  par  le  centre  c'est-à-dire  à  distances  égales  de  deux 
points  opposés  de  sa  eurîace,  et  le  6ème  de  la  hauteur  n'est  que  le  6ème  du 
diamètre  ou  le  tiers  du  rayon. 

Ex.  1.  Quelle  est  le  volume  d'une  sphère  dont  le  diamètre  est  12  ? 


Rep.   12  k  12  X  12  X  .5237  =  . 904.7808. 

2.  Si  le  diamètre  moyen  de  la  terre  est  de  7918.7  milles,  quel  en  est  le 
volume  en  milles  cubes  ? 


Rei».  (T9I8.-7)-5<-.6266=s 269,992, W2,082.e«74908BO.  cnb. 
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8.  Une  flèche  de  clocher  est  torminée  par  une  boiile  npliérique  dont  le 
diamètre  est  de  25  piedf  ;  quel  vu  est  le  volume  ? 

Rcp.  25  x25  =  7J  =  7.111llll,  7x25  =  I8.GG(;Gr)(i(),  2!|  x  i  ou  2.6()6G66G 

-i-9=:.2!»G2962,  1H.666GGG6  f- .29G2yG2  =  lH.9629o2l)--^C25)',  et  18.9G29629 
X  .r)2;j(;  =  9.9'i9{)071  pieds  cubes. 

4.  Quel  est  le  contenu  «olide  d'un  boulet  de  canon  d'un  diamètre  de  10 
pouces  ? 

Rep.   10'  =  1000,  et  1000  X  .5236  =  523. G  pouces  cube.s. 

5.  Combien  faut-il  de  pouces  cubes  de  poudre  à  tirer  pour  remplir  un 
obus  dont  le  diamètre  intérieur  est  de  12  pouces  ? 

Mep.  12x12  X.7854  x  4  ou  12*  x  3.UIG  =  452.3901  =  surface  de  la 
pplière  et  cette  surf,  x  ^  rayon  ou  ^  dian).,  c'est-à-dire  par  2,  =904.6808 
pouces  cubes. 

6.  Combien  de  pieds  cubes  contiemlra  une  bouée  en  forme  de  sphère  d'un 
diamètre  de  10  pieds. 

Rcp.  523. G  pieds  cubes. 

T.  Une  boule  en  pierre  a  3  pieds  de  diamètre;  quel  en  est  le  poids,  à 
raison  de  150  livres  au  pied  cube  ? 

Rep.  3  X  3  X  3  X  .523G  x  150  =  2120.58  livres. 

8.  Combien  de  gallons  de  liqueur  (231  pouces  cubes  au  gallon)  pourront 

trouver  place  dans  une  chaudière  hémisphérique  de  10  pieds  de  dianj.? 

3 
Rep.  Le  contenu  du  vaisseau  en  pieds  cubes=10    x  .5236-4-2  =  261.8, 

le  nombre  de  gallons  par  pied  cube=1728  pouces  cubes-=-231  =  7.4805i9ô, 

soit  7i,  et  261.8  x7^  =  1963J  gallons,  ou  plus  correctement  261.8  x  7.48  = 

1958.26  gallons. 

9.  Une  voûte  hémisphérique  de  l'épaisseur  uniforme  d'un  pied,  mesure 
10  pieds  de  diam.  intérieur;  combien  a-l-il  fallu  de  briques  pour  le  construire, 
à  raison  de  20  briques  au  pied  cube? 

Rep.  Il  est  clair  que  la  solidité  voulue  est  égale  à  la  différence  des 
volumes  des  hémiephèree  extérieur  et  intérieur;  or,    l'iémisphère  ext.  = 

t  3 

12  x5236-f-2  =  452.39  pieds  cubes,  l'hénusphere  int.  =  10  x  .5236— 2  = 
261.8  pieds  cubes  :  la  différence  de  ces  volumes  est  190.59  pieds  cubes  et 
190.6  X  20  =  3812  briques. 

10.  L'épaisseur  d'une  h  imbe  est  de  5  pouces  et  sa  circnnféretice  extérieure 
de  62.83  puuces  ;  quel  en  est  le  poids,  à  raison  lie  480  livre>  au  pied  cube  ? 

Rep.  On  a  pour  diam.  ext.  de  la  bombe  62.83  f  3.1416  20  piuces; 
donc  le  diam.  de  la  partie  évidée  est  10  pouces;  maintenant  le  vulunie  de  la 
bombe  eeb  la4ifi6woo&4efi  vwluttes  «Ua  -ephérse  «àt.  et  .iat.    Le  vol.  de  la 
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Hphôrccxt.  ::^20'^  X  .5236:^4188.8,  le  vol.  itit.  =  lo'  x  .5230.  =  r)23.f),  la  diffé- 
rence de  oi's  voluiiiert  eisl  3(i(i"»,2  juiueen  cuIich  j  piiif,  1  pied  cube  ou  1728 
puucea  cubes:  480  livres  pesuut  ::  3Gli').2  pouces  cubes:  1018  livres  pesant. 

PROBLÈME  XXXIV. 

Déterminer  la  surfkce  convexe  d'une  calotte  sphérique 
ou  d'une  zone  sphérique  quelconque. 

(1541)  REOI^E]  I.  Multipliez  (tO^ii)  la  hauteur  de  la  zone  par 
la  circonférence  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  ;  le  produit  sera  la  sur- 
face voulue. 

REin.  1.  Si  le  diamètre  de  la  sphère  n'est  pas  donné  on  le  trouvera 
aisément  par  la  méthode  du  par.  (540)  en  divisant  le  carré  du  rayon  de  la 
base  du  segment  par  la  hauteur  pour  avoir  le  reste  du  diamètre  ;  le  reste 
ainsi  trouvé  -I-  la  hauteur  donnée  sera  le  diamètre  voulu  de  la  sphère. 

Ex.  Le  diamètre  d'une  sphère  étant  de  42  décimètres,  quelle  est  la 
surface  convexe  d'une  calotte  dont  la  hauteur  est  D  décimètres? 

Rcp.  42x3.141G=circ.  131.9472  laquelle  x  9  =  1187.5248  décimètres 
carrés. 

2.  Le  rayon  de  la  base  d'un  toit  de  vide-bouteille  en  forme  de  calotte 
sphérique,  est  de  10  pieds,  la  hauteur  du  toit  est  de  4  pieds.  Combien 
t'audra-t-il  de  pieds  superficiels  de  plomb  ou  autre  métal  pour  le  revêtir  ? 

Rep.  10  -1-4  =  25,  25  +  4  =  diam.  de  la  sphère  =  29,  29  x  3.1416 =circ. 
91.1064,  puis  91.1064x4=364.4256  pieds  carrés. 

3.  On  demande  la  surface  d'un  couvercle  de  chaudière  en  forme  de 
calotte  sphérique  dont  la  circonférence  est  de  91.1  pouces  et  la  hauteur  10 
pouces  ? 

Rep*  91.1-:-3.1416  =  29=diam.  du  couvercle  dont  le  rayon  est  en  con- 
séquence de  14.5  pouces  ;  pour  avoir  le  diam.  de  la  sphère  dont  la  calotte 

z 
fait  partie,  on  a  (14.5)  -f-10  — 21.025  — le  reste  du  diam.  dont  la  hauteur 

du  couvercle  fait   partie;  donc  le  diam.   voulu  =  21. 025 -f  10  — 31.025,  ce 

diiim.  X  3. 1416  =  97. 46814=circ.  d'un  grand  cercle,  cette  dernière  x  10  donne 

974.6814  pour  la  surface  convexe  voulue  en  pouces  carrés. 

4.  Un  dôn\e  hémisphérique  dont  on  a  enlevé  une  calotte  pour  y  asseoir  la 
base  de  la  lanterne  qui  le  couronne,  présente  en  conséquence  la  forme  d'une 
zone  sphérique  ou  d'un  segment  sphérique  à  deux  bases  ;  on  demande  à  en 
déterminer  la  surface  convexe,  sa  hauteur  étant  de  9  mètres  et  le  diamètre 
de  la  sphère  dont  il  fait  partie  de  20  mètres  ? 

Rcp.  20  X  3.1416=circ.  62.832  et  62.832  x  9=565.488  mètres  carrés. 
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REM.  Si  le  rayun  ou  diuiii.  de  la  Hphere  duiil  une  euhc  tUit  partie  n'oMt 
pas  cuiiim  et  que  k'M  Heulcri  duiiiiées  suieiit  Ich  rayons  dU  diuinétresdeis  l)aHea 
iiif.  et  Bup.  du  Negiiiciit  et  la  hauteur  ou  di^itauce  perpt'iidiuulaire  qui  les 
Hépare,  le  paragraphe  (5T4)  l'ournira  la  méthode  d'arriver  uu  rayon 
voulu  5  mais  on  y  parviendrait  tout  de  niênie  et  d'une  manière  plu»  expédi- 
tivc  et  aHMez  exacte  dan.s  la  pratique  par  un  {«impie  procédé  graphi(|tH'  (|iii 
permettrait  de  déterminer  de  «uito  le  rayon  voulu  ou  diam.  de  la  Hphére  à 
l'aide  de  la  même  échelle  qui  aurait  servi  à  fixer  sur  le  papier  les  proportioim 
et  positions  relatives  ilea  donnée.s,  le  nentre  du  cercle  pouvant  ulcirs  >e 
trouver  facilement  par  tâtonnement,  c'eft-à-dire  par  des  es^ai8  répétés  t»ur 
la  perpendiculaire  (prolongée  s'il  le  faut)  qui  relie  lea  centres  des  deux  cordes 
données. 

0.  Les  diamètres  des  bases  inf.  et  sup.  d'uu  toit  en  forme  de  eegmont  de 
sphère  mesurent  respectivement  IG  et  12  mètres,  et  la  hauteur  2  mètres; 
quelle  est  la  superficie  de  la  zone  qui  forme  la  surface  Uuérule  ou  convexe 
du  toit. 

Rep.  On  obtient  (574)  soit  par  calcul  on  par  construction  graphique  le 
diamètre  20  de  la  sphère  dont  le  segment  fait  partie.  Ce  diam.  donne  {xiur 
circonférence  62.832,  cette  cire,  x  2,  hauteur  du  toit,  donne  pour  sa  surtiice 
convexe  135.664  mètres  carrés. 

6.  Quelle  est  la  surface  convexe  d'une  calotte  de  21 1  pouces  de  hauteur 
enlevée  d'une  sphère  de  6  pieds  de  diam  ? 

Rcp.  4840.577  pouces  carrés. 

T.  Si  le  diam.  de  la  terre  considérée  comme  sphère  parfaite  est  de  7970 
milles,  la  hauteur  de  la  zone  glaciale  sera  de  252.3612H;{  milles;  quelle  en 
est  la  surface  ? 

Rep.  7970  X  3.1416  x252.36r28.3=6,.318,7Gl  milles  carrés. 

8.  Quelle  est  la  surfUce  de  l'une  des  10  sections  composantes  ou  conipar. 
timents  d'une  voûte  ou  d'un  dôme  en  forme  de  calotte  sphériquo,  le  diamètre 
inférieur  de  la  calotte  ou  de  sa  base  étant  de  40  pieds  et  sa  hauteur  de  10 
pieds  ? 

Rep.  Le  reste  du  diamètre  de  la  sphère  dont  la  hauteur  10  de  la  calollo 

t 
fait  partie  est  (5»9)  (^40)  -^-10=40,  et  le  diamètre  entier  par  conséquent  = 

40  +  10=50,  la  circonférence  =50  x  3.1416  =  157.08  et  la  surface  entière  de 
la  calotte  =157. 08  X  la  hauteur  10  =  1570.8;  donc  la  surface  de  la  section 
proposée  est  de  1570. 8-j-10  =  157.08  pieds  carrés. 

(1545)  REGLE  II.  Divisez  la  surface  à  estimer  en  zones  d'égale 
largeur,  et  procédez  ensuite  à  la  manière  du  par.  (15îlO). 

Ex.  1.  La  circonférence  inf.  d'une  zone  sphérique,  ou  qui  a  l'air  de  l'être, 
mesure  260  pieds,  sa  circonférence  sup.  213  pieds,  et  deux  circonférences 
intermédiaires  équidistaules  260  et  234  pieds,  la  longueur  de  l'arc  généra- 
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leur  est  de  Ij  picdn,  ot  la  largeur  développée  d'une  des  trois  zonen  coinpu- 
santeH  est  en  uonMé(|\u>ncede  6  piedti  ;  quelle  eat  lu  Murt'acede  la  zone  entière  ? 

Rc>p.  i  2G0  +  250  +  234  +  i  213  =  720.5,  cette  sonmi*  x  6  =  3602.5  p.  c. 
préfl. 

*J.  Lu  voûte  ou  !(>  pluluiid  cintré  d'une  pièce  circulaire  en  forme  de 
calotlc  Hpliéri(jue  a  pour  diuni.  inl.  IHG  déciinétreri,  et  pour  dianjètrcs  intor- 
inéitiuires  de  cin(i  zones  cotnpo.su iitcs  151,  IID,  82  et  42  déciniétreH,  lu 
longueur  de  lu  courbe  génératrice,  c'est-à-dire  la  distance  curviligne  du 
centre  de  lu  voûte  à  sa  nuis^ance  est  de  103  déciinètrca  28  niilliniéiretj  ; 
quelle  en  eut  lu  surfuce  concave  ? 

Il4;|>.  103.28  déciniétreH:  5  =  20. CSG  =  largeur  d'une  des  zonea  conipo- 
santes,  i  diani.  int'.  =  lHG -f-2  =^ 'J3,  1)3  +  154  4- 111)  +  82  +  42=490,  490  x 
3.1416  ;  1531». 3S4  sonniic  des  circonférences  é.  entrer  dans  le  calcul,  puis 
1539. 3H1  X  20.050  =31, 707. 5  déciniètrcH  carrés  ou  317  niètres  carrés  97^ 
décimètres  carrés,  puisque  le  mètre  carré  est  de  10  x  10  =  100  décimètres 
carrés  et  qu'en  reculant  de  2  places  le  point  décimal  on  divise  par  100. 

FBOBLÊME   XXXV. 

Déterminer  la  solidité  ou  le  volume  d'une  calotte  sphé- 
rique  ou  d'un  segment  sphérlque  quelconque. 

(15t6)  RECSLIT!  I.  Multipliez  (lOHS)  la  demi-somme  des  surfaces 
des  bases  parallèles  par  la  hauteur  du  segment;  ajoutez  à  ce  produit  le 
volume  d'une  sphère  dont  le  diam.  soit  égal  à  la  hauteur  du  segment  ;  la 
somme  de  ces  deux  volumes  sera  la  solidité  voulue. 

REM.  Quand  le  segment  n'a  qu'une  seule  base,  on  considère  l'autre  =  0. 

REGLE  II.  A  la  somme  des  surfaces  des  bases  inf.  et  sup.  du 
segment,  ajoutez  4  fois  la  surface  d'une  section  d  distances  égales  de  ces 
bases,  et  multipliezletoutpar  la  sixième  partie  de  la  hauteur  ;  le  résultat 
sera  le  volume  demandé  (1539). 

Ex.  I.  Quel  est  le  volume  d'un  segment  formant  partie  d'une  sphère 
dont  le  diam.  est  40,  les  distances  respectives  du  centre  à  chacun  des  plana 
de  section  étant  16  et  10  ? 

Rep.  Il  nous  iaut  déterminer  tout  d'abord  les  surfaces  des  bases  paral- 
lèles du  segment  donné  ;  or,  les  diamètres  de  ces  bases  sont  des  cordes 
parallèles  d'un  grand  cercle  de  la  sphère,  éloignées  du  centre  du  cercle,  l'une 
de  IG  et  l'autre  de  10  imités  de  mesure,  les  segments  du  diamètre  de  grand 
cercle  perpendiculaire  à  ces  cordes  sont  respectivement,  de  l'une  d'elles, 
16-1-20  =  36  et  40 -36=4,  de  l'autre,  10 -F  20  =  30  et  20-10  =  10;  main- 
tenant on  a  (540)  36  x  4  =  144  =  le  carré  de  l'une  des  demi-cordes  et 
30  X  10=300  =  le  carré  de  l'autre  demi-corde;  ces  carrés  multipliés  chacun 
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par  .7854  et  par  4  ou  de  suite  par  3.1416,  donnent  452.3904  et  942.48  pour 
surfaces  voulues  des  bases  parallèles.  La  sonune  de  ces  surfaces  —  1394.8704, 
cette  somme X. 3,  la  demi  hauteur  (16  -  10)  du  segiuent,  ou  la  demi-somme 
de  ces  surfaces  x  6  =  4184.61 12=partie  du  volume  requis;  le  reste  du  volume 

3 

requis=6  x  .5236  =  113.0976  ==  vol.  d'une  sphère  dont  la  hauteur  est  0.  Ces 
deux  volumes  réunis  donne  4297.7088  pour  la  solidilè  du  segment  proposé. 

3.  Le  même  exemple  par  la  Règle  II  donne  pour  surface  à  demi-distance 
entre  les  bases  parallèles  33x7  =  231=  le  carré  du  rayon  de  la  base  ou 
section  intermédiaire,  ce  carré  x  4  donne  le  carré  du  diamètre  de  cette  base 
ou  section,  et  ce  dernier  carré  x  .7854  en  donne  la  sUrface=725.709G,  4  fui« 
cette  surface  =  2902.8384  à  la  quelle  ajoutant  la  sonune  des  surfaces  des 
bases  on  a  4297.7088  pour  le  volume  requis,  car  l  hauteur—  1  et  multiplier 
par  1  ne  change  pas  la  valeur  du  multiplicande. 

3.  Combien  de  pieds  cubes  de  liqueur  pourra  contenir  une  chaudière 
hémisphérique  d'un  diamètre  de  10  pieds  ? 

Rep.  On  a  vu  (15l2§)  que  dans  l'hémisphère  la  surface  de  la  coupr  nv. 
section  intermédiaire  également  éloignée  de  la  base  et  du  sommet  du  solide 
vaut  les  |de  la  surface  de  la  base  ou  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  ;  or  ou 
a  pour  surface  de  la  base  sup.  de  la  chaudière  19  x  10  x  .7804  —  78.54  pieds 
carrés;  mais  4  fois  1=3  et  trois  fois  78.54 -f  78.54=4  fois  78.54  =  314. 10, 
puis  314.1S  X  Jhauteur  =  314.16x5-^6  =  261.8  pieds  cubes. 

R£M.  Dans  le  cas  de  l'hémisphère,  comme  de  la  sphère  entière,  la 
règle  II  n'offre  aucun  avantage,  et  au  contraire,  elle  donne  plus  de  travail 
puisqu'il  est  i-us  simple  pour  arriver  au  résultat  voulu  de  cuber  de  suite  le 
diam.,  multiplier  ce  cube  par  .5236,  et  prendre  la  moitié  du  produit  pojr  le 
volume  de  l'hémisphère. 

4.  Combien  de  gallons  d'eau  pourront  trouver  place  dans  un  réservoir  en 
forme  de  calotte  sphérique  d'un  diamètre  de  100  pieds  et  de  20  pieds  de 
profondeur,  à  raison  de  7^  gallons  au  pied  cube  ? 

Kcp.  Par  la  première  règle,  on  a  le  vol.  requis  =  surface  de  la  base  du 
segment  (c'est-à-dire  la  surface  sup.  du  réservoir)  x  la  hauteur  (profondeur 
verticale  du  réservoir)-f-2,  plus  le  vol.  d'une  sphère  ayant  pour  diamètre 
cette  hauteur  ;  c'est-à  dire  le  vol.  requis  =-  (100  x  100  x  .7854  x  20-{-2  =  785 10) 
-f  (20  X  20  X  20  X  .6236  =  4188.8)  =  82,728.8  pieds  cubes  x  7.5  =  620,466 
gallons. 

Rep>  Par  la  deuxième  règle,  on  a  d'abord  (540)  pour  reste  ilu  diatn. 
de  la  sphère  ou  du  grand  cercle  dont  la  hauteur  du  réservoir  fait  partie 

(^lOo/ -^20=125,  125  +  10  (demi-distance  de  la  surface  au  fond)^135, 
135  X  10  =  1350=rectangle  des  segments  du  diam.  =  carré  du  demi  diaiii.  de 
la  section  intermédiaire,  ce  carré  x  3. 1416=4241. 16  =  8urf.  section  interm., 
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=  620,460 


4  fois  cette  suri'.  +  la  surf,  de  la  base  du  eegnient  =  24,818.64,  cotte  somme 
X  20-Î-6 --82,728.8  pieds  cubes,  coiDuie  auparavant. 

REM.  Le  choix  à  faire  entre  les  deux  règles  pour  la  solution  de  ce  pro- 
blème repoHora  quelquefois  sur  la  nature  des  données,  mais  si;rtout  sur  le 
doute  qu'il  pourrait  y  avoir  qiuvnt  à  l'espèce  particulière  de  la  figure  à 
estimer,  et  l'emploi  de  cette  formule  exemptera  la  nécessité  de  s'enquérir 
tout  d'abord  de  la  nature  exacte  du  solide  pri>posé.  Ainsi,  si  le  réservuir  à 
mesurer  était  un  segment  de  sphéroïde,  un  paraboloïile,  ou  un  hyperboloïde 
ou  tout  autre  figure  ressemblant  à  peu  près  à  celle  qu'on  vient  d'ènumérer, 
la  règle  II  en  donnerait  dans  tous  les  cas  le  volume  exact,  ou  à  très  près, 
tandis  que  si  l'on  traitait  conuue  partie  d'une  sphère  proprement-dite  une 
figure  qui  ne  le  serait  pas  et  qu'on  la  calculât  par  la  règle  applicable  à  la 
sphère,  on  pourrait  se  tromper  grièvement  dans  le  résultat. 

5.  Un  bassin  dont  la  forme  paraît  être  celle  d'une  calotte  sphérique,  a 
pour  diam.  sup.  15  pouces,  pour  diaiu.  à  demi  profondeur,  12  pouces,  et 
pour  profondeur  ou  hauteur  7  pouces  ;  quelle  en  est  la  capacité  eu  gallons  de 
231  pouces  cubes  ? 

Rep.  Surface  8up.=  15  x  15  x  .7854=  176.715  pouces  carrés,  surf,  inter- 
médiaire =  12  X  12  X  .7854=  113.0976,  surf,  basef  4  surf.  intermédiaire  = 
629.1054,  cette  somme  x  7-— 6  =  734  pouces  cubes  prés;  divisant  par  2;{1- 
01)  a  3.18  ou  3^  gallons  près  pour  capacité  du  vaisseau  proposé. 

6.  Le  vide  ou  l'espace  sous  un  dôme  ou  plafond  cintré  d'une  pièce  circu- 
laire, présente  l'aspect  d'un  segment  de  sphère  à  bases  parallèles  dont  les 
diamètres  mes'.irent  respectivement  19.9  mètres  et  8.718  mètres,  le  diamètre 
du  dôme  à  distances  égales  de  ses  bases  est  de  17.32  mètres  ;  on  denuimle  le 
nombre  de  mètres  cubes  d'air  à  chantier,  la  hauteur  étant  de  8  mètres  ? 

Rep.  (19.9)*x  .7854=396x.7854  =  3ll.02,  (R.718)  =76  et  76  x  .7854 

=  59.69,  (17.32)'  =  300  et  300  x  .7854  x  4  =  942.48,  la  somme  1313.19  de  ces 
surfaces  X  8-J-6  -  1750.92  uiètres  cubes,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  et 
plus  simple  (19.9)«  +  (8.718)«  +  4  (l7.32)«  x  .7854  x  8-^6  =  vol. 

T.  Un  vaissear  en  forme  do  tronc  de  cône  est  terminé  par  un  fond  qui 
a  l'air  d'être  une  calotte  sphéirique.  Le  diamètre  inférieur  du  vaisseau  est 
de  12  pieds,  le  diamètre  intermédiaire  de  la  calotte  est  de  8.72  pieds,  et  sa 
hauteur  de  2  pieds  ;  combien  y  aurat-il  à  ajouter  au  contenu  du  corps  du 
vaisseau  pour  avoir  sa  capacité  entière  ? 

t  t 

Rcp.  (12)    +  4  (8.72;    X  .7864  x  2—6  =  117.3  pieds  cubes,  (où  on  a  pris 

(8.72)  =76)  et  117.3  x  7i=880  gallons  prés. 
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PROBLÈME  XXXVI. 


Déterminer  le  volume  d'un  onglet  sphérique,  et  la  sur- 
face de  la  lune  qui  lui  sert  de  base. 

(l.îlT)  1KEGLE  f.  Faites  d'abord  (IOY9)  la  surface,  puis  le 
volume  de  la  sp/ière  entière  dont  Vonglei  fait  partie.  Divisez  ensuite 
cette  surf  are  et  ce  volume  par  le  rapport  entre  l'angle  de  l'onglet  et  .{GO"  ; 
le  résultat  sera  la  surface  et  la  solidité  voulues: 

l'x.  On  demandf  la  surface  et  le  volume  d'un  onglet  de  sphère  dont 
l'angle  est  de  60"  et  le  diamètre  10  ? 

îlep.  La  surface  de  lasplu   -  entière=(1538)  10  x  3.1416  x  10  =  314.16 

unités,  le  rapport  de  61)"  à  360°  =  ,Jjj,   donc  314.16-f-10=surface  voulue= 

31.416. 

s 
Le  volume  de  la  sphère  entière=(l543)  10  x  .5236  =  523.6,  ce  vol.  divisé 

par  le  rapport  ^'j  qu'on  vient  d'établir,  donne  52.36  pour  volume  de  l'onglet 

proposé. 

a.  L'un  de.s  compartiments  de  la  voûte  intérieure  ou  de  la  toiture  exté- 
rieure  d'un  dôme,  présente  la  figure  d'une  demi-lune  sphérique,  le  diamètre 
du  (lÔMie  est  de  100  pieds,  et  le  pourtour  en  est  divisé  en  16  parties  on 
sectiuiis  par  des  nervures  menées  du  sommet  à  la  naissance;  ou  demande 
la  surface  d'une  des  demi-lunes  composantes  ? 

Rcp.  La  surface  entière  de  la  sphère  dont  le  dôme  fait  partie  =  100  x 
t 
3.1416x100=100    x3.1416  =  10000  x  3.1416=31,416  pieds  carrés,  cette 

surface  divisée  par  32  puisqu'il  y  a  32  demi-lunes  dans  la  surface  entière, 

donne  pour  surface  voulue  981^  pieds  carrés. 

(1548)  REGLE  II.  Multipliez  la  longueur  de  V arc  qui  mesure  la 
largeur  de  la  lune  par  le  diamètre  de  la  sphère  dont  elle  fait  partie  ;  le 
produit  sera  la  surface  voulue.  La  surface  ainsi  obtenue  (ou  telle  qu'é- 
tablie par  la  première  règle)  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  donnera  le 
volume  demandé. 

Ex  !•  Combien  y  a-t-il  de  mètres  carrés  de  soie  dans  l'une  des  sections 
compûsanL>-s  d'un  ballon  sphérique  dont  le  diamètre  est  de  10  mètres,  et  le 
nombre  des  laizes  composantes  36. 

Rep»  La  circonféience  entière  du  ballon  étant  de  10  x  3.1416=31.416 
mètres  et  le  nombre  de  compartiments  36,  il  suit  que  la  largeur  de  la  laize 
sera  de  31.416  -^-36  =  .872J  d'un  mètre,  puis,  .872|  x  diam.  10  =  8.72§  mètres 
carrés = surface  demandée. 

a.  Il  y  a  à  remplacer  l'un  des  10  onglets  composants  d'une  boule  en  bois 
de  30  pouces  de  diamètre,  on  demande  le  volume  et  la  surface  convexe  de 
l'onglet. 
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R.cp  La  cire,  de  la  boule=30  x  3.1416  =  94.248,  d'(,ù  il  suit  que  la 
largeur  de  ronglet=94.248^10^  9.4248,  cette  largeur  x  diuiii.  30  donne 
pour  surface  de  l'onglet  282|  pouces  carrés.  Le  volume  -  la  surface  x  le  tiers 
du  rayon  =282.744  X  15-^-3  =282.744  X  30-^6=  282.744  X  10-^2  =2827.44 
-4-2=1413|  pouces  cubes  ou  1413,72 -^  1728  (nombre  de  puuce.s  cubes  dans 
un  pied  cube)=.82  près  d'un  pied  cube,  soit  les  quatre  cinquièmes  d'un  pied 
cube. 

3.  On  demande  le  nombre  de  toises  (87  pieds  cubes  anglais  à  la  toise)  de 
maçonnerie  dans  l'un  des  8  compartiments  d'une  voûte  liémispbérique  dont 
le  diamètre  int.  est  de  30  pieds  et  l'épaisseur  de  la  voûte  3  pieds  ? 

llep.  Il  est  clair  (1083)  qu'on  aura  le  volume  demamlé  en  faisant  la 
diftérence  des  demi-onglets  composants  des  hémisphères  intérieur  et  exté- 
rieur de  la  voûte  proposée.     Or,  le  diam.  int.   étant  30,   le  volume  de  la 

3  3 

sphère  =  30  x  .5236  =  14137,  le  vol.  de  la  sphère  ext.=36  x  .5236^24429 
la  diflèrence  (24429  -  14137  =  10292)  de  ces  volumes  divisée  par  le  nombre 
(16)  des  demi-onglets  composants  de  la  sphère  entière,  donne  pour  volume 
du  comparthnent  643^  pieds  cubes,  divisant  ce  dernier  noinbre  par  87  on  a 
7  toises  34\  pieds  cubes. 

(1549)  Ou,  approximativement,  er  f  icipliant  la  demi-somme  des  sur- 
Burfaces  ext.  et  int.  du  compartiment  par  l'épaisseur  de  la  voûte  ;  on  a 

surface  de  la  sphère  int.  C3  x  30  x  .7864x4  ou  30  x  .3.1416  =  2827.44  dont 
la  moitié  1413.72  est  la  surface  intérieure  de  la  voûte  entière,  la  eurliace  de 

t 
la  sphère  ext.  =36    x  .3.1416  =  4071.5136  dont  la  moitié  2035.7568  est  la 

surface  extérieure  de  la  voûte  entière,  la  somme  3449.4768  de  ces  surfaces 
-4-8  est  la  somme  des  surfaces  ext.  et  int,  dy  la  section  de  voûte  à  estmier, 
et  cette  dernière  somme  431.1846  xl^  (demiépfisseur  de  la  voûte)  ou  la 
moitié  de  cette  somme  multipliée  par  l'épaisseur  entière  de  la  v(  ûte,  donne 
pour  contenu  cubique  du  compartiment  646,  pieds  cubes,  ou  7  toises  37^ 
pieds  cubes. 

REIH.  Nous  disons  "  approximativement,"  et  en  effet,  le  solide  à  estimer 
n'est  autre  chose  qu'un  tronc  de  pyramide  sphérique  comp'-is  entre  bases 
parallèles.  La  pyramide  sphérique,  comme  la  pyramide  ordinaire,  :\  pour 
volume  (lOS'l)  le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ;  mais,  s"il 
était  vrai  que  l'on  pût  arriver  au  volume  d'un  tronc  de  pyramide  en  multi- 
pliant la  demi-somme  de  ses  bases  parallèles  par  la  hauteur  du  tronc,  il 
arriverait  aussi  que  l'on  obtiendrait  correctement  le  vol.  de  la  pyramide 
entière  égal  au  demi-produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ;  car  si  l'on  suppose 
que  la  hauteur  du  tronc  augmente  indéfiniment,  cette  hauteur  deviendra 
enfin  égale  à  celle  de  la  pyramide  entière,  et  sa  base  supérieure  cessera  par 
là  même  d'exister  ou  deviendra  égale  à  0  ;  dans  ce  cas  la  demi-somme  des 
bases  opposées  sera  la  demi-base  de  la  pyramide,  et  la  règle  donnerait  alors 
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pou  volume  de  la  pyramide  le  demi-produit  de  t'a  base  par  .«a  hauteur; 
mais  le  vol.  de  la  pyramide  est  au  contraire  le  tiersi  du  pnjduit  de  .«a  base  par 
sa  hauteur  ;  et  la  ditlérence  entre  ^  et  ^  est  ^  ;  dimc  l'erreur  de  la  méthode 
approximative  pourrait  aller  dans  un  cas  extrême  jusqu'à  1G'|  pour  cent. 
Dans  l'exemple  ci-dessus  l'erreur  en  plus  n'est  que  de  3^  pieds  sur  643  pieds 
ou  de  ^  pour  cent  à  peu  près,  et  serait  encore  moindre  si  le  diamètre  de  la 
voûte  était  plus  grand  relativement  à  son  épaisseur,  ou  ce  qui  est  la  même 
chose,  si  la  hauteur  ou  épaisseur  du  tronc  à  estimer  formait  une  plus  petite 
partie  de  la  hauteur  entière  d?  la  pyramide  dont  le  tronc  fait  partie. 

PROBLÈME  XXXVII. 
Trouver  le  volume  d'un  secteur  sphérique. 

(I5.">0)  REGLE.  Après  avoir  établi  par  la  méthode  du  prob.  34  la 
surface  de  la  base  du  secteur j  on  multipliera  (lO'ÎT)  cette  surface  par 
le  tiers  du  rayon  pour  avoir  le  volume  demandé. 

Ex.  La  hauteur  de  la  calotte  ou  du  segment,  suivant  le  cas,  qui  (975) 
forme  la  base  d'un  secteur  sphérique,  est  de  l.j  mètres,  et  le  rayon  de  la 
sphère  dont  le  secteur  fait  partie  est  de  5  mètres  5  quel  est  le  volume  du 
secteur  ? 

Rep.  La  surface  de  la  l)afie=circ.  d'un  grand  cercle  x  la  hauteur  du 
segment,  la  circ.=  diam.  iO  x  3.1416=3L416,  31.416x1.5=47.124  mètres 
carrés,  cette  surface  x  \  rayon  ou  par  5-^-3=  78.54  mètres  cubes. 

2.  Quel  est  le  volume  d'une  bouée  en  furme  de  secteur  sphérique,  la 
longueur  du  côté  étant  de  10  pieds  et  le  diamètre  de  la  base  5  pieds  ? 

Rep.  Avec  ces  données  on  obtient  d'abord  la  hauteur  de  la  calotte  == 
10  _  Vr0ï"^r2.52  =10  -  9.6825=  .3175  d'un  pied,  la  cire.  =diam.  20  x  3.1416 
=62.832  laquelle  X  .3175=19.94916  pieds  carrés=  surface  de  la  base  con- 
vexe, cette  dernière  x  10-=-3=  66.497  pieds  cubes. 

3.  Une  tour  circulaire  dont  le  diani.  int.  est  de  30  pieds,  a  pour  voûte  en 
pierre  de  taille  un  tronc  de  secteur  à  bases  parallèles  dont  l'épaisseur  est  de 
5  pieds,  la  hauteur  de  la  calotte  de  la  voûte  est  de  10  pieds  ;  quelle  est  la 
surface  concave  et  le  contenu  -(olide  de  la  v(.)ûte  ? 

Rep.  Le  vol.  du  tronc  est  (10§3)  égal  à  la  différence  des  secteurs 
entier  et  partiel  composants —surf.  ext.  ou  de  l'extrados  x  J  R,  moins  surf  int. 
ou  de  l'intrados  x  J  r,  où  R  et  r  sont  les  rayons  respectifs  des  sphères  ext. 
et  int.  dont  les  secteurs  de  .iiême  nom  font  partie  ;  or,  on  obtient  d'abord 
C540)  pour  reste  du  diamètre  du  giand  cercle  dont  la  hauteur  de  la  voûte 

fait  partie  et  dont  le  diamètre  de  la  voûte  e.st  une  corde,  15  -:-10  (le  carré 
de  la  den)i-corde-^-Ie  sinus   verse,    c'est-à-dire   le  diam.   de   la  voûte-f-sa 
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11^1(0110=225-^10=22.:)  ;  alors  un  a  le  (liani.=  22.r)  -f  10=32.r.  ot  le  rayon 
=10.2.'),  et  répai.^seiir  do  lu  voûte  étant  de  5  pieds,  on  a  ptMir  rayon  de 
l'extrados  1(5.25  -I-  5=21.25  ;  inaintenaiit,  on  aura  la  surface  intérieure  de  la 
V(jiite  en  laisuut  la  circonlérence  102.102  (  =,{.1416  x  H2. 5)  et  en  la  niulti- 
])liant  par  la  hauteur  10,  ce  qui  donnera  1021  pieds  carrés  pour  la  surface 
voulue. 

î         2 

On  aura  (1071.2";  la  surface  de  l'extrados  en  faisant  r  -Il    ::  surf.  int.  : 

yv.rï.  ext.  ou  10.25°  :21.25^:  1021  ..v,  soit  2G4:452  ::  1021  :a:=  i74S;  enfin 
le  volume  deinanilé=surf.  ext.  x  ^  R  — surf.  int.  x  J  r=  (  1748  x  21.25-:-.S) 
-  (1021  X  16.25^-.*])  =12382  -  55.30=6852  pieds'cubes  de  pierre  taillée. 

RE!>I  I.  La  règle  approximative  dont  il  a  été  question  dans  la  rem. 
du  dernier  problème,  donnerait  dans  le  cas  actuel  ^  (1748  +  1021)  x  5=6922 
c'est-à-dire  un  excédant  de  70  pieds  cubes,  l'erreur  étant  par  con.^équent  de 
1  j'ij  pour  cent. 

4.  Un  réservoir  dont  la  paroi  latérale  est  une  zone  de  sphère  et  le  fond 
une  surface  phuie,  est  revêtu  dans  toute  sa  surface  concave  d'une  épaisseur 
do  huit  pouces  de  nuiçoniierie  en  briqiios  qui  rayonnent  vers  le  centre  de  la 
splière  dont  le  réservoir  est  un  segment.  Le  diamètre  supérieur  du  réservoir, 
qui  est  en  même  temps  celui  de  la  sphère,  est  de  100  pieds  et  la  profondeur 
du  réservoir  ou  hauteur  de  la  zone  est  de  20  pieds.  On  demande  le  nombre 
(le  briques  dans  le  tronc  di  secteur  sphérique  que  forme  le  revêtement 
latéral  du  bassin  ? 

ISep  La  cire,  de  la  sphère  int.  ou  d'un  grand  cercle  est  100x3.1416= 
314. l(i,  cette  cire,  x  la  hauteur  20  de  la  zone  intérieure,  donne  pour  surface 
de  colle  zone  6"Î83.2  pieds  carrés,  et  le  .secteur  solide  dont  cette  zone  est  la 
buse  ou  surface  convo.xe  est  de  6283.2  x  |j  r=6283.2  x  50-^  3=  104,720  pieds 
cubes  ;  la  surface  de  la  zone  ext.  du  revêtement  en  brique  s'obtient  (IO'Î'4.2'') 

en  faisant  100*:  101^  :;  6283.2:6451.8687,  cette  dernière  x  J  R  ou  par  J 
(101;,)=  108,96  L81)4  pied.s  cubes=vol.  du  secteur  solide  ext.,  la  différence 
4211.894  des  secteurs  iiii.,  et  ext.  e-^t  le  volume  du  revêtement  on  pieds 
cubos,  multipliant  par  20  on  a  84,898  pour  le  nombre  de  briques  employées 
dans  l'ouvrage. 

K.EM.  II.  Dans  ce  dernier  exemple,  la  somme  des  surfaces  parallèles 
ext.  et  int.  du  revêtement  est  12735.0687,  cette  somme  x  la  demi-épaisseur, 
4  puuc's,  ou  par  \  d'un  pied,  (biniio  4245.0229  pieils  cubes,  x  20=84900^ 
briques,  ou  une  ditlérence  de  2.^  biicpies  seulement  dans  le  résultat  ;  prouvant 
par  là,  ciimmo  on  l'a  déjà  dit  (  Sialî»  qu'avec  une  épai.sseur  très  petite  rela- 
tivoiHov.i  au  rayon,  on  obtient  à  très  près  le  volume  d'un  tronc  de  secteur 
sphérique,  en  mullipliant  fd  hauteur  par  la  demi-somme  de  ses  bases  paral- 
Ic'ee.     flependaut,  pour  ce  qui  est  do  la  somme  de  travail  à  dévouer  aux 
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deux  modes  de  calcul,  la  seconde  méthode  n'ofl're  aucun  avantage  sur  la 
première  qu'il  vaut  mieux  alors  employer  dans  tous  les  cas. 

REM.  III.  On  peut  aussi  dans  la  pratique  (et  c'est  ce  qui  se  fait 
quelquefois)  lorsque  l'épaisseur  d'une  voûte  est  uniforme  et  que  le  rayon  de 
courbure  en  est  relativement  grand,  simplifier  l'opération  et  arriver  à  un 
résultat  assez  approximatif  en  multipliant  de  suite  la  surface  int.  ou  cxt.  de 
la  voûte  par  son  épaisseur.  Dans  le  dernier  exemple  cette  manière  de  pro- 
céder donne,  en  se  servant  de  la  surf.  de.  l'intrados  du  revêtement  en  brique, 
6283.2  X  8  pouces  ou  par  les  ^  d'un  pied=4188.8  pieds  cubes  x  20=83770, 
ce  résultat  est  en  moins  de  1122  briques  ou  de  1^  pour  cent.  Si  l'on  prend 
au  contraire  la  surface  ext.  6452  x  3  on  a  4301  pieds  cubes,  ou  86,020  briques, 
résultat  qui  est  en  excès  de  la  vérité  de  1122  briques  ou  de  1^  pour  cent 
comme  auparavant. 

PROBLÈME  XXXVIII. 
Trouver  la  surface  d'un  triangle  sphérique. 


(1551)  R13Cl<E.  Faites  d'abord  la  surface  de  la  sphère  dont  h 
triangle  fait  partie,  et  diinsez  cette  surface  par  H  pour  avoir  (1193) 
celle  du  triangle  tri-rectangle. 

Faites  ensuite  ('1200)  la  somme  des  trois  angles,  retranchez  en  180"  et 
divisez  le  reste  par  90°  ;  multipliez  alors  par  ce  quotient  le  triangle 
tri-rectangle  et  le  résultat  sera  la  surface  voulue. 

Ex-  !•  ^"  demande  la  surface  d'un  triangle  décrit  sur  une  sphère  dont 
le  diamètre  est  30  pieds,  les  angles  étant  140",  92°  et  68°  ? 

Rep.  La  surface  de  la,  sphère  entière  =diam.  .'50  x  30  x  .7854  x  4=30  x 
.3.1416=2827.44  pieds  carrés  dont  à=  353.43=  surf,  du  triangle  tri-rectangle 
qui  doit  entrer  comme  élément  dans  le  calcul  à  faire.  La  somme  des  trois 
angles  est  300",  300°  -  180«  =120«,  120^—90'^=  I  \  et  U  fois  la  surf.  353.43 
du  triangle  tri-rect.  donne  471.24  la  surface  voulue. 

2.  Les  angles  d'un  triangle  sphérique  équilatéral  sont  chacun  de  120°,  et 

le  diam.  de  la  sphère  dont  le  triangle  fait  partie  est  de  20  mètres  ;  quelle  est 

ift  surface  du  triangle  ? 

z 
Bep.  20   X 3.1416-^-8=  157.08=  surf,    triangle   tri-rect.,   la  somme  des 

angles==  360«,  360°- 180°=  ISO'?,  180-r-90"  =  2  et  157.08  x  2  =314.16 

mètres  carrés. 

3.  L'un  des  8  compartiments  de  la  surface  d'un  dôme  ou  d'une  voûte  en 
forme  d'hémisphère  est  un  triangle  sphérique  isocèle  dont  chacun  des  angles 
à  la  base  est  un  angle  droit  et  dont  l'angle  au  sommet  =360° -f  8=45'',  la 
longueur  de  l'arc  qui  mesure  la  largeur  du  compartiment  à  la  naissance  du 
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dôme  est  de  39.27  et  la  circonférence  entière  eat  en  conséquence  =39.27  x  8 
=314.16,  d'où  le  diain.  est  100  ;  quelle  est  la  surface  du  compartiment  ? 

Rep.  La  surf,  entière  de  la  sphère  dont  la  demi-lune  à  estimer  fait 
e 
partie=100    x  3.1416=31416  unités  carrées,  le  triangle  tri-rect.=  31416-^-8 

=3927,  la  somme  des  angles  excède  de  45°  deux  angles  droits,  45°-7-90=i, 

donc  la  surface  voulue=  3927-^-2=  1963.]=aurface  demandée. 

D'ailleurs,  dans  cet  exemple  où  le  triangle  à  estimer  forme  une  partie 
aliquote  cuiiiiue  de  la  spliére  entière,  le  calcul  se  simplifie  et  se  réduit  à 
faire  la  surface  de  la  sphère  pour  eu  prendre  ensuite  la  16ème  partie. 
L'exemple  a  néanmoins  l'avantage  de  faire  voir  l'exactitude  de  la  règle  (la 
surf,  de  la  sphère  entière  31416  divi.sée  par  16  donnant  comme  auparavant 
1963^  pour  surf,  convexe  de  l'onglet  proposé)  et  indique  la  manière  de 
procéder  dans  tout  autre  cas  analogue. 

4.  La  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  tracé  ôur  la  surface  de  la  sphère 
terrestre,  excède  (1416)  d'une  seconde  (1")  180°,  quelle  en  est  la  superficie 
en  supposant  que  la  terre  soit  une  sphère  parfaite  d'un  diamètre  de  7912 
milles  anglais  ? 

Rep.  La  surface  de  la  terre=(7912)'  x  3.1416=196,663,355.75,  divi- 
sant par  8,  on  a  pour  surface  du  triangle  tri.-rcct.  24.582,919.47  nulles 
carrés;  maintenant  l''-4-90=. 324000  et  la  324000éme  partie  du  triangle 
tri.  rect.  est  75.87321  la  surface  du  triangle  proposa  en  milles  carrés. 

REM.  Il  est  clair  d'après  la  règle  que  la  surface  de  tout  triangle  sphé- 
rique  de  même  rayon,  c'est-à-dire  de  tout  triangle  tracé  sur  une  même  sphère 
a  un  rapport  direct  à  l'excédant  de  la  somme  de  ses  trois  angles  sur  180''. 
Par  exemple,  si  l'excédant  sphérique  était  de  10  secondes  au  lieu  d'une, 
la  surface  du  triangle  serait  de  758.7321  milles  carrés  au  lieu  de  75.87321  ; 
de  même  èi  l'excès  des  3  angles  sur  180°  n'était  que  d'un  dixième  de  seconde, 
la  surface  dir  triangle  ne  serait  qu'  un  dixième  de  ce  qu'elle  est  pour  1  seconde, 
savoir:  7.587321.  Un  excédant  d'une  minute  donnerait  pour  surface  du 
triangle  à  estimer  un  nombre  de  milles  60  fois  plus  grand  que  celui  que 
donne  une  seconde,  c'est-à-dire  la  5400ème  partie  du  triangle  tri-rect.,  puisque 
324000-^^60=  5400  ou  que  90°  x  60  =5400  ;  de  même  P  donnerait  la  90ème 
partie  du  triangle  tri-rect.  et  ainsi  de  suite  :  d'où  il  suit  évidemment  que  dans 
tout  relevé  géodésique  d'une  partie  de  la  sphère  terrestre,  il  suffira,  après  avoir 
établi  la  surface  qui  correspond  par  exemple  à  une  seconde  ou  à  un  lOènie, 
lOOème,  lOOOème,  etc.  de  seconde,  de  multiplier  cette  surface  par  le  nombre 
de  secondes  ou  de  dixièmes  de  seconde,  etc.  dans  l'excédant  de  la  somme 
des  trois  angles  d'un  triangle  quelconque  sur  180°,  pour  avoir  de  suite  la 
surface  de  ce  triangle,  et  l'on  a  vu  (1416,  3°)  la  manière  d'établir  au  besoin 
cet  excédant  sphérique. 
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PROBLÈME  XXXIX. 

Déterminer  la  surface  d'un  polygone  sphérquo. 

(|.'>r»*2)  il  :i.Gij'Jtl.  Trouvez  cumiue  dan.^  le  dernier  problème,  letrûtn- 
gle  (ri  n'cttmgle  {l'ZOl).  Deluiioniint  de  tous  les  angles  du  pohjironc 
aoHstrinjez  autant  de  J'ois  2  angles  droits  qu  il  y  a  de  cotés  moins  deux. 
Divisez  le  rente  par  1»0^  et  multipliez  le  triangle  trîrect.  par  le  quoliail 
ainsi  obtenu  :  It  produit  sera  la  surface  voulue. 

Ex.  1.  Quelle  est  !a  PurtUce  ci'un  polygone  réj^ulicr  de  Imit  côtés  décrit 
sur  la  Hurfiice  d'une  sphère  dont  lediiiniélrecstHO,  chaque  angle  du  polvjçuiie 
étant  de  M0>^  ? 

Rep-  140"  X  8  '1  "O'^'^^soninie  des  angles  du  polygone,  IHO''  x  (i=  lOSO*' 
=-- autant  de  fois  2  i»  •  ■  .t  à  :«  ciue  décotes  moins  deux,  1120  --  1080=  .10, 
40-:-90=  J  ;  la  surl'u  du  p  ilv'one  proposé  sera  donc  les  J  de  cilK'  du 
triangle  tri-rect.,  la  surface  de  !..  .•«phère=30  x  liO  x  3.1410=3.1416  x  1100  = 
2827.44  laquelle-:-8=  3.03.43=  surf,  du  triangle  trircct.,  cette  dernière  x  4 
-i-9=  157.08  la  surface  voulue  du  polygone. 

"X.  On  demande  la  superficie  d'un  polygone  irrégulier  de  7  côtés  décrit  sur 
une  sphère  de  8^  mètres  de  rayon,  la  somme  des  angles  étant  de  lOSO'^  ? 

Rep.  Surface  de  la  8phère=17  x  3.1410=1)07.9224  dont  la  huitièii'u 
partie  113.4003  est  la  surface  du  triangle  tri-rect.,  1080°  — â  fois  I80"==lfc'0", 
180'>-^90''=2  et  113.4903  x  2=220.1)800  surface  du  polygone  proposé. 

3<  La  somme  des  15  angles  d'un  polygone  de  triangulation  géudésiijue 
est  2340°  1'  50'',  quelle  est  la  surface  du  pol\'g<jne  en  milles  carrés,  en  sup- 
posant que  le  diamètre  de  la  terre  à  l'endroit  du  relevé  soit  de  71)12  milles 
anglais,  c'est-à-dire  en  supposant  que  l'opération  trigonomclri(iue  ait  eu  lien 
sur  une  sphère  de  ce  diamètre  ? 

Rep.  On  a,  comme  dans  le  dernier  problème,  pour  surface  correspondant 
à  un  excédant  de  1",  75.87321  milles  carrés,  et  on  a  vu  ({iie  la  surface  à 
estimer  est  en  rapport  direct  avec  le  nombre  d'unités  dans  l'excédautdoiuiè; 
or,  la  somme  des  angles  est  dans  cet  exemi)Ie  2310"  1'  50"  kuiuellediniiiiuét' 
de  13  fois  180°  ou  de  2340^  lai.sse  pour  excédant  1'  50  '  ou  110"  ;  la  surtaci' 
voulue  sera  donc  de  110  fois  75.87.321  c'est-à-dire  8340.0531  milles  carrés. 

(1553)  REOT.  La  supposition  qu'on  vient  de  faire  semble  indiquer  (lue 
la  terre  n'est  pas  dans  toute  son  étendue  de  môme  courbure,  c'est-à-dire  de 
même  rayon  ou  dianiètre,  ou  tiu'elie  n'est  pas  une  sphère  parfaite,  et  en  elilt 
le  globe  terrestre  est  un  sphéroïde  dont  rai)latisseiMent  vers  les  pôles  e-.=t 
d'à  peu  près  tj^j  du  diam.  à  l'équateurou  d'environ  20  milles;  or  les  sur- 
faces de  deux  .sphères  de  rayons  dillérents  ou  de  deux  parties  homologues 
quelconques  de  ces  sphères  sont  entre  elles  (lOT-l,  2'-')  comme  les  carrés  des 
rayons  de  ces  sphères. 
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Soit  donc  à  trouver  le  rapport  des  Burfaces  de  deux  figures  senilthiMes 
(racées  wur  la  sphère  terrestre,  l'une  eu  un  endroit  ou  le  diumctre  est  do 
7912,  l'autre  dans  une  latitude  ou  ce  dianièlre  est  de  7U30   milles,   (jii  l'eru 

7912  :79:{0'  ::  1:  1.004')')r)2,  multipliant  par  ce  dernier  noinlire  les  S:?l(;.0y:51 
milles  carrés  du  ilernier  exemple,  on  nhtient  s;jyi.07l  milles  carrés  pour 
surface  du  même  polygone  en  un  endroit  ou  le  diamètre  de  la  terre  serait  de 
79;iO  au  lieu  de  7912,  c'cst-àdire  une  dill'érence  de  '^S  nulles  carrés,  qiumtitè 
qui  quoique  relativement  petite,  eu  éjrard  à  la  surface  totale  île  l'étendue  de 
territoire  end)ras.<-é  dans  le  relové,  n'en  est  pas  moins  très  i^rande  en  elle 
même,  éipiivalente  (pi'elle  est  à  celle  d'une  ville  ou  d'un  canton  de  plus  do 
G  nulles  de  diamètre;  ce  (pii  fait  voir  l'importance  d'avoir  é.';u\l  aux  dimen- 
sions relatives  do  chaqm'  partie  tic  la  sphère  terrestre  dans  lus  o[)ératioiis  à 
faire  pour  en  déterminer  la  surlace. 

PROBLÈME  XL. 

Déterminer  le  volume  d'une  pyramide  sphérique 

quelconque. 

(1.5.58)  REGrC  Trouvez  d'abord  par  les  règles  précédentes  Ut 
surface  de  la  base  de  la  pyramide  donnée  ;  multipliez  ensuite  (lOH  J) 
cette  surface  par  le  tiers  de  la  hauteur  de  la  pyramide,  c'est  ddirt  par  le 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  dont  la  pyramide  fait  partie  et  le  .  .sultat 
sera  le  volume  demandé. 

Ex-  !•  Qi'cl  est  le  volume  d'une  pyramide  sphérique  dont  la  hase  est  de 
10  luètres  carrés  et  la  hauteur  30  mètres  ?  Rvp.  100  mètres  cubes. 

•J.  Parmi  les  parties  composantes  d'un  polyèdre  à  cuber,  se  trouve  une 
pyramide  sphéri(iue  ou  une  partie  de  sphère  bornée  par  des  plans  se  rencon- 
trant au  centre  de  la  sphère  dont  la  pyramide  fait  partie;  quel  en  est  le 
volume,  le  rayon  étant  de  15  pouces  et  la  surface  du  triangle  ou  polygone 
qui  en  constitue  la  base  de  100  pouces?  Rcp.  500  pouces  cubes. 

3.  On  a  à  faire  une  voûte  ou  partie  de  voûte  dont  le  rayon  int.  ou  de 
T'iiirados  soit  de  .30  pieds,  l'épaisseur  de  la  voûte  .3  pieds  et  la  forme  celle 
d'un  polygone  irrégi.lier  dont  l'aire  ou  superficie  int.  est  de  100  pieds  carrés  ; 
quel  en  est  le  volume  ? 

Rep.  I-ie  vol.  à  estimer  est  un  tronc  de  pyramide  sphéri(|ue  à  bases 
narailéles  ;  ce  volume  est  égal  f'IOSîJ)  à  la  dillérence  des  volumes  des  pyra- 
mides entière  et  partielle  ou  ext.  et  int.  composantes.  On  aura  donc  pmir  le 
vol.  voulu,  l'expression  (surf.  ext.  x  ^  Il  )  -  (surf.  int.  x^r);  il  y  a  donc  a 
trouver  la  surf.   ext.  qui  doit  concourir  au  calcul  à  faire  ;  à  cet  ellet  on  a 

(1074,  2'=')  .30   :  ."5.3    :  :  100  :  121=  surf,  de  l'extrados  ;  mamtenant,  (121x11) 
-  (100  X  10)=1331  -  1000=331  pieds  cubes  de  maçonnerie. 
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4.  Quel  est  le  poids  d'un  fragment  d'obus  ou  de  bombe  dont  le  diam.  int. 
est  10  jjimcoH,  répuLsHcur  5  pouces,  et  les  surfaces  int.  et  ext.  (ni  concave  et 
convexe  60  et  240  pouces  carrés,  les  plans  de  section  du  fragment  étant 
dirijfés  vers  le  centre  de  la  sphère  dont  le  solide  à  estimer  fait  partie,  et  le 
poids  de  la  fonte  étant  à  raison  de  480  livres  au  pied  cube  ? 

Rep.  (240  X  10-i-3)-(60  x  5^-3)  =  800  -  100  =  700  pouces  cubes,  le 
pied  cube=l2xl2  x  12  =  1728  pouces  cube.s,  d'où  on  obtient  le  jxjids 
demandé  eu  faisant  1728:480  ::  700: 194 .^  livres. 

PROBLÈME   XLI. 

Trouver  la  surface  ou  le  volume  d'un  polyèdre  régulier 

quelconque. 

(1555)  KECuLE  I.  Pour  la  «iirfface,  calculez  la  surface  de  l'une 
de  ses  faces  composantes,  et  multipliez  (1118)  cette  surface  par  le  nombre 
de  faces  dans  le  polyèdre  proposé. 

Pour  le  volniiK!  :  Multipliez  (1124)  lasurface  du  polyèdre  par  le 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite,  d est-àdire par  le  tiers  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  sur  l' une  des  faces  du  solide;  le  produit  sera 
le  volume  demandé. 

REm.  On  a  vu  (1133  et  1134)  que  pour  déterminer  dans  le  cas  du 
dodécaèdre  et  de  l'Icosaèdre,  lo  rayon  de  la  sphère  inscrite,  il  faut  première. 
ment  trouver  l'angle  furn«é  par  deux  des  faces  adjacentes  de  ces  sulidea,  et 
on  a  indiqué  la  maïuère  d'établir  cet  angle.  On  peut  aussi,  au  moveu  du 
même  angle,  calculer  la  perpendiculaire  dans  chacun  des  trois  autres  poly- 
èdres (dont  celle  de  l'exaèdre  est  d'ailleurs  égale  au  demi-côté  de  ce  corp-*) 
ou  obtenir  cette  perpendiculaire  par  la  méthode  du  par.  (1128)  ou  (1131) 
suivant  le  cas. 

(1556)  Il  est  bon  de  calculer  et  de  disposer  sous  forme  de  tableau,  comme 
on  l'a  fait  (1440)  pour  les  polygones  réguliers,  les  surfaces  et  volumes  des 
cinq  polyèdres  ayant  pour  côté  l'unité,  afin  de  se  servir  ensuite  au  besoin  do 
ces  surfaces  et  volumes,  pour  déterminer  la  surface  ou  le  volume  de  tout 
autre  polyèdre  régulier  quelconque  de  même  nom. 

Tableau  des  polyèdres  réguliers  dont  le  côté  est  1. 


NOMS. 

N*^.  1)K    FACES. 

ANGLES  DES  FACES. 

SURFACES. 

VOM'MKS. 

Tétraèdre 

Hexaèdre 

Octaèdre 

Dodécaèdre 

Icosaèdre 

4 
6 
8 

12 
20 

70"      31'      42" 

90° 
109°     28'     18" 
116»     33'     54" 
1.380     11'     23" 

1.7320508 
6.0000000 
3.4G41016 
20.6457288 
8.6602540 

0.1178513 
1.0000000 
0.47l40tô 
7.6.331189 
2.1816950 

3.  La  surfac 


5.  Quelle  est 


6.  Quel  est  h 


9.  Le  côté  d'i 


10.  Quel  est 
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(1557)  RECSLE  II.  1°.  Pour  la  NiirRicc:  carrez  le  cUf  du 
polijèdri:  donné  et  multipliez  emuitc  ce  carré  par  la  surface  du  polyèdre 
de  Diéme  nom  dont  le  coté  est  1 . 

Car,  loH  Hurfaces  des  polyèdres  HenihluldeH  sont  composées  d'un  même 
nombre  de  polygont-H  sembluliles,  et  ces  polygones  ou  leurs  sommes  sont 
entre  eux  (USiii)  conime  les  ourrés  de  leurs  côtés  homologues. 

2°.  Pour  l43  volume  :  cubez  le  coté  du  polyèdre  donné  et  multipliez 
ensuite  ce  cube  par  le  volume  du  polyèdre  de  même  nom  dont  le  coté  est  1. 

Car,  les  polyèdres  semblables  sont  composés  d'un  même  nondirc  do  pyrii- 
niidea  pomblubU"^  et  ces  pyrmniiles  ou  le\irs  sommes  sont  entre  elles  (lOTO) 
comjne  les  cubes  de  leurs  côtés  homologues. 

Ex.  1.  Quelle  est  la  surface  d'un  tétraèdre  dont  le  côté  est  12  ? 

Rep.  12  X  12  xl.7;;20:)()S^  249.4153152. 
9.  La  surface  d'un  hexaèdre  ou  cube  dont  le  côté  est  'M)  ? 

Rop.  r)400 

3.  On  demande  la  surface  d'un  octaèdre  dont  le  côté  est  10  ? 

Rep.  10  X  10  X  3.4011010--^ .-JlG.llOIfi. 

4.  Déterminer  la  surface  d'un  doilécaèdre  dont  le  côté  est  ;>  ? 

Rep.  .1    x20.(;45728H  =  185.81 1.5592. 

5.  Quelle  est  la  surface  d'un  icosuèdre  dont  le  côté  est  20  ? 

Rep.  H.6G0254  x  20*  =.']4G4.101G. 

6.  Quel  est  le  volume  d'un  tétraèdre  dont  le  côté  est  15  ? 

3 

Rep.  15   X  0.1178513  =  '}97.748. 
T.  Le  volume  d'un  cube  dont  lo  côté  est  12  ?  Rep.  1728. 

8.  Si  le  côté  d'un  octaèdre  est  10,  quel  en  est  le  volume  ? 

Rep.  471.4045. 

9.  Le  côté  d'un  dodécaèdre  2  est  :  quelle  en  est  la  solidité  ? 

Rep.  G  1.3049512. 

10.  Quel  est  le  volume  d'un  icosaèdre  dont  le  côté  est  20  ? 

Fep.  17453.56. 

11.  L'on  a  terminé  un  monument  par  une  boule  ou  couronnement  en 
pierre  taillée  ayant  la  forme  d'un  dodécaèdre  dont  l'arête  ou  le  côté  mesure 
13^  pouces  :  on  demande  le  volume  du  bloc  de  pierre  eu  pieds  cubes  et  sa 
surface  en  pieds  carrés  ? 

R<'p.  la  surface  =  13.5  x  13.5  x  20.G457288=37G2.G8407.38  pouces  carrés. 
L'on  obtiendrait  tout  de  même  cette  surface  sans  l'aide  de  celle  du  tableau, 
en  faisant  séparément  par  la  ïuéthode  du  par.  (1441)  la  surfUco  d'un  des 
polygones  composants  et  eu  multipliant   ensuite   par   12   l'élément  ainsi 
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olttoiMi  ;  ninxi  l'airo  nu  surface  d'un  pontai.'oiiodont  1o  rrtté  oMt  1  =1.7*20t77(, 
luultipliiiiit  pur  1H2. 'ir»  (carré  tlu  côté  ilciiiié)  l'oti  u  pour  Hupcrriuic  d'une 
tU's  laces  du  polyèdre  priiiW)Hé  .'UH.â.'iTOOCiI.'»  poucpH  carrés  ;  puis,  multipliant 
par  12  (nombre  de  laces  du  ilodécaèdrc)  l'on  n  comme  auparavant  :i7tî2. 
6HI07.'5S  pouce.M  carrén,  ce  qui  prouve  aussi  l'exactitude  du  midtiplicati'ur 
du  tableau.  Maintenant  on  n'a  qu'il  divi,«er  le  niunhre  de  pouces  qu'on 
vient  de  trouver  par  III  (les  pouces  carrés  dans  un  pieil  carré)  pour  avoir 
20  pieds  carrés  iH.tiHI  pojices  carrrés,  lu  surface  demandée. 

3 

Hfp.  Le  volume^-  llî.-'ix  \:\S>  x  \\\S>  ou  (\\\^)  nu  21f>0.:J7.')  x  7.(;:;.']!lsî) 
=  1S7HI)..'{;M!)  pouces  cubes,  divisant  par  172H  (nondjrc  do  pouces  cubes 
dans  un  pied  cube)  on  a  10.87  près  pieds  cubes. 

PROBLÈME  XLII. 

Étant  donné  le  diamètre  d'une  sphère,  trouver  le  côté  de 

l'un  quelconque  des  polyèdres  réguliers,  qui  puisse 

être  inscrit  dans  la  sphère,  circonscrit  à  la 

sphère,  ou  qui  soit  égal  à  la  sphère. 

(15.'i8)  ÎSECjîBjr.  Multipliez  le  diamètre  donné  par  le  nombre  qui, 
dans  la  table  suivante,  répond  d  la  demande,  et  le  produit  sera  le  côté  du 
polyèdre  voulu, 

Tl  "utHt  de  ce  que  l'on  a  déjà  dit  à  l'endroit  des  polyèdres  réguliers  (pa^es 
42.'i  il  127)  pour  taire  comprendre  de  suite  comment  on  a  pu  oalcidcr  cette  talile. 


Le  diamètre 

Capable  d'être 

Capable  d'être 

Epal  en  volume 

d'vne  spère  étant 

inscrit  dans  la 

circonscrit  d  la 

d  cvlui  de  la 

1,  le  côté  d'un 

sphère,  est 

sphère,  est 

sphère,  est 
1.64.30480 

Tétraèdre 

0.8164966 

2.44!)  1807 

Hexaèilre 

0.r)77.S.')0:{ 

1.0000000 

0 .  S0;V,)1»')S 

Octaèdre 

0.707I06S 

1.2217417 

1 .  o:î:)(i:500 

Dodécaèdre 

0  Hr)6H22l 

0. 440027  i) 

0  40H8100 

Icosaèilre 

0  52.".7:{0l) 

0.661.')84r) 

o.62l4i;{:5 

Ex.  L'on  veut  rcfjruire  en  forme  d'un  cube  parfait  d'éjxal  volume,  un 
boulet  de  canon  dont  le  diam.  est  de  10  pouces;  quel  sera  hi  lonjrueur  du 
côté  de  l'exaèdre  voulu  ?  ttcp.  0.80.'309.')8  x  10  =•  8.0500.58  pouces. 

2.  De  combien  diminuera-t-on  le  poids  d'une  ppliére  en  pierre  de  5  pieds 
de  diamètre,  en  le  réduisant  au  plus  grand  polyèdre  régulier  de  20  côtés 
qu'on  puisse  en  tirer,  le  poids  de  la  pierre  étant  supposé  égal  à  150  livres 
par  pied  cube  ? 

3 

Hep.  Le  vol.  delà  hpbère  donnée  =  5    x. 5236  =  65. 45  piede  cubes  ou 
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66.45  X  ir»0  =  Wn{  livres  pi'suiit.  Le  côté  île  l'icocaèJre  voulu  8ora,  d'après 
la  rèj^Ie,  {),!'}'1C)T.\0\)  x  5  =  'i.G'iHO.'i'l.'i  ;  cuhiitit  ce  tlernier  nombre,  on  a  IM.  lO.'J 
et  niultipliuiit  ce  cube  pur  le  vuluinc  2.181G'J5  du  polyèdre  de  niéiue  nom 
dont  le  côté  CHt  1,  on  u  pour  le  voUuue  de  lu  nplicre  réduite  en  icunuèdre 
39.62(5  pieds  cubes  ou  :il».G2G  x  150  =  f)yi:{.l)  livres  pesant;  la  difl'érenco 
3873.6  livres  ent  le  poids  doniuiidé. 

PROBLEME  XLin. 


(il 

'H 


Étant  donné  le  côté  de  l'un  des  cinq  polyèdres  réguliers, 
trouver  le  diamètre  d'une  sphère  qui  puisse  être  ins- 
crite dans  le  polyèdre,  circonscrite  au  polyèdre 
ou  qui  lui  soit  égal  en  volume. 

(ItiHfi)  ttFjGliWj.  Faites  la  proportion  suivante  :  le  nombre  respectif 
de  la  table  ci-dessus,  sous  le  titre  "  inscrit,  "  *' circonscrit,  "  "  égal,  "  est 
d  l,  comme  le  côté  du  polyèdre  donné  est  au  diamètre  de  la  sphère  inscrite, 
circonscrite  ou  égale,  suivant  le  cas. 

En  d'autres  termes  :  le  côté  ilu  poljèdre  inscrit,  circonscrit  ou  égal 
(suivant  le  cas)  de  la  table,  est  au  diam.  1  de  sa  sphère  circonscrite,  inscrite 
ou  égale,  comme  le  côté  du  polyèdre  donné  est  au  diam.  de  sa  sphère  cir- 
conscrite, inscrite  ou  égale. 

Ex.  1.  Le  côté  d'un  icosaèdre  est  2.62865,  on  veut  le  réduire  en  une 
sphère  du  plus  grand  diamètre  possible,  quel  sera  ce  diamètre  ? 

Rep.  .6615845  : 1  :  :  2.628G5  :  3.973,  près,  le  diamètre  voulu.  La  surface 
de  l'icosaédre  donné  est  (1441)  2.62865  x  2.62865  x  .4330127  x  20  = 
69.842355,  cette  surf,  x  3. 973-^6  (c'est-à-dire  par  le  sixième  du  diam.  ou 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  inscrite)  donne  pour  le  volume  de  l'icosaédre 
39.6259  pieds  cubes  ou  39.626,  comme  dans  l'exemple  2  du  problème  précé- 
dent, chacun  des  deux  résultats  étant  de  cette  manière  une  vérification  de 
l'exactitude  de  l'autre  et  en  même  temps  une  preuve  de  l'exactitude  des 
facteurs  du  tableau. 

a.  On  denmnde  quel  ora  le  diamètre  du  boulet  de  canon  qu'on  pourra 
obtenir  en  faisant  refonu.e  une  masse  de  fer  en  forme  d'un  octaèdre  de  12 
pouces  de  côté  ? 

Rep.  1.03563:  1  ::  12:11.58715,  c'est-à-dire,  le  diam.  du  boulet  sera  (fe 
11.6  pouces  près. 
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PROBLÈME  XLIV. 
Trouver  le  volume  d'un  sphéroïde  quelconque. 

(infSO)  RE<jiLI<  \,  .Multipliez  Va.vejixe  par  le  carré  de.  l'axe  de 
révolution  et  le  jfroduit  par  .iVi.JG  ••  le  résultat  fera  le  volume  demandé. 


c 


t 


.''  /(l 


REm.  Il  est  clair  que  cette  règle  est  en 
tout  analogue  à  celle  que  l'on  iloniie  (lO^î, 
1543)  pour  établir  le  volume  d'une  nplière  ; 

et  en  effet,  le  sphéroïde,  connue  la  sphère,     j^l © 1,^^ 

vaut   les   S   de   son    cvlindro    circoii.'^crit 


0^^ 


car  l'on  démontre  en  "  sections  conitiues  " 

que  81  l'on  a  ko:  oO  dans  rellii)so  :;  Ao  :  ^       ^  '-.p 

oO  dans  le   cercle,  l'on  aura  aussi  oc  :  OC  '|i 

dans  l'ellipse  .'.oc:  OC  dans  le  cercle  ;  do  lil,  pMiscju'on  peut  (lOOî))  rcj^ur- 
der  la  sphère  et  le  sphéroïde  conune  composés  chacun  d'une  mlinilé  ilu 
tranches  minces  ou  de  surfaces  supcrpohées  engendrées  par  la  révoliuioii 
d'un  même  nombre  d'ordonnées  oc  perpendiculaires  à  l'axc  fixe  Alidesdctix 
solides,  et  que  ces  surfaces  comi)osantes  sont  entre  elles  comme  les  carrés 
des  rayons  générateurs,  il  est  évident  qiie  les  deux  solides  seront  aussi  entre 
eux  comme  les  carrés  (104)  de  ces  ordonnées,  ou,  ce  qui  est  la  menu-  cliosc, 
comme  les  surfaces  des  bases  ou  sections  correspondantes  des  cylindres  do 
même  hauteur  AO  circonscrits  à  ces  solides. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  du  sphéroïde  allongé  Alî  et  de  sa  sphère  ciroon.s- 
crite,  s'entend  également  du  sphéroïde  aplati  Cl)  et  de  sa  s[)hèri'  inscrite, 
car,  quel  que  soit  le  rapport  de  Oîh  à  mC  dans  chacun  de  ces  <kMix  derniers 
solides,  on  aura  entre  aw  et  AO  de  l'un  le  même  rai)pi)rt  qu'entrea/,;  et,  AO 
de  l'autre. 

(1561)  REGLE  II.  Multipliez  (85'»  I)  (  fois  la  surface  d'une 
section  quelconque  (Al},  CD,  GH,  vie.)  passant  2'<ir  le  centre  (U)  du  nplic- 
roïde,  par  i  de  la  hauteur  perpendiculaire  (CD,  AU  ou  El',  etc.)  du  solide 
correspondant  d  telle  section. 

Car,  €  ».•  premier  lieu,  pour  ce  qui  est  du  sphéroïde  engendré  par  lu 
révolution  delà  demi-ellipse  ACH  autour  do  son  axe  A  M,  les  facteurs  diiiis 
les  deux  règles  se  réduisent  aux  mémos.  En  effet  la  première  rèu'li' 
donne  pour  volume  AU  x  Cl)  x  Cl)  x  .[)'2:\6  et  la  seconde  règle  donne  (M)  x 
CD  X  .7HiVl  X  4  X  à  AH  ;  si  ces  expressions  sont  égales  ou  é(piivalontes,  l'on 
doit  avoir  (en  négligeant  les  facteurs  AI»,  CI),  communs  aux  deux  fornuilos) 
.7854  X  4  X  i --^  .5236  ;  or  .7854  x  4  =  .'5.141G  et  3.1416 -:-6  =  .r)2;}r)  ;  donc,  etc. 

En  second  lieu,  la  section  AB  «l"  même  sphéroïde  est  nue  ellipse 
égale  en  tout  à  l'ellipse  ACBD  et  sa  surface  est  (I46î>)  =  AH  x  CD  x  ."SOI  ; 
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conque. 

trrc  df.  l'axe,  de 
unie  demande. 


ut  (lOOÎÎ)  rt'^iiir- 
d'uno  iiilinitc  île 
pur  lu  révolution 
e  fixe  AU  ilcBilcux 
loiniue  les  carrés 
seront  Hussi  entre 
>st  lu  niCMie  elu>se, 
(lofl   e.ylimlros  lie 

su  .«plicrccirotins- 

<u  ,<|)licre  inscrite, 

ces   deux  derniers 

u' entre  a«t  et  A() 

a  surface  d'une 
lire  (D)  du  sj>hc- 
11',  etc.)  du  solide 

e  enirendré  i)ar  la 
les  lUctenrs  dans 

i  prcnucre  rci^le 
le  donne  (!1)  x 

é(piiv!ilentes,  l'dii 

IX  deux  t'iiriMules) 
S>'Z'M  5  dune,  eto, 

!  est  une  ellipse 
VBxCDx.THÔl; 


FÎ  la  seconde  rè;,'lo  est  correcte,  l'on  aura  donc  AH  x  CDx  .7854  x4  x  j|  CO 
=:A1{  X  CI)  X  CI)x.r)2;Ui  ;  et  en  ell'et  en  éliminant  les  facteurs  AH,  Cl)  et 
CD  (pii  sont  communs  aux  deux  exprost^ions,  il  reste  encore  .78.01  x  4  x  ^  — 
.Ci2'M\  ;  donc,  etc. 

Ku  trolsiciuc  lien,   il   est  à  démontrer  que  4  surf,  section  GII  x  ^ 

Kl*  est  encore  éj^aleà  CD  x  AH  x  .!'>'1',U\  ;  or,  les  sections  coincpies  enseignent 
<pK'  (pu'Is  (pie  soient  les  axes  ou  diamètres  conju^^és  (•)  (ill,  EK  dont  on 
se  sert,  les  puralléloi^rammes  (Mrcoîi-jcrits  à  l'ellip'se  et  dont  les  côtés  sont 
parallèles  à  ces  axes  conju^iés  sont  tous  éi:a\ix  en  surface  au  rectangle  AH 

X  CD;  mais  (it'H)  la  surface  du  paralléloj^ramme  ayant  pour  côtés  GIT, 
KF  est  en  X  EF  s  sin.  nat.  anjj;le  EUd  (.u  EKH  =  (iII  x  EP.  La  surface  de 
la  section  (ill     (car  toute  section  d'un  sphéroïde  est  une  ellipse)  (ill  x  Cl) 

x.7K.-il   et  l'on  vient  de  voir  que  (}H  x  El' =^  AH  x  CD;  donc  GHx  CDx 
.7854  X  I  X  l  El»  =  r  AH  x  CD  x  CD  x  .ô'i.'W),  CD  étant  commun  aux  deux  for- 
nudes,  AHxCl)  =  (ÎIIxEL' et  .7S5I  x4xi  =  .52:J6;  donc,  etc. 

K-Kill.  Dans  le  cas  du  sjjliéroide  aplati  engendré  par  la  révolution  de  la 
dend-ellip^e  DAC  autour  de  l'axe  Cl),  la  preuve  est  analogue  à  celle  que  Ton 
vient  lie  donner. 

Ex.  1.  Quel  est  le  volume  d'un  ellipsoïde  allongé  dont  l'a.xe  de  révolution 
est  GO,  et  l'axe  fixe  80  ? 

Kep.  GO  X  GO -■  ;{G00,  :5G00  x  80  =  288000,  28^^';00  x  .5236  ~  iû0796.8 
unités  de  volume. 

*Z.  Avec:  les  mènies  données,  quel  sera  le  volume  du  spliéroïde  aplati  ? 

Uep.  80  X  80  =  6400,  GIOO  x  60  =  .384000,  .384000  x  .5236  =  201062.4 
nnitcs  de  volume. 

3.  l'u  sphéroïde  allongé  a  pour  axes  100  et  200  :  quelle  eu  est  la  solidité  ? 

Uo|>.  100*  X  200  X  ..'.230  =  1,047,200  --:  le  volume  denuindé.  Maintenant, 
soit  EF  dans  cet  exemple  un  diamètre  queIconque=lG6,  on  aura  son  cou- 
jugé  (UI  =  VAH*  +  CD«  -  EF*  (ca-  l'on  démontre  en  "  sections  coniques  " 
que  la  somme  des  carrés  tie  tonte  jiaj'v  de  diamètres  conjugés  est  égale  à  la 
somme  des  carré.-i  du  grnnd  et  du  petit  axe)  -  141).S1322,  4  surf.  (îli  =  (jill  x 
CDx. 7854x4  =  47065.3212.  J'ui.sipie  AH.CD^-^KF.CjilI  x  sin.  nat.  E0(}. 
onohtientsin.  mil.  E0G=-AH.C1)  :  EF.Gil  =  20000^-24861)  =  .8042141  = 
53''  32,  et  .8012141  X  UiG  =  El'  =  133.4y!)54,  et470G5.3212  x  133.41)1)54--  6 
=  1,0 17, 11)1). 8,  la  dillerence  .2  entre  les  deux  résultats  se  rapportant  aux 
décimales  (pi'ou  a  négligées  dans  le  calcul. 

4.  Si  les  deux  ux(!s  de  la  terre  sont  entre  eux  comme  304  et  30ii  quel  sera 
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(*)  I.c  diam.  (ilF,  conjugé  de  EF,  est  celui  qui  est  parallèle  à  lu  tangente 
1>F  à  l'ellipse  au  point  E,  où  le  diam.  EF  rencontre  la  courbe. 
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le  volume  du  sphéroïde  (il  est  aplati,  le  diain.  puUiire  étant  moindre  que  le 
diam.  éqnaturial)  et  de  combien  ce  volume  diltèrcra-t-il  de  celui  d'une  sphère 
sur  le  grand  axe  ?  • 

Rep.  Le  vol.  du  sphéroïde  =  30 ix. 304  x  .'{03  ,<  .523G  =14661872.3328 
le  volume  d'une  sphère  sur  le  grand  axe  =  I47102'j..3504 

et  là  difiérence  de  ces  volumes  est  48389.0176. 

PROBLÈME  XLV. 
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Déterminer  le  volume  d'un  segment  quelconque  de 

sphéroïde  à  une  seule  ou  à  deux  bases  parallèles, 

perpendiculaires  ou  non,  aux  axes  du  solide. 

C156'J)  REGLE.  .4  la  somme  des  surfaces  des  bases  du  segment, 
ajoutez  ifois  la  surface  d'une  section  d  demi-distance  entre  elles  et  mul- 
tipliez le  tout  par  ^  de  la  hauteur  du  segment  :  le  produit  sera  le  volume 
demandé. 

Gll  premier  lieu,  pour  ce  qui  est  du  demi-sphéroïde  (dont  on  peut 
d'ailleurs  obtenir  le  volume  en  faisant  celui  du  sphéroïde  entier  pour  ea 
prendre  ensuite  la  moitié)  on  a  vu  (1500)  que  surf,  section  cd  :  surf,  section 
CD  dans  le  sphéroïde  :  :  surf,  section  cd  :  8urf.  section  CD  dans  la  sphère;  or 
il  a  été  démontré  (1428)  que  dans  la  sphère,  surf,  cd  à  demi-distance  entre 
A  et  0  — çsurf.  CD;  donc  aussi  dans  le  sphéroïde,  surf,  frf-^surf.  CD  ; 
donc  surf.  CD  -f  4  surf.  crf=4  surf.  CD,  et  par  le  dernier  problome,  vol.  ACD 
--=  4  surf.  CD  X  i  AO  ;  donc  vol.  ACD  ^  (surf.  CD  +  4  surf,  cd)  x  i  AO. 

JUainlcuantf  pour  le  demi-sphéroïde  dont  la  base  AB  est  une  ellipse= 
ACBD  et  dont  la  section  ab  est  aussi  une  ellipse  semblable  à  la  base,  (car  toutes 
sections  parallèles  quelconques  du  sphéroïde  sont  des  ellipses  semblables) 
on  a  encore  surf,  aô:  surf.  AJ^  ::  surf,    aô  :  surf.  AB  dans  la  sphère,  car 

ï  I  t  2 

ab  :  AB  :  ab  :  AB  dans  les  deux  solides  et  (l«4)  ab  :  AB  ::ab  .  AB  dans 
les  deux  solides,  et  les  surfaces  des  ellipses  seml-lables,  comme  de  toutes 
autres  figures  semblables,  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs  diamè- 
tres ou  autres  lignes  hon)ologues;  donc  surf,  ellipse  ab=f  surf,  ellipse  AB  ; 
or,  vol.  demi-sphéroïde  ACB  — par  le  dernier  problème  4  suri'.  AB  x  ^  00  ; 
donc  aussi  le  même  volume=B(8urf.  AB  +  4  siii.   ab)  i<  ^  CO. 

REM.  1.  C'est  encore  une  propriété  de  l'ellipse  que  *(.nt  diamètre  EF 
de  cette  figure  bi;ssecte  toute  corde  ou  doul)le-ordonnèe  gh  parallèle  au 
diamètre  conjugé  GH,  ce  qui  donne  nh=ng  et  l'on  démontre  que  de  même 
que  l'on  a  (sections  coniques)  AB  :  CD  ::  VAo.oB  :  oc,  et  CD:AB:: 
VC7M.  îmD  :  mb,  de  même  on  a  aussi  EF  :  GH  :  :  "^En.nV  :  nh  et  par  suite 
que  nh  :  OH  ;  :  mô  :  OB  :  :  oc  :  OC  quai.d  On,  Om  et  Qo  ont  à  OF,  OC  et  OA 
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ou  à  nF,  ?mC  et  oA.  le  même  rapport.  On  auradoiic  surf,  section  gh=:%  Mwf. 
section  GH  et  comme  il  est  déjà  démontré  que  v(ji.  demi-fpliéroïile  OFH=r^ 
(1  surf,  GH  X  i  EP)  on  aura  aussi  vol.  GFH=(suri".  GH  +  4  .surf,  gh)  x  ^  0|> 
ou  par  i  EP-^2. 

En  MCi'Ond  lieil«  pour  ce  qui  est  de  tout  segment  de  spljèruïde  autre 
q  ic  le  dé'iii-spheroïde,  il  suffit  de  ce  que  l'on  vient  <'t  .lire  et  tle  la  démuna- 
t  ation  qu'on  a  donnée  au  par.  (15!29}  de  l'exactitude  de  la  règle  dans  le 
cas  d'un  segment  quelconq^iC  de  sphère,  pour  faire  comprendre  aussi  son 
exactitude  dans  le  cas  actuel  ;  ce  qui  dispensera  aussi  d'ajouter  sans  néces.silé 
aux  dimensions  déjà  volumineuses  de  ce  traité. 

Ex.  1.  Quel  est  le  volume  d'un  segment  MNA 
lie  nphôroïde  à  une  seule  base  MN  perpeiulicu- 
idire  à  l'axe  fixe  AB,  la  hauteur  Ao  du  segment 
étant  do  10  unités  et  les  longueurs  des  axes  AB 
=100,  CD==GO  ? 

Rep.  A  !î  :  CD  :  :  VâZTÔIÏ  :  oM,  d'où  oM=18 
etMN  =  3li  ;  rm  =  kr.rb  x  CD^AB  =  I.}.07GG985  jf— jj 

s  t 

et  mn  —  26.1.'î.'î397  ;   surf.  MN  +  4  surf,  mn  =  (MN   +  4  wn  )  x  .7854, 

MN' =  121)0,  ?jm'=684à  très  près,  (1296 +4  fois  G84)  x  .7854  =  .3166.7328, 
multipliant  par  ^  Ao,  ou  par  ^  10,  on  a  5277.888  unités  de  volume  dans  le 
segment  proponé. 

a.  On  demande  la  solidité  d'un  segment  MNB  de  sphéroïde  par  un  plan 
:iN  perpendiculaire  à  l'axe  fixe  AB,  oB  étant  =  90  et  AB,  CD  100  et  60  res- 
pectivement? 

Rcp.  Si  m'  r'  n'est  pas  donné  on  le  trouve  -  Ar'.r'B  x  CD-:-AB  (puisque 
AB  :  CD  :  :  vTrTrMÏ  :  r'm'  ou  100  :  GO  :  :  VôôxTs':  rm')  =  29.8496208  ou  m'n' 

t  * 

=  59.6992410,  MN   +4m'n'   x  .7854  x  i  oB^  vol.  MNB=183218.112  ;   la 

somme  188,496  de  ces  volum*»-'  et  le  volume  du  sphéroï<le  entier  ACBD,  car 

(1560)   60x60=3600,3600x100  =  360,000  et  360,000  x  .5236  =  188,496, 

ce  qui  prouve  aussi  l'oxactitude  de  la  régl-^  de  ce  prublénie. 

RE.H.  lï.  Dans  les  deux  derniers  exemples  on  a  supposé  les  <\xcs  AB 
et  Cl)  connus  ;  mais  cette  connaissance  n'est  aucuncmr  nt  essentielle,  puisque 
les  diamètres  intermédiaires  mn,  m'n'  «ont  ..«iés  connus  ou  que  d'ailleurs 
on  peut  les  obtenir  directement  en-mesurant,  uans  la  pratique,  ces  diamètres  j 
et  c'est  là  l'un  des  avantages  de  la  règle  de  ce  problème,  qu'elle  ne  requiert 
pas  que  l'on  sache  à  quel  sphéroïde  appartient  le  segment  à  estimer. 
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3>  Un  80giiunt  MNC  de  splién/ide  par  un  plan 
MN  porpendicKiire  à,  l'axe  de  révolution  CD,  et 
dont  !a  base  est  pu!'  conséquent  une  ellipse,  a  pour 
I„  uu-ur  oC  l'I  unuéf»,  les  axes  AB,  CI)  étant  res- 
pectivement 100  et  60  :  quel  e.st  le  contenu  .«ulide 
du  pegnient  ? 

R<>p.   CD:  A13  ::  Vcô^oD:  oM  ou  6:  ;  100  ;: 

V48  X  12  :  40,  et  parce  que  les  aections  parallèles  MN,  AU  sont  sembl ailles,  on 
a  AB  :  CD  ;  :  MN  -.pq  diamètre  conjugé  de  la  base  ellipti(iuc  MN  du  segment 
donné  ;  donc  pq  ~  ^}0  x  80  —- 100  =  48  et  surf.  M^  N7=80  x  48  x  .7854  . 
puisque  oC  =  12  on  a  rG  =  6  et  rD  =  54,  60  :  100  :  :  V54  x  6  :  ;^0  =  rm,  le  diam. 
conjugé  lie  rm-  18  (car  100  :  60  :;  30  :  18)  et  la  surface  de  la  section  inn= 
60  X  36  X  .7854  ;  oela  posé,  on  a  vol.  MNC  =  (surf.  MN.  +  4  surf,  mn)  x  4  oG 

=MN    +  4  vin    X  .7854  x  2  =  19603.584  unités  de  volume. 

4.  Quel  est  le  volume  de  l'autre  segment  de  même  sphéroïde  ? 

Rep.  On  a  r'D  =  oD-ioC  =  2^,  et  r'C-36,  d'où  l'on  obtient  comme 
auparavant  win'=y7.y796  ;  l'autre  diam.  ou  axe  de  l'ellipse  mn'  =  58. 78 
776;  d'où  surf.  ?ji'n'  =  4523.904  et  surf.  MN  +  4  surf.  7H'n'  =  211Il..'.52. 
cette  somme  x  ^  48  ou  par  8  =  168892.416  le  volume  demandé. 

Les  deux  segments  réunis  donnent  188,496  qui  est  en  elïet  le  volume  du 
sphéroïde  entier  comme  on  l'a  vu  à  l'endroit  du  2ème  exemple. 

5.  Quelle  est  la  so'iuité  d'un  segment  ou  tronc  central  AD  de  sphéroïde 
dont  les  bases  parallèles  sont  des  cercles  égaux  de  40 
pouces  de  diam  're,  le  plus  grand  diamètre  du  tronc  = 
50  pouces  et  If.   hauteur  ou  distance  entre  les  bases 
parallèles  18  pouces? 

Rep   (Surf.  AB  +  surf.  CD  +  4  surf.  EF^  , 

(40    +40*(ou  2  fois  40  )  +  4  fois  50  *;  >     : 
31101.84  pouces  cubes  ou  18  pieds  cubes  prtîS. 

6.  Los  diamètres  respectifs  '.os  bases  parallèles  d'un  tronc  de  sphéroïJe 
eoni  10  et  20,  le  diiun.  d'une  section  à  distances  égales  de  ces  bases  est  30 
et  la  hauteur  du  tronc  est  40  :  quel  est  le  volume  ? 

Rep.  (lo'  +  20  %  4  fuis  30  )  x  .7854  x  40  :  6=3220.14  x  40-^-6 =64402.8 
pouces  cubes.  ^ 

7.  L'une  des  parties  composantes  d'un  cul-de-lampe  adossé  à  un  mur, 
présente  la  forme  d'un  demi  segment  ou  tronc  de  sphéroïde  à  hases  paral- 
lèles elliptiques.  Les  diamètres  des  ellipses  ou  plutôt  des  demi-ellipses  inf.  et 
sup.  Tne8\.rent  resj»ectivement  30  et  39  pouces,  le  diamètre  intermédiaire 
est  36  et  les  troia  demi-diaui^tres  conjugés  ou  eailliee  du  cul-de-lampe  mesu- 
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j0x48x.78J4. 


t  le  voluiijfc  du 


■10-^-6=64402.8 


rent  10.  i  <  't  12  pouces,   la  hauteur  du  tronc  est  18  pouces;  qnd  en  est  1> 
volun.':  ? 

Rep.  (30  X  10  I-  .11)  X  la  ^  4  lois  .IG  x  12)  x  .78r)4  x  3  =  59729.67  pouces 
CubeH  ou  3.4  picd.s  cubof  près. 

8.  L'on  désire  savoir  comliieii  il  y  a  de  gallon.s  (231  pouces  cubes  au 
gallon)  dans  une  barrique  de  vin  dont  la  longueur  e.st  40  pouces  et  le^  dia- 
mètres au  centre  et  à  chaque  extrémité  32  et  24  pouces  ? 

Rep.  (2  foi.s  24  +  4  fois  32  )  x  .78.54  x  40  -^  6  =  27478.5  pouces  cubes, 
divisant  par  231  on  a  119  gallons  à  moins  d'une  eeptier  près. 

9.  Dans  un  vaisseau  incliné,  dont  la  l'orme  paraît  être  celle  d'un  demi- 
sphéroïde,  se  trouve  une  quaniité  de  liqueur,  la  plus  grande  profondeur  de 
la  liqueur  est  15  jwuces,  les  diamètres  respectifs  de  sa  surface  elliptique  sont 
4H  et  36  pouces  et  les  diamètres  correspondants  de  l'ellipse  parullèle  inter- 
médiaire entre  lu  surface  et  le  fund  sont  de  30  et  22^  pouces;  quelle  est  la 
quantité  de  liqueur  dans  le  vaisseau  ? 

Rep.  (48  X  36  -f  4  fois  30  x  22.5;  x  .7854  x  2. 5=8694. 378  pouces  cubes, 
soit  37"^  gallons  près. 

PROBLÈME  XLVI. 

Déterminer  le  volume  d'un  tronc  de  sphéroïde  à  bases 

non  parallèles. 

(1563)  REOLK.  Faites  le  volume  du  segment  de  sphénêde  à  une 
seule  base  dont  le  tronc  donné  fait  partie,  faites  aussi  le  volume  de  la 
calotte  qui  mamjue  au  tronc  donné  pour  compléter  le  segment  ;  la  di^i- 
rcnce  de  ces  volumes  sera  celui  du  tronc  proposé. 

Ex.  1.  Soit  à  trouver  le  volume  de  la  partie  CDae 
d'un  sphéroïde  compris  entre  un  plan  CD  passant  par 
le  centre  perpendiculairement  à  AB  et  un  "autre  plan 
quelconque  ea  non  parallèle  au  premier. 

Rep.  Il  nous  faut  à  cet  effet  déterminer  l'axe  in- 
connu AI5  du  sphéroïde  dont  la  hauteur  AO  du  seg- 
ment CDA  fiùt  partie.  Ayant  mesuré  une  ordonnée 
qiielcoïKpieaft  et  les  abscisses  C6,  ftDou  plutôt  dD  —  ab, 
ad-  bD  et  C6  =  CI)  -  bl),  un  fera  (sections  coniques) 

iŒW:  a6  :  :  CD  :  AB  et  on  aura  le  vol.  de  CDA=4  eurf.  CD  x  Jt  AO.  L'on 
mesurera  ensuite  ae,  OH  parallèle  à  ae,  oO  menée  du  centre  au  jxnnt 
milieu  o  de  ae  (oO  tonnant  partie  du  diam  EF  le  conjiigé  de  GII)  et  l'abs, 
cisse  p\l  de  l'ordonnée  ap  parallèle  et  égale  à  oO  ;  avec  ces  données,  l'on  fera 
VG|).jjIl  :  o^p  ::  GH:  EF;  on  aura  alors  oP  et  par  suite  la  perpendiculaire 
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Fr,  comme  au  par.  C1501  JE\.  3).     II  reste  à  établir  le  diam.   mn  d'une 
section  intermédiaire  entre  ae  et  le  suinmet  F  de  la  calotte  aeV  ;   or  l'on 
aura  vuj  ou  n<j  moitié  (1502.  ItUiTI.  1.)  de  wn  en  faisant  EF  :  GII  :: 
VHy.yF  :  m^.     Enfin  on  aura  le  volume  demandé  CDae=(4  surf.  CD  x  J  Ao) 
moins  (surf,  ae  -i-  4  surf.  7»»  x  ^  Fr). 

2.  Si  le  solide  à  estimer  était  le  tronc  KLae,  Ton  opérerait  pour  la  calotte 
KLB  comme  on  l'a  fait  pour  eaF  et  la  somme  des  volumes  de  ces  calottcB 
distraite  de  celui  du  sphéroïde  entier  ACBL),  il  resterait  le  volume  du  tronc 
proposé. 

FROBLÈM  XLVII. 

Trouver  la  solidité  d'un  paraboloïde  droit  ou  oblique  ou 
d'un  tronc  ou  segment  quelconque  de  paraboloïde 
compris  entre  bases  parallèles,  perpendi- 
culaires, ou  non,  à  l'axe  du  solide. 

(156  1)  R  CCiTiE.  A  la  somme  des  surfaces  des  bases  opposées,  ajoutez 
4  fois  lu  surface  d'une  section  intermédiaire  à  demi-distances  entre  elles  ; 
multipliez  le  tout  par  i  de  la  hauteur  du  corps  à  estimer  et  le  produit 
sera  le  volume  demandé. 

En  etïct,  la  ntirabole  géné'-atrice  ABC  est 
une  courbe  a-uc  que  les  abscissed  sont  propor- 
tionnelles au.K  cari'&s  des  ordonnées,  c'est-à-dire 

qu'on  a  toujours  cd :  CD  ..  dh  :  DB  ,  et  il  en 
est  de  même  pour  tout  autre  piire  ou  système 
d'axes  ou  de  diamètres  conjurés  EF,  GIT  qui 

donnent  encore  G/i  :  OlL.fk  :  FH  ;  donc  si  Qd=\  CD,  db  sera-  ^  DB  et 

«  t 

de  même  si  GA=  i  GH,  l'on  aura  eh  =  ^  EH  ;  or  l'on  démontre  que  le 

volume  tlu  piirabol"ïde  va\it  la  moitié  de  son  cylindre  circonscrit,  c'est-à-dire 
que  ce  vol.  — su:  f.  base  AB  x  \  CD,   ou  vol.  FEG  =  8urf.  base  EF  x  ^  G;)  ; 

,«  « 

mais  si  6/    -^BD  on  a  surf.  «0=^  surf.  AB   (puisque  les  .«ections  paral- 

lèler^  abj  X\>  .«ont  df'^^  cercles  ef.  que  les  figures  semblables  sont  entre  elles 
comme  le»  carrés  de  kurs  lignes  homologues)  et  surf.  AB -i- 4  surf,  nb=?> 
surf.  AH;  donc  suri.  Aiî  x  {  Cl)=3  surf.  AB  x  |  CD=(surf.  AH  +  ^l  surf. 
ab)  X  l  CD.  De  même  surf  buse  elliptique  EF=2  surf  base  elliptique  sem- 
blable efai  surf.  Et  x  i  Gp=(burf.  EF  -f  4  purf.  ef)  x  ^  Qp. 

Kn  w?3Con€l  Ht  u.  Soit  AB6a  un   segment  quelconque  de  paralx)loïile 
à  bases  parallèles,  Ion  déniontre  que  le  volume  s'obtient  en  multipliant  pur 


Um 


jrt.  CD  X  J  Ao) 


sera  =^  i  DB  et 
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la  hauteur  dD  du  tronc,  la  demi-somme  des  surfaces  de  ses  bases  parallèles  ; 

t         t         t 

or  à  cause  de  Cd  :  Cq  :  CD  ..  db  :  qn  :  DB  ,  il  est  clair  que  la  stirf.  inter- 
médiaire mn  est  inoyonnc  arithmétique  entre  surf.  AB  et  surf.  a6;  d'où  il 
suit  que  surf.  AB  +  wurf.  ab  +  4  surf.  vin  =  (n  surf,  vm  ;  donc  'j  vol.  de  AB 
6a=(siirr.  AH  +  surf.  ab  +  A  wurf.  mn)  x  i  dD. 

RfcRI.  Dans  le  cas  du  paroboloïde  ou  du  tronc  de  paraboloïde  propre- 
ment ilit,  il  est  clair  que  cette  règle  n'ofl're  aucun  avantage  et  au  contraire  il 
est  plus  simple  d'arriver  de  suite  au  volume  désiré  en  faisant  le  produit  de  ^ 
CD  pur  surf.  AB,  uu  do  .^  Gd  par  surf.  EF,  ou  de  ^  dD  parla  somme  des  sur- 
faces di'  AB  et  de  ab,  suivant  le  cas  ;  mais  c'est  que  dans  la  pratique  il  est 
rare  que  les  solides  à  estimer  soient  parfaitement  géouiétriques,  et  elles  le 
seraient,  qu'on  ne  le  saurait  pas  sans  un  travail  p'éliîninaire  qu'il  vaudrait 
autant  dévouer  de  suite  au  calcul  du  vol.  requis  d'après  la  règle  qu'on  eu 
donne  ici  ;  tandis  que  si  (1A31,  1540)  l'on  prenait  pour  un  paraboloïde, 
un  solide  (pii  fût  au  cuntrai.'c  un  segment  ou  tronc  de  sphéroïde  ou  d'hyper- 
boloïde,  ou  qui  ressemblât  seulement  à  ces  solides  sans  pouvoir  s'identifier 
avec  aucun  d'eux,  la  règle  de  ce  problènie  est  celle  qui  ofirirait  les  garan- 
ties d'une  exactitude  très  voisine  de  la  vérité. 

Ex.  1.  Quel  est  le  volume  d'un  paraboloïde  droit  dont  la  hauteur  est  84, 
et  le  rayon  de  la  base  24  ? 

Rep.  diam.  48  x  48  x  .7854  x  i  84  =  76001.5872  le  vol.  requis. 

2.  Quelle  est,  engallons  de  231  pouces  cubes,  la  capacité  d'un  chaudron 
parabolique  dont  la  profondeur  est  3G  pouces  et  le  diamètre  60  pouces  ? 

Rep  00*  X  .7854  X  18-=-231  =  50,893.92  pouces  cube8-4-231  =  220.32  ou 
22Q\  gallons  près. 

3.  Une  voûte  qui  a  l'air  d'être  parabolique,  a  60  mètres  de  hauteur,  le 
diamètre  de  sa  base  est  40  mètres  et  son  diamètre  intermédiaire  est  28  mètres 
285  n)illii:iètres  ;  quel  est  le  volume  de  l'espace  renfermé  ? 

Rep.  (40*  -{-4  fois  28.285*)  x  .7854x60-^-6  =  37,699.2  mètres  cubes. 

4.  Dans  un  vaisseau  incliné  qui  peut  être  un  paraboloïde  ou  un  segment 
de  sphéroïde,  se  trouve  une  quantité  de  liqueur  dont  la  surface  est  en  consé- 
quence une  ellipse  ayant  pour  diamètres  50  et  30  pouces,  la  plus  grande 
profondeur  de  lu  liqiieur  est  de  18  pouces  et  l'un  des  diamètres  (le  moindre) 
de  la  section  elliptique  prise  au  milieu  de  cette  profondeur  est  de  22.5  p«uces  ; 
quel  est  le  volume  du  contenu  ? 

Rep.  La  section  intermédiaire  étant  semblable  à  la  base  ou  durface,  on 
aura  son  grand  diamètre  eu  faisant  30:50  ::  22.5:37.5  ;  le  volume=(50  x 
30  •»-  4  fois  22.5  x  37.5)  x  .7854  x  3=  11486  pouces  cubes. 

5.  L'une  des  parties  composantes  d'un  solide  à  estimer,  parait  être  un 
troue  de  conoïde  parabolique  à  bases  parallèles,  les  circonférences  respeciivea 
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de  R08  doux  hasca  circulaires  et  d'une  Hoclioii  à  deiiii  distances  entre  eilen, 
Bont  182.2,  d4\,  145.15  pouces  et  lu  hauteur  e.st  IH  jwuceH  j  quel  en  est  le 
volume  en  pieds  cubes  ? 

Rep.  Divisant  chacune  de  ces  circonférences  pur  3.1 11(>  l'on  ohtient 
pour  diatnétreH  des  sectioiis  respectives  58,  ;J0  et  1(1.2  pnuees,  ce  (pii  donne 

t  t  : 

pour  volume  (58    +30    +4  lois  40.2  )  .7H.-.4=  1005  1.5,   et   10051.5x18-^0 

c'est-àd.  par  8,=  80,430  pouces  cuhe.s,  :  1728=  10.55  pieds  cultes. 

PROBLÈME   XLVIII. 

Déterminer  le  volume  d^un  tronc  quelconque  ABEF 
de  paxaboloide  droit  ABC,  à  bases  non  parallèles. 

llUGli)  REGI.<E>  Faites,  par  le  dernier  problème,  les  volumes  reupectifs 
du  paraboloïde  entier  A]iC  dont  le  tronc  fait  partie,  et  du  paraholoide  parliil 
ou  calotte  EFG  qui  manque  au  tronc  donné  pour  compléter  le  paraboloïde 
entier:  la  différence  de  ces  solidités  sera  le  volume  demandé. 

Soit  ABEF  (fig.  du  dernier  problème)  une  section  du  trunc  donné  par  nu 
plan  perpendiculaire  au  centre  I)  de  sa  base;  i»renez  sur  l'a.xe  J)</(lela 
section  une  longueur  quelconque  Dd,  niesure/  DU.  db  et  pui-Mpie  (156 1) 

l'on  a  CD:Cd::  DB*  .db  , faites  (06,  div.)  QM- cd.cdwDll  ~  db:db]m 

ce  qui  est  est  la  même  chose,  DB    -  db   .db    ::  \)d.dQ,  ce  qui  «limneni  pmir 

hauteur  de  la  parabole  génératrice  rfD  +  dd—DC.     Maintenant,  par  le  point 

milieu  H  de  EF,  menez  HG  parallèle  à  DC  (car  dans  la  parabole  le  centre 

est  infiniment  éloigné  et  tout  diamètre  OH,  c'est-à-dire  tonte  bissectrice  GII 

des  corden  ou  doubles  ordonnées  parallèles  EF,  ef,  rc,  est  en  conséquence 

parallèle  il  l'axe  CD),  mesurez  Hr  quelconque,   HE  et  rc  et  faites,  ooninie 

•  t  t         t 

auparavant  rc  —  HE  :  HE    :  :  Hr  :  HG  ;  avec  HG  et  l'angle  (jIIjw  ou  OHE, 

l'on  trouve  facilement  (1661.3)  lu  hauteur  perpendiculaire  ('>2>  de  la  oaldtto 

FGE,  pour  faire  ensuite  les  volumes  respectifs  des  conuïdes  entier  et  partiel  et 

leur  différence,  ce  qui  résoudra  le  problènie. 

R'CI^.  Si  le  tronc  à  estimer  ABEF  est  ^Ç^V' 

celui  d'un  paraboloide  oblique  ; 

menez  entre  A  et  F  une  droite  quelconque  Ae 
parallèle  à  FE,  bissectez  en  o',  o  ces  doubles 
ordonnées  et  menez  Goo'H  qui  passera  par 
le  sommet  G  de  la  calotte  FE(î  ;  menez 
ensuite  Vf  parallèle  à  AB,  bissectez  ces 
parallèles  en  n',  n  et  menez  le  diamètre  G'n' 

nH'  qui  rencontrera  le  sommet  G'  du  paraboloïde  oblique  ABG'  j  l'on  calcu" 
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lera,  cmiiine  kiiiparavant,  les  liautcurït  G'P,  Gp  des  conoïilcs  entier  et  partiel, 
à  l'uiilc  ck'H  aiif^li'ri  (iuVa,  (j'nA  et  dey  (iroitew  Go  et  G'n  dont  on  établira  les 
lonj;iK'iirs  coniniL-  il  a  iléjà  été  dit,  et  «m  anra  le  vuluine  <lii  tronc=V(il.  AlîG' 
-  vol.  FE(j=siirl.  Alix  jU'l*  -  suri".  KF  x  ^  G^.  Pour  avoir  au  l)csi)in  Cl), 
l'on  mènera  d'un  point  qtu'lconque  entre  A  et  F  une  droite  Aa  perpendiculaire 
à  GII  ou  à  G'H',  la  perpendiculaire  CD,  où  AD=an,  sera  l'axe  voulu. 

FEOBIÈME  XLIX. 

Trouver  le  volume  d'un  hyperboloïde  droit  ou  oblique, 
ou  d'un  tronc  quelconque  d'hyperboloïde,  compris 
entre  des  bases  parallèles,  perpendiculaires, 
ou  non,  à  l'axe  de  révolution. 

(I.'i''  j)  ISrCiif^i].  A  la  somme  des  surfaces  des  bases  opposées  du 
solide,  ajoutez  \  J'ois  la  surface  d'une  section  d  deiui-distances  entre  elles, 
multipliez  le  tout  par  \  de  la  hauteur  et  le  produit  sera  le  volume  voulu. 

Dans  le  ca-'  de  l'hyinTh  )liiï  le  droit  AIJC 
ou  du  tr.mo  A 15  Im  d'iiyperljoloïde  droit  à 
ba-es  parallèles,  octte  rèj^le  est,  en  d'autreH 
tenue*!,  celle  mènie  qu'enseigne  le  "cal- 
cul dif.  et  ini."  et  puisque  le  diam.  intcr- 
niéiliain."  est  ici  essentiel  au  calcul  ù  liiire, 
il  est  ù  démoutfer  comment  ou  peut  l'ob- 
tenir quand  il  ne  se  trouve  pas  au  nombre 
des  données  nécessaires.  L'iiyporbole  est  telle  que  son  centre  est  en  O  en 
dehors  lie  l'enceinte  de  la  courbe,  et  connue  dans  le  cercle,  l'ellipse  et  la 
parabole,  de  même  dans  l'iiyperbok'  lout  diamètre  OG,  OC  prolongé  bis. 
secte  la  corde  on  double  ordonnée  AH,  ab,  EF,  e/ parallèle  à  la  tangente 
/g-,  t'g'  menée  \ya\'  le  point  C  ou  G  où  tel  diamètre  rencontre  la  courbe.  Il 
suit  <le  là  que  pour  déterminer  le  centre  de  l'hyperbole,  il  n'y  a  qu'à 
mener  et  à  bissecter  en  \)d,  II/i,  depx  paires  de  parallèles  quelconques 
AH,  ab,  VjV,  ef,  et  à  prolonger  en  dehors  de  la  figure  les  droites  \)d,  l\h 
reliant  les  i)oints  de  section,  jusqu'à  leur  rencontre  en  0  qui  sera  le  centre 
voulu,  ou,  si  ia  direction  01)  de  l'axe  est  connue,  l'intersection  de  cet  axe  par 
la  droite  H/*,  prolongée  déterminera  le  centre  voulu.  Maintenant,  par  la 
nature  de  l'hyperbole,  l'on  dénu)ntre  en  "  sections  coniques"  que  20C.CD  -f- 

CD*:20C.Crf-hc/ ::D1J  :d^',ouque   20G.GH  +  GH  :  200.G/i -f  G/i':  : 

HE  :  lie  ;  vcjilà  donc  comment  on  obtient  le  diam.  intermédiaire  ab  ou  ef 
en  prenant  ild~d[)  ou  U/t— /til  suivant  le  cas. 
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ÎÎX.  1.  La  hauteur  CD  fPun  hyperboloïde  droit  ABC  est  lOfKiuccs,  et 
Ad  le  rayon  de  sa  base  est  12  poucen,  le  diamètre  intermé.liuire  ab  est 
15.8745  pouces:  quel  est  le  volume  ? 

Rep.  (24*  +  4  fois  16.8745*)  xl0-r-6=207;J.45469l  pouces  cubes. 

a.  Un  vaisseau  qui  paraît  être  un  conoïdo  hypcrhoiiciuo  droit,  a  pour 
hauteur  ou  profondeur  50  pouces,  pour  diam.  sup.  104  pouvM  i  jK)ur  dian». 
intermédiaire  68  pouces  :  quelle  eu  est  la  capacité  en  gallons  à  vin  ? 

Rep.  104   X. 7854=  8494.8864=  èurf.  de  la  base  supériiiire,  4  fois  68* 

i 

X. 7854=68   X. 3.1416=  14526. 7584,  la  somme  de  ces  surfaces  est  23021. 

6448,  cette  somme  x  ^  50  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  x  50  et  le  produit 
-f  6=191847.04  pouces  cubes,-T-231=830i  gallons. 

3.  Combien  y  a■^il  de  mètres  cubes  d'espace  sous  une  voûte  (jui  a  l'air 
d'être  hyperbolique  et  dont  la  hauteur  est  de  15  mètres,  le  diamètre  de  la 
base  32  mètres  et  le  diain.  intermédiaire  20  mètres  ? 

Hep.  5152.224  mètres  cubes. 

4.  Une  chaudière  en  forme  d' hyperboloïde,  contient  une  certaine  quantité 
de  liqueur;  l'on  demande  combien  il  faudra  encore  de  gallons  pour  la 
reniplir,  la  partie  du  vaisseau  à  combler  ayant  par  coiiHéqnont  la  forme  d'un 
tronc  d' hyperboloïde  à  bases  paralièlns  ;  les  diamètres  de  t'<>.s  bases  sont  24 
et  si  jkJùces^  lé  diam.  intèr.  28.1708  et  la  hauteur  du  tronc  20  pouces  ? 

.«  « 

Rëp.  (24   +32   +4  fois  28.1708  )x.7854  x  20   >  6=  12499^  pouces 

cubes  dii  54.108  gallons,  ou  7.2334  pieds  cubes. 

ft.  L'une  des  parties  composantes  d'un  cul-de-lampe  ou  autre  objet  à  esti- 
mer, présente  l'apparence  d'un  tronc  d'hyperboloïde  dont  la  hauteur  est  12 
pouces,  le  ^etit  diam.  6  pouces,  le  grand  diam.  10  pouces  et  le  diam.  intcrm. 
83  pouôes  :  quel  en  est  le  volume  ?  Itep.  607.59  pouces  cubes. 

RÉM.  Pour  r hyperboloïde  oblique  ou  le  segment  d'un  hypevbulnïdc droit 
par  un  plan  non  perpendiculaire  à  l'axe,  le  "calcul"  enseigne  a  obtenir 
le  volume  en  faisant  la  proportion  suivantt  :  GH  +  2G0  :  :  '^  GlI  +  2G0  :  :  ^ 
cylindroïde  de  même  base  et  hauteur:  volume  requis. 

6.  Soit  à  cuber  un  hyperboloïde  EFG  dont  le  grand  axe  EF  de  la  base 
elliptique  mesure  78  unités  et  son  diamètre  conjugé  69.2,  soit  OG=41.7, 
GH=19.8,  Gjî=15.8  ;  l'on  a  vu  que  pour  trouver  ef'û  y  a  à  faire  2G0.GII 

t  t  t       t 

+  GH  :  2G0.GA  +  Gh  ::  HE  :  Ae  ,  ou  (ce  qui  (T3,  Ax.)  est  la  même  chose) 

:  :  EF*:  ef  ,  c'est-à-dire,  en  chiffres,  2043.36  :  923.67  :  :  6084  :  2750.18=e/ 
d'où  e/=  52.44217  ;  maintenant  la  section  parallèle  e/ étant  une  ellipse  eem- 

blable  à  EF,  on  aura  surf,  ef'^n  faisant  EF  :  e/  :  :  surf.   EF  :  surf,  ef  ou 
6084:  2750.18::  4239.275  :  1916.3=8urf.  e/";  enfin  (surf.   EF  -t- 4eurf.  ef) 
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X  i  G;)=  volume  EFG,  ou  (42.']9.275  +  4  fois  1916.3)  x  15.fl  et-:-C-=;U,.-5'18. 
4508  unités  de  volume  dans  le  solide  à  estimer.  Pour  preuve,  la  règle 
donnée  dans  la  remarque  (pii  précède  cet  exemple  donne  10:1.2:96.6:: 
:i:!190.272:;:  :U,:M8.1525,  la  didérence  arai'g^îtî  ou  .00000005  étant  due 
aux  décimales  négligées. 

PROBLÈME  L. 

Déterminer  le  volume  d'im  tronc  quelconque  ABEP 
d'hyperboloide  à  bases  AB,  EF  non  parallèles. 

(ISGT)  REGLE.  Faites  séparément  les  volumes  respectifs  de  ihy. 
perboloïde  entier  ABG  et  de  V hyperhnloide  partiel  EFG,  et  prenez  la 
différence  de  ces  volumes  qui  sera  la  solidité  voulue. 

Menez  B6  parallèle  à  EF,  Ee  parallèle  à 
AH,  bissectez  ces  deux  paires  de  parallèles  et 
par  les  points  de  bisseclion  menez  les  droites 
HO,  II'O  dont  l'intersection  en  O  sera  le  centre 
de  la  courbe  génératrice.  Par  les  points  d'in- 
tersection G,  G'  Inenez  les  perpendiculaires  CîP, 
G'p  aux  bases  AU,  EF  et  le  volume  demandé 
sera  (surf.  AB  +  4  surf,  section  intermédiaire 
entre  AB  et  G)  x  J  GP,  moins  (surf.  EF  +  4 
surf.  sect.  inter.  entre  EF  et  G')  x  J  G'p. 

KE9I.  I.  Pour  fixer  la  direction  de  l'axe  CD  de  révolution  :  du  centre  0 
avec  un  rayon  quelconque,  intersectez  les  côtés  oppo.«és  delà  courbe,  joignez 
ces  intersections  par  une  ligne  droite,  et  OD  menée  perpendiculaire  du  centre 
0  sur  cette  dernière  sera  la  direction  voulue. 

REM.  II.  Pour  trouver  les  pointsG  et  G',  c.-à-d.  les  facteurs  GP.  C>'p  et 
les  autres  éléments  nécessaires  au  calcul  des  surf,  des  sections  intermédiaires 
et  des  volumes  des  solides  entier  et  partiel,  on  a  vu  (1566)  que  20G.GII  + 

GH*:  20G.G/1  +  Gh  :  :  AB*  :  eE,  ce  qui  donne  (96.  div.)  (20G.GH  +  GH*) 

t  t  t         t       t 

-(20G.G/1  +  G^  )  :  20G.G^  +  GA  :  :  AB  -  eE  :  eE.  Dans  cette  proportion, 

on  connaît  (20G.GH  +  GH*)-(20G.G/i  +  Gy^')=?IT/t./iO  +  H/i'(comme 

une  simple  esquisse  de  20G.GA+G/i  superposée  à  20G.GH  +  GH  le  fait 

'  '  » 

voir  de  suite);  on  connaît  aussi  AB  —  eE  et  eE  ;  c'est-à  dire,   3   termes 

t  t 

pour  trouver  le  4ième  20G.G^  +  Oh  ;     maintenant  CSftO)  hO   —  (20G.G/i 

+  G/i*)=G0',^G0'=Q0,  HO-GO=GHet  à  l'aide  de  GH  et  de  l'angle 
GHB  on  détermine  GP,  etc.,  etc. 
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PROBLÈME  LI. 

Déterr-'.iner  le  volume  près,  d'un  fLiseau  quelconque,  soit 
circulaire,  elliptique,  parabolique  ou  hyperbolique. 

(BôGS)  RE^jSLE.  Divisez  le  demi-fuseau  (ACD  ou  lîCD)  en  deux 
sections  ou  tranches  parallèles  (AEF,  ECDF)  d^  épaisseur  ou  hauteur  (AL, 
LK)  égale  ou  à  peu  près  égale,  par  des  plans  perpendiculaires  d  l'a.re  de 
révolution  (AB)  de  la  courbe  génératrice  (ACB  ou  AI)I>)/  faites  séparé- 
ment le  volume  de  chacune  de  ces  tranches,  en  ajoutant  à  la  somme  des 
surfaces  de  leurs  bases  parallèles  ou  opposées,  4  fois  la  surface  d'une 
section  (ef  cd)  également  éloignée  de  ces  bases,  et  mullipliezle  tout  par  ^ 
de  la  hauteur  de  la  tranche  ;  faites  ensuite  la  somme  des  volumes  des 
deux  tranches  composantes  et  doublez  le  résultat  pour  le  volume  près,  du 
fuseau  proposé. 

(lôC»9)  £xl.  On  dcinaudc  1<!  vol. 
I)rc>*<i,  (l'un  fageau  circulaire  (c.  à-d. 
engeiiilré  par  la  ré^folution  d'un  arc  de  cercle) 
dont  lu  luiigiieur  AB  est  48,  et  le  diain.  CD  36  ? 

!t«î».  Si  les  diamètres  intermédiaires  EF, 
ef  cd  ne  sont  pas  donnés  ou  qu'on  ne  puisse 
les  obtenir  directement  par  le  luesurage  du 
solide  à  estimer,  il  sera  facile  de  les  déterminer 
par  le  calcul;  ainsi  on  aura  'tout  d'abord  le  rayon  oO  de  l'arc  ACl'  par  la 

jiiéthode  du  par.  (5-SO)  :  24  -:-18=.''>2=  le  reste  du  diam.  dont  CK  t'ait 
partie,  le  Iiani.=  .j2 -I-  18=50  et  le  rayon  par  conséquent=  2.5.  Maintenant 
on  aura  op,  oq  et  or  respectivement  é;.'aux  aux  racines  carrées  dos  dillérences 
entre  le  carré  du  rayon  et  les  carrés  de  ep,  \lq  et  cr,  ce  cjui  est  évident  ;  or, 
si   l'on  suppose  AL=KL  on  aura  A7i=nL=L??i=7/tK,  ou  cr^Ci,  Er/=  12, 

€p=  18,  op  =oe"'-e^  =62â  -  324=  .'ÎOl  dont  la  V  est  17.a49:î.")2  de  laquelle 
retranchant  oK=7=25  —  18  il  resteK^  ou  e»=10.34ri!.V2  et  par  conséquent 
e/ ou  2en=- 20.698704  ou  Roit  20. G987,  car,  comme  la  difVérence  de  volume 
d'après  cette  règle  est  toujours  en  plus,  on  peut  négliger  au  moins  les  dernières 
décimales  ;  de  la  même  manière  on  trouve  diam.  EF==  29.863  et  cd=  34.ô.')SG. 

î  î  2 

Le  volume  de  FC=(DC    +  4  cd   +  EF  )  x  .7854  x  i  KL  ou  par  2=  10031. 

82,  le  volume  de  efk=(EF  +4  e/')x  .7854x  2  =  4092.72,  ces  volumes 
ajoutés  l'un  à  l'autre  et  le  tout  x  2  ,donne  jjour  volume  du  l'useau  entier 
30019  unités  cubi(}ues. 

KE.'^Ï.  Le  volume  exact  du  fuseau  du  dernier   exemple   e.-t    29916. GTlIi 
c.-à.d.  que  le  volume  rapproché  excède  de  ^i^fs  ou  de   .0044  (moins  d'un 
demi-ceiitième)  le  volume  réel,  ce  qui  équivaut  d'ordinaire  dans  la  pratique 
à  une  exactitude  parfaite  ou  suffisante  au  moins,  eu  égard  au  travail  addi 
tionnel  qu'il  faut  donner  au  calcul  d'après  les  règles  ordinaires  ;  et  d'ailleurs 


'  a- 


(le  l'arc  AClî  parla 

liaiii.   dont  CK  fait 

,1=25.     }»ialiitenant 

Lrrées  des  diHérences 

(iiii  est  évident  ;  or, 

ou  cr=r),  V.(l=Vl, 

|T.:'.iSi:'.V2  de  laquelle 

i2  et  par  coii fréquent 

iflerence  do  vonunc 

lu  u>uiti.--U'rt  dernières 

|.HG;')et«Z=;i4.ô:')SG. 

;L(,upar2-=10;).11. 

|'J2.T-,    ces   volumes 
Le  dvi   i'useaii  entier 


|)le    e.-t    21ID1(;.('T1!' 

.00  M    (moitié  d'un 

lire  ilaus  la  pratique 

lard  au  travail  addi 
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coniiuo  on  l'a  déjà  dit  (ll.'J'î',  1531)  on  peut  avec  la  règle  ici  doiuiée  porter 
la  précision  à  tel  degré  qu'on  voudra  par  une  subdivision  du  demi-l'useau  en 
tranches  plus  nombreuses  et  dont  les  côtés  s'approchent  davantage  de  la 
ligne  droite. 

(1570)  Ex.  'Z.  Trouver  le 
volume  i>re<«,  «l'un  fuseau 
«;!iiîl>li«iue  rc'est-à-dire  engendré 
par  la  révolution  d'un  arc  d'ellipse 
autour  d'une  cjrde   perpendiculaire 


M  JP  7  ^  /  0 


'ir 


à  l'un  de  ses  axes)  dont  la  longueur  AU  est80  décimètres,  le  plus  grand  diain. 
01)21:  décimètres  et  un  diam.  EF  également  éloigné  de  A  et  CD  ly.i)'.)0i)4 
décimètres  ? 

B&cp.  Soit  AECGB  la  courbe  génératrice  ;  pour  en  trouver  le  centre,  mené.?; 
(S502.  R.  I.)  deux  cordes  parallèles  quelconques  BC,  a^ et  par  les  pointa 
milieux  de  ces  cnnles  menez  une  droite  GO  qui  intersectera  CD,  prolongé  s'il 
le  faut,  en  0  centre  de  l'ellipse.  Soit  maintenant  00=00,  l'on  a  un  diam. 
de  rellipse=2C0,  une  ordonnée  AK  ou  KB=  ^  AB=40,  une  abscisse  CK  ou 
segment  du  diam.=  12  et  par  conséquent  l'autre  segnient=2C0  — CK=60  — 
12=48  pour  trouver  (1562,  R  I.)  l'autre  diamètre  MN  do  l'ellipse  en  faisant 
VCKx  (2C0 -CK)  :  KB  :  :  2C0  :MN  ou  Vl^x48.40  :  :  GO  100=MN,  MN 
étant  le  moindre  ou  le  plus  grand  diam.  de  l'ellipse,  suivant  que  le  rectangle 
des  segments  est  plus  grand  ou  moindre  que  le  carré  de  l'ordonnée  ou 
perpendiculaire  KB. 

Pour  avoir  ef,  on  fera  d'al)ord  la  proportion  MX  :  2C0  ou  (ce  qui  est  la 
même  chose)  MO  :  CO  :  :  "^Mq.qS  :  qe  ou  50  :  .30  :  :  V^ïTx'SO  :  eq  =  24  et 
comme  nq=  K0=  CO  —  CK=  30  -  12==  18,  on  aura  en=  24-  18=  G  et  diam. 
ef=2en=l2;  on  trouvera  de  même  cs=  29. 3!)412,  es  —  ms=  11. 3941 2=  c»i 
et  2cm=diam.  ccî=  22.78824.  ^  Si  EF  n'était  pas  donné  on  le  déter- 
minerait tout  de  même. 


Diam.  EF  18.99094    =   360.6558 


Diam.  EF  18.9909j"=  360.6558 


4  Diam.  cd  22.78824   =2077.2155  4  Diam.  ef  12.00000   =    576.0000 

Diam.  CD  24.00000*  =  576.0000 


Somme  --3013.8713 
X         .7854 


Somme  =    936.6558 
X  .7854 


Produit  =2367.0935 
X  40 


Produit  =735.649465 
X  40 


H-6)  94683,74 

Quotient   =  15780.62 

==  2  vol.  ECDF 


~Q)  29425.97KG 
Quotient  =    4904.32976 
=  2  vol.  EFA 


vol.  2    FC   =  15780.62 
vol.  2  EFA  =    4904.33 


1^ 


vol,      AB    =  20684.95 
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La  somme  20,084.95  de  ces  volumes  est  celui  du  fuseau  proposé  et  ne 
diffère  que  de  57  unités  en  plus,  ou  du  quart  de  1  pour  cent,  du  vol.  exact 
20G28.34  dont  le  calcul  par  les  régies  ordinaires  exige  un  travail  bien  plus 
considéraltle,  et  offre  par  suite  de  la  diversité  des  opérations  à  faire  (telles 
quedétaillées  dansunénoncédc  16  lignesde  texte)  beaucoup  plus  d'occasions 
de  se  tromper,  comme  c"ost  d'aillejiirs  toujours  le  cas,  plus  ou  moins,  quand 
le  procédé  à  suivre  n'est  pas  tellement  simple  et  directe  qu'on  puisse  sans 
effort  se  rendre  compte,  en  poursuivant  les  détails  du  calcul,  de  la  raison 
d'être  de  chacun  d'eux.     Voici  l'énoncé  dont  il  s'agit. 

1'^.  De  trois  fois  le  carré  du  diamètre  au  centre  (CD)  soustrayez  quatre 
fois  le  carré  du  diamètre  (EF)  entre  le  milieu  et  l'extrémité  ;  aussi,  de 
quatre  fois  ce  dernier  diamètre,  retranchez  trois  fois  le  diamètre  au 
centre  ;  et  un  quart  du  quotient  provenant  de  la  division  de  la  première 
différence  par  la  dernière,  donnera  la  distance  centrale  (OK). 

3°.  Trouvez  par  la  méthode  du  par.  (1562,  R.  I.)  l'axe  de  V ellipse  et 
par  la  méthode  du  par.  (1413)  la  surface  du  segment  générateur  (ACB). 

3°.  Divisez  trois  fois  la  surface  ainsi  trouvée,  par  la  longueur  (AB) 
du  fuseau,  et  soustrayez  du  quotient  le  diamètre  au  centre  ;  multipliez 
alors  le  reste  par  quatre  Jois  la  distance  centrale,  et  retranchez  en  le 
produit  du  carré  du  diamètre  au  centre  ;  ce  dernier  reste  multipliée  par 
le  tiers  de  la  longueur  du  fuseau  et  le  produit  de  nouveau  par  1.57079, 
donnera  le  volume  du  fuseau. 

Le  calcul  à  faire  d'après  cet  énoncé  est  d'au  moins  deux  à  trois  pages,  et 
cela  sans  même  y  comprendre  les  détails  des  multiplications,  divisions  etc.  ; 
tandis  que  tout  ce  qui  est  essentiel  à  l'énoncé  de  la  règle  ici  donnée  se 
résume  en  ces  mots  :  Multipliez  la  sixième  partie  de  la  hauteur  de 
chacune  des  tranches  composantes  par  la  somme  des  surfaces  de  ses  bases 
plus  quatre  fois  la  surface  d' une  section  à  demi-distance  entre  elles,'  la 
somme  des  volumes  ainsi  obtenus  sera  le  volume  du  fuseau  d  très  près  ; 
et  comme,  dans  la  pratique,  l'on  obtient  d'ordinaire  les  diamètres  nécessaires 
ef  EF,  cd,  CD  par  un  mesurage  direct  de  ces  diamètres  ou  de  leurs  circon- 
férences respectives,  tout  le  calcul  à  faire  se  réduit,  sauf  les  multiplications, 
à  celui  que  l'on  vient  d'indiquer  au  bas  de  la  dernière  page. 

(1511)  Ex.  3.  Trouver  le  vol. 
d'un    fuseau     parabolique, 

(c'est à-dire  engendré  parla  révolution 
d'une  parabole  ACB  ou  AD13  autour 
d'une  double  ordonnée  AKB  perpendi-  li-v^! 

culaire  à  l'axe  CK)  dont  la  longueur  'f'~jf'^' 

AB   est  60  et  le  plus  grand  diam.  CD  34  ? 
Rep-  Dans  le  cas  de  la  parabole  et  des  distances  égales  An,  nL,  Lm, 
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lu  propopé  et  ne 
ent,  du  vol,  exact 
travail  bien  plus 
ons  à  taire  (telles 
ipplusd'occasioîis 
i  ou  moins,  quand 
qu'on  puisse  sans 
alcul,  de  la  raison 

soustrayez  quatre 
'rémité  ;  aussi,  de 
is  le  diaiuèire  au 
on  de  la  première 
e  (OK). 

l'axe  de  V ellipse  et 
générateur  (ACB). 

la  longueur  (AB) 
centre  ;  multipliez 
t  retranchez  en  le 
este  multipliée  par 
iveau  par  1.57079, 

lUX  à  trois  pages,  et 

lions,  divisions  etc.  ; 

•èale  ici  donnée  se 
de  la  hauteur  de 
rfaces  de  ses  bases 
ce  entre  elles;  la 

~useau  à  très  près  ; 

[aniètres  nécessaires 
ou  de  leurs  circon- 
les  nuiltiplicatious, 
e. 


K. 


3> 


^1 


[aies  Aw,  nL,  L»^, 


wK,  les  diamètres  intermédiaires  ef,  EF,  cd,  s'ils  ne  sont  point  donnés  sont 
ilo!*  plus  aisés  à  déterminer  puisque  comme  on  l'u  vu  CI.'i64)  les  abscisses 
ou  segments  Cp,  Cq,  Cr,  de  l'axe  sont  comme  les  carrés  des  ordonnées 
correspondantes  ep,  Eq,  Cr  et  que  quand  ces  ordonnées  sont  des  multiples 
ou  sous-multiples  égaux  l'une  de  l'autre,  les  segments  ou  abscisses  sont 
aussi  de  simples  multiples  ou  sous-multiples  de  l'axe  entier  CK;  or  (215) 

2  2 

à  cau.-e  de  Eq=  It  AK  on  aura  Eq  —-^  AK  et  par  conséquent  Cq=l  CK, 
on  aura  de  même  Cr  -  ?  Cq  ou  ^'^  CK  et  C^  =  f\  CK  puisque  ep  :  AK  :  :  3 : 4 

2        2 

et  que  :5  .-i  ::i):l(;;  l'on  trouvera  donc  de  cette  manière  Cç=17-^4  =  4.25, 
Cr  4.2.^^4  ou  17  :  IG  =  1.0(i25,  (>=  ,9.17  =  è  +  jV  =  8.5+ 1.0625  =  9..5625, 
dVù   Ton  obtient  diam.  p/-2^K  =  14.875,   EF  =  2K7-=  2Ô..5,    cd  =  2Kr  = 

.T1.S7:)  ;  maintenant  vol.  AEF  =  (surf.  EF  +  4  surf,  ef)  x  ^  AL  =  (EF*  +  4  e/  ) 

X. 7854  xi  AL=(25.5%4  fois  14.875^  x  .7854  x  2^  ou  de  suite  par  5 
(puis  qu'il  y  a  deux  concï.les  ou  segments  égaux  dans  le  fuseau  à  estimer)= 

2  t  t 

C0;5;î.1  unités  cubiques;  le  volume,  du  tronc  FC  =  (34  +4fois31.875  +25.5  ) 

x  .78.')4  X  2;^  ou  par  5  pour  avoir  2FC  =  23052.7  unités  cubiques  ;  la  somme 

21)085.8  de  ces  volumes  est  la  solidité  du  fuseau  proposé  ;  elle  ne  diffère  de 

la  solidité  exacte  21)053.4  que  de  32  unités,  c'est-à-dire  de  yg^^'-j  ou  .0011 

soit  ^  de  1  pour  cent  en  plus. 

IftKiTï.  Quelque  compliquées  que  soient  les  règles  ordinaires  pour  le 
volume  des  fuseaux  circulaire  et  elliptique,  la  règle  pour  le  fuseau  parabo- 
lique est  au  contraire  fort  simple;  elle  consiste  seulement  à  multiplier  le 
carré  d".  diamètre  central  par  la  longueur  du  fuseau  et  le  produit  de 
nouveau  par  .418379  C  =  3.14159-f-72J  ;  maisil  y  a  toujours  ceci  à  considérer 
que  si  le  fuseau  n'était  pas  proprement  dit  parabolique  cette  dernière  règle 
pourrait  être  assez  loin  de  fournir  un  volume  exact,  tandis  que  par  la  règle 
générale  qu'on  trouve  ici  pour  tous  les  solides  élémentaire.^,  on  n'a  pas  à 
s'occuper  ttat  d'abord  de  11  nature  du  solide  à  estimer,  si  ce  n'est  toutefois 
quand  il  y  a  lieu  de  déten  dner  par  le  calcul  les  diamètres  intermédiaires 
dont  on  a  besoin. 

(I5T2)  Ex.  4.  Un  fuseau  ABCD  qui  a  l'ap- 
parenced'être  hyperbolique  Cc-à-d.  engendré 
par  la  révolution  d'une  hyperbole  ACB  ou  ADB 
autour  d'une  corde  ou  double  ordoimée  AKB 
p  rper.dicuU.ire  à  son  axe  CK  ou  KD)  et  dont  le 
plus  grand  diamètre  CD  =  71  pouces,  mesure  106 
pouces  en  longueur  AB,  et  ses  diamètres  intermé- 
diaires pris  en  .^  endroits  m,  L,  n,  équidistants 
l'un  de  l'autre  et  chaque  distance  égale  au  quart 
de  la  demi-longueur  AK  du  fuseau,  sont  respecti- 
vement e/=26.8,  EF-49,  crf=G5.4  :  quel  en  est  le  volume  ? 
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Rcp.  (CD"  +  A  cd   +  EF  )  x  .7854  x  ,\  LK  ot  (KF  'i-  4  f/";  x  .7S54  x  ' 

2  2 

AL,  o'jcequi  cstla  niêmcchoae,  puipqiie  AL=LK,  volmne  =  ((^D    +4cd   + 
2EF    +  4  f/  )  X  .7854  x  ^  LK  ou  AL  on  par  \  LK  ou  AL  pour  avoir  de  etiite 

2  2  2 

le  volnine  du  fuseau  enticr=(71    +4  fois  05.4"  -i-  2  fois  49    +  4  foia  26.8  )  x 
.7854  x53-r-6  =  206.914  pouces  cubes  ou  119.742  pieds  cubes. 

Pour  trouver  0^  ou  C^  et  par  suite  pK=CK  ~  Cp  =  en=  i^  diarn.  intcrtn. 
ef,  on  a  d'abord  AK*:e/  ::  20C.CK  +  Ck':  20C.Ci>l- C^",  puis,  coinmeon 
l'a  dit  (1561,  REOT.  II.)  (20C.CK  +  Ck')  -  (20C.Cp  +  Cp^)=:2Kp pO 

2  2  2  3  2 

+  Kp  ;  or,  il  est  clair  (359)  que  2Kjî.^0 -I- Kj:;   +pO   =K(J  ;  d'où,  ^0 

=  KO^  -  (2K;?.pO  +  Kp^)  oupi}=Ko'  -  (20C.CK  +  CK  -  20C.Cp  +  c/) 

et  Op=:   Op  .     On  aura  de  même  qo  en  tronvatit  d'abord  2OC.C7  +  Qq  = 

2  2 

(20C.CK  4-  CK  )  X  Ef/  et  en  extrayant  ensuite  la  racine  carrée  de  la  dilîé- 
ÂK^ 


rence  ou  du  reste  KO^  -(20C.CK  +  Clv^  -  20C.Cf/  +  Cf/«)  puis  il   viendra 

Or  =  ^kO'- -  v20C.CK  +  CK»* --2TJcrc7+ï>^) ,  et  par  suite  les  antres 
diamètres  nécessaires  EF,.  cti.  On  a  déjà  fait  vuir  que  pour  trouver  le 
centre  0,  et  par  conséquent  OC  ou  OK  et  il  n'y  a  qu'à  mener  et  à  bissecter 
deux  cordes  parallèles'  quelconques  cB,  Cb  île  la  puurbe  génératrice  pour 
relier  ensuite  ces  points  de  bi.ssection  par  une  droite  dont  le  proKnigonu'iit 
intersectera  l'axe  (prolongé  s'il  le  faut)  de  la  courbe  en  un  point  0  qui  sera 
le  centre  voulu. 

(1573)  REM.  Si  l'on  a  dévoué  à  l'étude  du  fuseau  nn  espace  un  peu  con- 
sidérable ce  n'est  pas  que  ce  solide  proprement  dit  s'offre  très  souvent  à  l'esti- 
mation du  mesureur;  mais  c'est  afin  d'en  venir  à  la  considération  du  tronc 
de  fuseau  qui  fait  le  sujet  du  problème  suivant  et  qui  se  présente  tous  les 
jours  8OU8  les  mille  et  une  formes  et  dimensions  variées  de  fûts  et  futailles, 
barils  et  barriques,  tonnes,  boucaults,  poinçons,  quarts  etc,  comme  on  en  fait 
usage  pour  contenir  et  transporter  le  tabac,  le  sucre,  la  fleur,  le  lard,  l'huile, 
la  mêlasse,  la  bière,  l'eau-de-vie,  le  vin,  les  liqueurs  en  général  et  mille 
autres  substances  capables  de  s'adapter  à  la  forme  de  ces  vaisseaux. 
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Déterminer  le  volume  du  tronc  central  d'un  fuseau 
quelconque,  c'est-à-dire  d'un  tronc  ou  segment  de 
fuseau  dont  les  bases  opposées  et  parallèles  EF, 
GH  sont  égalemei-t  éloignées  d'un  plan  CD 
parallèle  aux  bases  et  passant  perpendi- 
culairement par  le  centre  o  de  l'axe 
du  fuseau  dont  le  tronc  fait  partie. 

(1574)  RriwI.K.  A  la  surface  do  l'une  EV  des  deu:v  bases  égales, 
ajoutez  celle  d'une  s>"ction  parallèle  CI)  ])rise  au  centre  du  tronc  et  4  fois 
la  surface  d'une  section  parallèle  inlennédiaire  cd  également  éloignée  du 
centre  n  et  de  la  hase  A,  et  multipliez  le  tout  par  J  delahauteur,  longueur 
ou  épaisseur  du  tronc  :  le  résultat  sera  le  roluvie  demandé. 

KC^I-  llostàpeiiic  nécessaire  de  dire  que  ^_ — ^  C 
pour  ohici-ir  piir  le  calcul  le  diatnè're  intermé- 
diaire cd,  011  a  Cp  é^'al  à  ladeinitlilférence  entre 
les  diamètres  CD,  EF  et  qii'cm  trouve  ensuite 
Çq  et  par  suite  C(i  — CD-2CV/,  de  la  même  ma- 
nière que  dans  les  divers  cas  du  dernier  problème. 
Si  c'est  une  hitaille  dont  on  a  à  estimer  la  capa- 
cité on  en  obtiendra  le  diamètre  intérieur  CD  en  introduisant  par  la  bonde 
une  échelle  de  pouces  ou  d'autres  parties  égales.  On  aura  le  diani  intermé- 
diaire cd  en  mesurant  la  distance  ac  entre  la  futaille  et  une  tringle  ou  règle 
rectiligneeg'  tangente  en  C,  pour  faire  ensuite  cd=CD-2ac.  De  la  longueur 
entière  mesurée  en  dehors,  on  distraira  ensuite  la  somme  des  épaisseurs  des 
deux  fonds,  pour  la  longueur  intérieure  ou  hauteur  à  entrer  dans  le  calcul. 
Pour  avoir  eg  tangente  en  C,  il  est  clair  qu'on  n'aura  qu'à  voir  à  ce  que  eE 
-  gGr  ou  Ae  =  lig;  enfin,  eg  longueur  extérieure  de  la  futaille  serait  la  dis- 
tance interceptée  sur  la  droite  eg  par  deux  autres  droites  Hg-,  Fe  appuyant 
sur  les  fonds  parallèles  de  manière  à  rencontrer  eg.  L'on  arriverait  encore 
(1444)  aux  surfaces  voulues  des  sections  respectives  CD,  ci,  EF  en  mesu- 
rant à  l'extérieur  de  la  futaille  les  circonférences  de  ces  sections  dont  il  y 
aurait  à  distraire  la  double  épaisseur  des  douves  multipliée  par  3.1416  ou 
par  34. 

Ex.  1.  Quel  est  le  volume  du  tronc  central  d'un  fuseau  circulaire  dont 
la  longueur  est  40  pouces,  le  plus  grand  diam.  36,  le  plus  petit  16,  et  le 
diam.  intermédiaire  31.82G  pouces  ? 

Rep.  (surf.  CD  +  4  surf,  cd  +  surf.  EF)  x^iO  =  (3Q  +4  fois  31.826*  +  16  ) 
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X.7854X  40  ;-6 -2t),.TI0  pouces  cubes  qui   n'cxcè.le  que  de  .fl02«  ou  (l'ini 
peu  plue  que  le  quart  de  l   pour  cent  le  vuluine  exact  2;i,2")7.:{  pouces  ciiU-y. 

H.  La  longueur  d'un  tronc  de  fuseau  circulaire  est  3  pieds  i  pouces,  le 
diamètre  au  centre  2  pieds  8  pouces,  le  diuni.  extrême  2  pieds  et  le  dium. 
intermédiaire  ;}0.0')88;  quel  en  est  le  volume  ? 

Rep.  27,301  pouces  cubes  contre  27, 287. J  pouces  cubes  le  volume  exact, 
ou  un  excédant  de  .0005  ou  de  j'^  de  1  pour  cent. 

3.  On  demande  la  capacité  d'un  vaisseau  en  forme  de  tronc  de  fuseau 
circulaire,  la  longueur  60  pouces,  les  moindre  et  plus  grand  diamètres  2,") 
et  35  pouces  et  le  diam.  interm.  32.574  ? 

Rep.  39,887  pouces  cubes  :-l728  =  2:5. 083  pieds  cubes,  contre  3!),782 
pouces  cubes  ou  23.022  pieds  cubes,  soit  un  excédant  de  .0020  ou  du  (jiuut 
près  de  1  pour  cent. 

4.  La  zone  centrale  d'un  fuseau  circulaire  mesure  3  pieds  en  li mineur, 
les  diamètres  extrêmes  sont  2  pieds  et  10  pouces  et  le  diam.  interm.  calculé 
est  22.0722  :  quelle  en  est  la  solidité  ? 

Rep.  13,104  pouces  cubes  ou  7.58327  pieds  cube-;,  le  volume  exact 
d'après  les  règles  ordinaires  étant  13,0'JO.  4  pjuces  cubes  ou  7.575  46  pieds 
cubes,  soit  une  erreur  en  plus  de  .00103  ou  j'^  de  1  pour  cent. 

5.  Quelle  est  la  capacité  d'un  boucault  dont  la  longueur  est  de  5  pieds, 
les  diamètres  extrêmea  60  et  30  pouces  et  le  diam.  interm.  45.394  ? 

Rep-  91,439.89  pouces  cubes,  contre  91,302.75  le  vol.  exact,  la  diflërenco 
en  plus  étant  de  .0015  ou  de  tj^  de  1  pour  cent. 

6-  Une  barrique  qui  paraît  former  partie  d'un  fuseau  elliptique  a  2S 
pouces  en  longueur,  son  plus  grand  diam.  est  de  24  pouces,  le  diam.  à  la  têto 
21.6  et  le  diam.  interra.  23.40909  pouces:  quelle  en  est  la  capacité  en  gallons 
à  vin  de  231  pouces  cubes  au  gallon  ? 

Rep.  (24%  21.6  +  4  fois  23.40909*  )x  .7854  x28-:-6  =  ll, 855. 2  pouces 
cubes,  contre  11,854.75  le  vol.  exact,  l'excédant  n'étant  dans  ce  cas  que 
de  .000005  ce  qui  montre  que  la  barrique  proposée  est  à  très  près  un  tronc  de 
sphéroïde,  la  règle  donnant  alors  comme  on  l'a  vu  (1562)  le  volume 
exact.    La  capacité  demandée  en  gallons  est  51.31G. 

T.  Combien  de  gallons  contiendra  une  tonne  de  courlure  elliptique  dont 
le  grand  diam.  est  32  pouces,  le  petit  diam.  24  pouces,  \^■  diam  à  10  pouces 
de  la  tête  30.15756  pouces  et  la  longueur  40  pouces  ? 

Rep.  27,425.7  pouces  cubes  ou  (-^231)  118.726,  soit  118^  gallons  près  ; 
la  capacité  exacte  est  27,419.6  pouces  cubes,  la  dilférence  en  plus  n'étant 
que  de  6  pouces  cubes  ou  d'un  40ème  de  gallon. 

8.  La  zone  centrale  d'un  fuseau  parabolique  est  de  36  pouces  en  longueur, 
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le  vohinie  exact, 


002G  (iii  (lu  (luart 


>yact,  la  différence 


son  tliaiiiètre  au  centre  est  aussi  de  .^G  pouces,  ce'iii  de  la  tôle  20  p.»ijoo  est 
le  (iiaiii.  intenn.  '.VI  pouces;  quel  eu  est  le  contenu  solide  eu  pieds  c.uhes? 

Rcp.  27,21)1  pouces  cubes,  contre  27,2;J:{.!)  vol.  exact,  ou  un  excédant  de 
.0022,  soit  une  erreur  en  plus  de  j  de  I  pour  cent.  En  pieds  cubes  le  volume 
est  15.795  contre  15.70. 

9.  Déterminer  la  capacité  d'une  tonne  dont  la  longueur  est  de  40  pouces, 
les  grand  et  jietit  diamètres  '.i'I  et  21  pouces  et  le  diam.  interui.  30  pouces  ? 

Rep.  (32^'  1-21^+4  fois  30*)  x  .7H54  x  40 -=-0  =  27,227.2  pouces  cubes 
ou  117.87  gallons  près  ;  le  volume  exact  est  27,210.5  pouces  cubes,  s()it  uik? 
erreur  de  .000()2  ou  j'g  de  1  pour  cent,  éciuivalent  à  i'^  de  gailon  ou  un  peu 
plus  que  1  septier. 

10»  Combien  y  a-t-il  <le  pieds  cubes  dans  un  boucault  dont  le  diam.  au 
centre  est  5  pieds,  à  la  tête  3  pieds,  son  diam.  intermédiaire  4.5  pieds  et  sa 
longueur  7  pieds  ? 

Rcp.  105.3745,  contre  105.19121  le  vol.  exact,  ou  un  excédant  de  ,\  de  1 
pour  cent. 

11.  Combien  pourra-t-on  faire  entrer  de  gallons  de  sel  dans  un  baril  vide 
de  fleur  dont  la  hauteur  est  25  pouces,  le  diam.  inf.  ou  sup.  17  pouces,  le 
plus  grand  diam.  20  pouces  et  le  diam.  interm.  entre  le  tond  et  le  centre 
19.3  pouces  ? 

Rep.  (17* +  20*  hl  fois  19.3*)  ou  2179  x  .7854x25-4-6  =  7130  pouces 
cubes,  divisant  par  231  on  a  30  gallons  1  pot  et  3  chopines  près  ou  (-^2339) 
3  ^\f  minots  près. 

1*2,  On  a  trois  variétés  de  futailles  dans  lesquelles  les  diamètres  extrêmes 
sont  24  et  32  pouces,  dans  l'une  le  diam.  interm.  est  30.2  pouces,  dans  une 
autre  ce  diam.  mesure  30  pouces  et  dans  la  troisième  29.2  pouces,  la 
longueur  est  42  pouces,  quel  est  le  contenu  de  chaque  futaille  en  gallons 
impériaux  de  277.274  pouces  cubes  au  gallon? 

Rep.  (24* +  32*  +  4  fois  30.2")  x  .7854  x  42-^6 -^277.274=104.06  contre 
104,  dif.  =  5'(j  gallon. 

(24   +32    +  4  fois  30*)  X. 7854  x42-^-6-+-277.274^  103.106  contre 
103,  dif.  =  ^'o  gallon. 


(24*  +  32*  +  4  fois  29.2  )  x  .7854  x  42-^6- 


-277.274  =  99.35  contre 


99.3,  dif.=2'5  gallou. 
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PROBLEME  LUI. 


Trouver  le  volume  près,  d'un  tronc  de  fuseau  quelconque 
EFHG  ou  cdGH,  à  bases  parallèles  perpendiculaires 

à  l'axe  du  fuseau. 


CI.'iT5)  BCB^liB-B]  Fiiitrtt  nèparcnipnt  leif  vnlumci^  de  chacune  f/cf 
tninches  KKIX',  ('>lll){'  ail uées  de  côtéx  nppnscH  du  centre  ou  iilun  <sr(ind 
diavi.  (-1)  du  tronc  donné,  en  ajoutant  d  la  somme  des  hanes  Cl),  KV 
CD,  GII  de  chacune  d'elles  (/uatrcfois  la  surf,  d'une  section  intermédiaire 
ef,  cd,  et  multipliez  ces  sommes  par  tm  sixième  de  la  hauteur  des  tranches 
respect! res  ;  la  somme  de  ces  volumes  sera  le  volume  demandé. 

IIK.U.  Il  est  chiir  ((iic  .si  U'  troiio  est  liUéral  connue 
cdIKi  ou  im'il  lie  s'étcmli'  piv.-f  uu-ilolà  tlii  centre  CI),       —  , ^^MMir-t  ', tj 
on  n'a\ira  (ji/iine  weiile  npératiisii  à  faire  pour  en  déter-      gL^^^^^^A- 
miner  le   vdlunie  — (.-^iirf.  cd-\-6\\v\'.  (111  +  4  suri",  gh) 
X  ,'.  oU. 


W.X.  1.  L'une  dos  parties  composantes  d'un   cul-de- 
lanipe  présente  la  tonne  d'un  tronc  latéral  de  fuseau. 

Ses  trois  diamètres  sont  2t.  :>')  et  ;)2  pouces  et  sa  hauteur  21  pouces:  quel 
en  est  le  volume. 

Rep.  ('-  i  +  '52  4-  4  fois  30  )  x  .7854  x  21-^-6  =  14,294  pouces  cubes  ou 
8.272  pouces  cubes. 

fl.  Une  tonne  placée  debout  et  dont  la  liauteur  est  de  42  pouces  et  le 
diam.  sup.  21  ponces,  contient  du  vin  jusqu'aux  trois  quarts  de  sa  hauteur  ; 
la  capacité  entière  de  la  tonne  est  do  101  gallons  impériaux  (277.274  pouces 
cubes  au  gallon)  combien  reste-t-il  de  gallon-s  dans  la  tonne  ? 

Ucp.  Ici,  puisque  le  volume  entier  du  tronc  de  fu.seau  à  estimer  est 
connue,  alors,  au  lieu  de  faire  séparément  les  volumes  des  2  tranches  com- 
posantes du  tronc  pour  en  prendre  la  somme,  on  n'aura  qu'à  cuber  la  partie 
vide  de  la  tonne  pour  en  soustraire  ensuite  le  volume  de  celui  de  la  tonne" 
entière.  Le  diam.  de  la  tonne  à  la  hauteur  ou  se  trouve  le  vin  est  de  .30.2 
pouces  et  le  diam.   intermédiaire  entre  ce  dernier  et  la  tête  est  de  27.6. 

Donc  le  vol,  du  tronc  à  déduire  est  (24  +  4  fois  27.6  +  40  )  x  .7854  x  l  42^6 
=62.33  pouces  cuhes-^277. 274=22^  gallons  près,  il  reste  donc  dans  la 
tonne  104  -  22^  =  81  >i  gallons. 
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PROBLÈME  LIV. 

Déterminer  le  volume  près,  d'un  tronc  de  fuseau  quel- 
conque (Ado,  aCb,  Acb)  à  une  seule  base  parallèle 
ou  non  à  l'axe  (AB)  du  fuseau  ou  à  son  diamètre 
(CD)  ou  le  volume  d'un  tronc  (  ABba,  dcbe, 
AbBf)  à  bases  parallèles  inclinées  ou  non 
aux  axes  du  solides. 


(i^tMii)  REIGLE.  A  la  soynvic  des  aurfncPH  des  bancn  pdrdUèhn  ou 
opponces  {s'il  n'y  a  qu'une  base,  on  considère  Vau1rt=:o)  du  tronc,  ajoutez 
■\  fois  la  surface  d'une  section  également  éloignée  de  ces  bases  et  multi- 
pliez le  tout  par  un  sixième  de  la  hauteur  du  tronc  ou  segment. 

KÎ-l.Tff.  Si  le  tronc  donné  contient  le  centre  O 
(lu  fuseau  dont  il  fait  partie,  menez  par  le  centre 
une  section  gOh  parallèle  aux  bases  et  calculez 
Féparéiuent  chactuie  des  parties  composantes  du 
tronc  pour  en  faire  ensuite  la  SDUinie;  nuiis  si  les 
bases  parallèles  Ab,f\\  sont  à  distances  é'jralea  du  centre  O,  alors  il  est  clair 
qu'un  n'aura  qu'une  seule  opération  à  faire,  pour  doubler  ensuite  le  résultat. 


PROBLÊME  LV. 

Déterminer  le  volume  près,  d'un  tronc  de  fuseau  quel- 
conque EFHG  à  bases  non  parallèles. 


C15TT)  REGLE.  Faites  parle  dernier  problème  les  volumes  respec- 
tifs des  deux  segments  de  fuseau  à  une  seule  base 
GHB,  EFB  dont  le  tronc  donné  fait  partie  ;  la  dijffé- 
rence  de  ces  volumes  sera  le  volume  demandé. 

RE!II.  Une  tonne  ou  futaille  inclinée  contenant 
de  la  liqueur  et  qu'on  ne  voudrait  pas  déranger  pour 
en  faciliter  le  jaugeage  présentera  quelquefois  à  l'esti- 
niation  du  mesureur  un  volume  de  cette  sorte. 
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Évaluer  le  contenu  d'une  tonne  ou  futaille  couchée  et 
qui  n'est  qu'en  partie  pleine. 
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(l.'>rS)  REGI.K.  Si  la  Iviueur 
dann  la  tonne  n'atteint  pas  le»  têtes 
ou  fonds  \']V,  (illrfu  naixseatt,  comwe. 
en  cg  ou  VU,  on  en  estimera,  le  contenu  /)••- 
par  la  méthode  de  l'avant  dernier  w 
problème,  et  de  même  ai  la  liqueur 
dépa.t.ie  ces  fonds,  comme  en  1*10  ou  ah, 
on  estimera  de  la  même  manière,  le  13       * 

segment  ECG  ou  aCb  pour  diminuer  d'autant  le  contenu  de  la  tonne 
entière.  Si  la  surface  de  la  lit/ueur  est  en  AR,  a.re  de  la  tonne,  il  est 
clair  qu'on  aura  le  contenu  AFl)IIlJ=CEFD=.i  FO.  Si  au  contraire  la 
surface  est  en  cd  ou  enfk,  l'on  estimera  d' abord  par  la  méthode  de  l'avant 
dernier  problème,  le  tronc  de  fuseau  rsq]'>pr  ou  tnnl)  (suirantle  cas)  dont 
le  segment  correspondant  de  la  tonne  fait  partie,  pour  en  soustraire 
ensuite  les  onglets  ou  sortes  de  pyramides  hnhll,  fiifV  ou  les  solides 
crjjV,  dsqll  composés  des  demiconoïdes  AVp,  Bllq  et  des  troncs  rcAp, 
sdP.q  dont  ou  aura  assez  correctement  les  volumes  par  la  règle  générale 
de  la  somme  des  bases  parallèles  p\,  rc  +  quatre  fois  la  section  interm. 
■multipliée  par  un  sixième  de  la  hauteur. 

PROBLÈME  LVII. 

Déterminer  le  volume  près,  d'un  conoïde  convexe  ou 

concave  Aa'Cb'B,  AaCbB  terminé  par  une  base 

convexe  ou  sphérique  ADB. 

(ISTO)  REGIME  I.  A  la  surface  de  la  base  convexe  (ADB)  ajoutez 
4  fois  celle  d'un",  section  convexe  parallèle  a'db',  adb  également  éloignée 
de  la  base  et  du  sommet  et  multipliez  la  somme  par  un  sixième  de  la 
hauteur  CD  du  solide. 

Il  suffit  de  ce  que  l'on  a  déjà  dit  (tO'ï'T,  1531;  à 
l'endroit  du  secteur  sphérique  et  du  conoïde  ordinaire, 
pour  faire  comprendre  de  «uite  que  l'on  doive  arriver 
par  cette  règle  à  une  détermination  assez  correcte  du 
volume  du  solide  proposé. 

REM.  Si  la  hauteur  CD  était  inégale  à  AC  ou 
BC,  c'est-à-dire  plus  grande  ou  moindre  que  AC  ou 
BC,  il  y  aurait  évidemment  à  augmenter  le  vol.  du  conoïde  proposé,  ou  à  le 


îouchée  et 
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(liiiiinu'r  ilo  lu  (lilIÏMvnco  iIch  voIiiiik'h  dos  caluftos  roppoctivcH  ADH  ayant 
pour  raymis  e'U  =  A(!  ou  IJC  et.  Ol);  .ou<  AC  ou  J5C,  «uivaiit  le  cuh. 

De  uiôiiio,  ni  la  lia^c  du  couoïilf  était  concave,  on  ferait  le  vol.  du  conftïdo 
oiirrt'hpDUtlaul,  à  base  piano,  paiircii  f^uuHtraire  ensuite  le  vol.  de  la  calotte 
évidée. 

RI'îàF.K  II.  FailM  d'tiUnrd  (IhMt)  le  volume  du  Recteur  aphcrii/uc 
cotiipoHtinl  \\)U-C,  pxiiH  (I5:{"1)  le  mlume  du  tmnc  de  prisme  continu 
dont  If  tii'ginm/  ixciicralinir  Aol\i'A  ou  lioCb'li  est  la  coupe  ;  la  somme  de 
ces  volumes  sera  ta  solidité  reifuise. 

PROBLÈME  LVIII. 

Déterminer  le  volume  d'une  voûte  quelconque  dont 
l'épaisseur  n'est  pas  uniforme. 

Cl.'i^O)  RflGIiE.  Faites  séparément  (page  4'M)  par  les  problèmes 
prcccdcnis,  Us  volumes  des  solides  (c'est  à  dire  des  prismes  ou  cylindres, 
demi  sphères,  demisjj/iéroïdes,  ou  conoidea,  ou  des  calottes  ou  segments  de 
ces  solidr.s)  e.vtcrieur  et  intérieur  composants,  pour  en  prendre  ensuite  la 
dijf'érence,  qui  sera  le  contenu  solide  de  la  voûte  proposée. 

PROBLÈME  LIX. 

Déterminer  le  volume  d'un  prismoïde  ou  d'un 
cylindroïde  quelconque. 

(15Si)  RK  fSLE.  A  la  somme  des  surfaces  des  deux  bases  parallèles, 
ajoutez  quatre  fois  la  surface  d'une  section  ou  coupe  également  éloignée 
de  ces  bases,  et  mullijjliez  le  tout  par  un  sixième  de  la  hauteur  du  corps  ; 
le  résultat  sera  le  volume  demandé. 

KlùJl.  I.  On  dit  (IlOîi)  que  'Me  prismoïde  est  un  solide  ayant  pour 
bases  parallèle?,  dos  figures  planes  quelconquen  à  côtés  parallèles."  Cette 
définition  n'exclut  pas  l'égalité  des  côlés  parallèles;  donc,  tout  prisme  ou 
cylindre  (prisme  infnitaire)  est  en  même  temps  un  prismoïde. 

La  définition  n'exclut  pas  la  proportionnalité  des  côtés  parallèles  ;  donc, 
tout  tronc  de  pyramide  ou  de  cône  (tronc  do  pyramide  infinitaire,)  à  bases 
parallèles,  est  un  prismoïde. 

La  définition  n'assigne  pas  non  plus  des  limites  à  l'inégalité  des  côtés 
parallèles;  donc,  chacun  des  côtés  de  l'une  des  bases  parallèles  peut  dimi- 
nuer indéfinitivement  et  jusqu'à  devenir  enfin  =  0;  cette  base  se  réduira 
donc  aussi  à  zéro  ou  à  un  seul  point,  comme  dans  le  cas  de  la  pyramide  ; 
lonc,  la  pyramide  ou  le  cône  (pyramide  infinitaire)  est  aussi  un  prismoïde. 
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Si  la  80tn)ne  de  tons  les  côtés,  moins  un,  de  l'nne  dos  bases,  devient  éj^ale 
au  côté  ainsi  excepté,  cette  base  ne  sera  plus  qu'une  ligne  on  arête  parallèle 
au  plan  de  l'autre  base,  comme  dans  le  cas  du  coin;  donc,  tout  coin  on 
autre  nolide  ayant  pour  l'une  de  se.s'  hases  une  figure  plane  (juelcomiue  et 
par  l'autre  base  une  ligne  parallèle  d  la  première,  est  encore  un  prisiuoïde. 

(laS'i)  Il  semblerait  que  dana  cette  manière  de  réduire  à  une  simple 
ligne  une  figure  plane  qu^lcoiique,  l'on  ait  négligé  le  parallélisme  nécessaire 
dea  côtéa  opposés  ;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi,  car  si  la  base  à  réduire  est  un 
rectangle  pai  exemple,  les  deux  côtés  perpendiculaires  au  côté  excepté  devien- 
nent chacun  —  0  :  la  somme  des  côtés  moins  un,  est  le  côté  du  rectangle  paral- 
lèle au  côté  excepté,  et  qui,  lorsque  les  côtés  perpendiculaires  deviennent  nuls, 
finit  par  s'approcher  du  côté  excepté  de  manière  à  ne  former  avec  ce  dernier 
qu'une  seule  et  même  ligne  ou  arête.  Si  la  base  à  réduire  est  un  polygone 
quelconque,  il  y  aura,  ou  non,  dans  le  périmètre  de  cette  base,  un  côté  paral- 
lèle au  côté  excepté;  si  il  y  a  un  côté  qui  lui  soit  parallèle,  ce  côté  pourra 
diminuer  ou  augmenter  de  manière  à  devenir  de  longueur  égale  à  celle  du 
côté  excepté,  '-t  roue  les  autres  côtés  devenant  chacun  — 0,  les  deux  côtés  paral- 
lèles se  réuniront  pour  n'en  taire  qu'un  seul  ;  s'il  n'y  a  pas  dans  la  base  sur 
la  quelle  on  opère  un  côté  parallèle  au  côté  excepté,  l'on  interposeraentredeux 
des  côtés  de  cette  base,  un  côté  qui  soit  la  iiarallèle  voulue,  car  de  inêmc 
qu'un  côté  du  prismoïde  peut,  sans  att'eoter  la  définition,  devenir  égal  à  0, 
de  même  un  côté  d'abord  égal  à  zéro  peut  j)reiidre  du  déveloi)peiiient,  et 
cela  dans  une  proportion  quelconque  comme  dans  une  direction  quelconque. 

ri583)  Il  est  clair  que  si  l'une  des  deux  bases  peut  de  iigureqnelci>ti(|ne 
devenir  ligne,  il  en  est  de  même  de  l'autre  base  (pu  peut  aussi  de  figure 
quelconque  devenir  ligne.  Si  les  deux  ligiu\s  qui  furment  nuiintenaiit  les 
bases  opposées  sont  parallèles  l'une  à  l'autre,  il  est  clair  que  le  solide  aura 
cessé  d'exister  ou  sera  devenu  égal  à  zéro  ou  à  nue  simple  surface;  mais  si 
les  lignes  ou  arêtes  qui  servent  o'e  bases  opposées  au  corps  dont  il  s'agit 
ne  sont  pas  parallèles  entre  elles,  quoique  cependant  dans  des  plans  paral- 
lèles l'un  à  l'autre,  le  solide  n'aura  pas  cessé  d'existi  ,  donc,  un  pristiiaïde 
peut  être  tel  que  ses  bases  opposées  soient  toutes  deux  desimpies  lignes  ou 
arêtes. 

(1584^  Disons  pour  résumer  qu'un,  prismmde  peut  avoir  pour  hases 
parallèles:  deux  figures  quelconques  égales  ou  semblables,  deux  figures 
quelconques  inégales  ou  non  semblables,  une  figure  quelco72(/ue  et  une 
ligne  parallèle  au  plan  de  cette  figure,  jine.  figure  quelconque  et  un 
point,  deux  lignes  quelconques  non  parallèles,  nlf^is  situées  dans  des  plans 
parallèles  Vun  à  l'autre;  savoir,  par  exemple:  deux  carrés  égaux  ou 
inégaux;  un  carré  et  un  rectangle  quelconque;  deux  rectangles  ou  paral- 
lélogrammes quelconques  ;  deux  polygones  quelconques  égaux  ou  seinblahles, 
inégaux  ou  dissemblables,  dont  les  côtés  île  l'un  correspondent  soit  à  dos 
côtés  parallèles  ou  à  des  points  angulaires  de  l'autre  ;  un  carré,  rectangle 
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ou  autre  polygone  et  un  cercle  ou  ell'pse  (polygone  infinitairc)  ;  un  cercle  et 
une  elli[)se  (pielconque  ou  deux  ellipses  quelconqucH  (ce  dernier  prisnioïde  à 
bases  parallèles  curvilignes  se  ilistinguc  quelquefois  sous  le  nom  de  cylin- 
drdide)  ;  un  carré,  rectangle,  iiarallélogramme,  polygone,  cercle,  ellipse  et 
une  ligne;  un  carré,  rectangle,  parallèlograninie,  polygone,  cercle,  ellipse 
et  un  point  ;   deux  lignes  de  longueurs  que        nques  non  parallèles.  (*) 

(l.'jSr»)  Rlil.^I  II.  Il  y  a  à  considérer  maintenant  l'espèce  ou  la  nature 
de  lu  figure  s''rvant  de  section  ou  de  coupe  intermédiaire  entre  les  bases 
opposées  du  prisnioïde  à  estimer.  Ainsi,  il  est  clair  que  si  les  bases  opposées 
sont  des  rectangles  à  oôiés  parallèles,  la  section  parallèle  intermédiaire  sera 
aussi  un  rectangle  ou  un  carré  ;  si  les  deux  bases  sont  des  parallélogrammes 
à  côtés  parallèles,  la  section  sera  aussi  un  parallélogramme  ;  si  les  bases 
sont  un  carré,  rectangle,  parallélogramme  et  une  ligne  parallèle  à  l'un  des 
côtés  de  tel  rectangle,  etc.,  la  section  sera  encore,  dans  le  1er  cas  un  rectan- 
gle, dans  le  second  cas  un  rectangle  ou  un  carré,  dans  le  troisième  cas  un 
paralléiograinme  ;  si  le.s  ba.se.s  f,ont  une  figure  quelcoaque  et  un  point,  la 
section  sera  une  figure  semblable  à  la  basa  et  égale  (1525)  en  sui*ace  au 
quart  de  la  buse;  si  les  deux  bases  sont  des  lignes  perpendiculaires  (901) 
Tune  à  la  diiectioi»  de  l'antre,  la  sectit)n  sera  un  carré  ou  un  rectangle  ;  si 
les  ba-es  sont  des  lignes  non  perpendiculaires  l'une  à  la  direction  de  l'autre, 
la  section  sera  un  lo.^ange  ou  parallélograiiime. 

(LTSC)  Kien  de  plus  facile  dans  tous  ces  cas  que 
de  déterminer  la  surface  de  la  section  intermédiaire 
dont  les  inultiiilicateurs  ou  facteurs  sont  chacun 
moyen  arithmétique  entre  les  côtés  parallèles  des 
bases  opposées  ou  entre  l"s  côtés  ou  arêtes  et  points 
ou  .sommets  opposés  suivant  le  cas.  Far  exemple, 
dans  le  prismoïile  AB-CD  où  chacune  des  bases  est 
une  simple  ligne  ou  arête  AB,  CD  et  dont  la  surface 

(*)  Toutes  ces  formes  se  rencontrent  dans  la  pratique,  et  cela  surtout  à 
l'endroit  des  toitures  diversifiées  d'édifices  de  toutes  sortes.  Une  tour  ou 
tourelli^  carrée  par  exemple,  sera  assez  souvent  terminée  par  un  toit  cou- 
ronné d'une  plate-l'onne  octogone  ou  circulaire,  ou  ce  sera  la  tour  qui  aurt 
pi>ur  plan  par  terre  un  cercle,  et  pour  plate-forme  du  toit  un  carré  ou  autre 
polygone,  ou  encore  ce  sera  deux  carrés  dont  les  côtés  de  l'un  sont  paral- 
lèles aux  diagonales  de  l'autre  :  voilà  pour  le  prisnioïde  dont  les  bases 
parallèles  sont  des  figures  quelconques.  Si  un  édifice  dont  la  coupe  horizon- 
tale est  un  carré,  rectangle  ou  polygone,  est  recouvert  d'un  toit  terminé  par 
un  faîte  plus  ou  moins  long,  on  aura  le  prismoïde  dont  l'une  des  bases  est 
une  figure  quelcon(|ue  et  l'autre  base  une  ligue.  Il  n'est  pas  rare  non  plub 
de  trouver  parmi  les  parties  composantes  d'un  toit  ou  autre  objet  à  évaluer 
des  prisnioïdes  de  l'espèce  de  celui  du  par.  (1586)  c.-à  d.  dont  les  bases 
AB,  CD  soient  toutes  deux  de  simples  lignes,  sans  que  la  surface  de  la  coupe 
ou  section  intermédiaire  abcd  en  ait  moins  pour  cela  une  valeur  très  réelle 
et  facile  à  déterminer.  Dans  ce  dernier  cas  le  farteur  "4  surf,  ahcd  "=AB 
X  CD,  (15»i6),  d'où,  le  vol.  ^  AB  x  CD  x  hauteur -f- 6. 
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est  en  conséquence  nulle,  on  a  pour  section  intermédiaire  le  carré,  rectaii"le 
ou  parallèlograninie  abcd  dunn  lequel  Ab=\  Alî  +  D  ou  =  ^  Alî,  puisque 
D---0,  de  même  dc=}i  Aïi  —  ab,  et  ad~^GD  =  bc;  d'où,  surface  section 
abcd—abxad  ou  ^  ABx  ^  CD  si  c'est  un  rectangle,  ou  (14*11)  =  a6xt(rf 
X  sin.  nat.  angle  bab  si  c'est  un  parallélogramme. 

(15§'î')  Si  l'une  des  bases  est  un 
polygone  quelconque  et  que  l'a\itre 
base  soit  aussi  un  polygone  quel- 
conque, et  si  toutes  les  faces  latérales 
duprismoïJe  sont  des  triangles,  c'est- 
à-dire  si  chacun  des  côtés  dans  l'une  des  bases  correspond  à  un  point  dans 
l'autre  base,  le  nombre  de  côtés  dans  la  coupe  intermédiaire  sera  égal  à  la 
Bomme  des  nombres  de  côtés  dans  les  deux  ba^es. 

(1588)  Si  l'une  des  bases  est  une 
figure  rectiligne  quelconque,  et  que 
l'autre  base  soit  une  ligne  non  parallèle 
aiix  côtés  de  cette  première,  le  nombre 
de  côtés  dans  la  coupe  interm.  sera  égal 
au  nombre  des  côtés  de  la  base  plus  2  ;  et  si  la  ligne  ou  l'un  des  côté-',  ou  plus 
d'un,  de  la  figure  qui  ibrme  l'une  des  bases,  est  parallèle  à  l'un  ou  à  plus 
d'un  des  côtés  de  l'autre  base,  le  nombre  de  côtés  de  la  section  interm. 
pourra  varier  indéfiniment  suivant  le  cas,  mais  sera  néanmoins  toujours  aisé 
à  déterminer  à  l'aide  d'une  simple  esquisse  de  la  fig. 

Le  résumé  qu'on  vient  de  faire  peut  encore  se  simplifier,  s'abréger  ou  se 
traduire  comme  suit,  savoir:  Le prismoïde  ou  cylindrdide.  {pris^inoïdn  infi 
nitaire)  est  un  solide  à  bases  parallèles  dont  les  plans  (faces  latérales) 
passant  par  les  côtés  ou  arêtes  de  l'une  des  bases,  sont  terminés  par  des 
points  ou  par  des  côtés  ou  arêtes  parallèles  dans  Vautre  base. 

En  d'autres  termes  :  Le  prismoïde  ou  cylindrdide  est  tel  que  toutes  ses 
faces  latérales  sont  des,  ou  que  sa  surface  latérale  peut  se  décomposer  en 
triangles  ou  trapèzes  rectiligne  s,  c.-à-d.  à  surfaces  planes,  ou  en  parties 
capables  de  se  développer  en  surfaces  planes. 

Ajoutons  que  tout  prismoïde  peut  se  décomposer,  si  l'une  <le  ses  bases  est 
(fig.  du  par.  1590)  une  figure  quelconque  et  l'autre  base  une  ligne,  en  deux 
pyramides  et  un  prismoïde  élémentaire  ayant  pour  bases  des  lignes,  (fig.  du 
par.  1586)  ;  si  ses  deux  bases  sont  des  figures  quelconques,  en  quatre  pyra- 
mides ayant  leurs  bases  deux  à  i.i  ux  dans  les  bases  opposées  du  solide,  et 
un  prismoïde  ayant  pour  bases  des  lignes  ;  ou,  à  volonté,  en  pyranu'des, 
coins,  etc.,  et  prismoïdes  à  bases  linéaires,  suivant  la  manière  d'opérer  la 
division  du  solide  par  des  plans  dont  on  peut  varier  le  nombre  et  la  position. 
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(I5S9)  Si  l'une  des  bases  est  par  exemple  un  cercle 
ou  ellipse  et  l'autre  base  une  ellipse,  la  base  interni.  sera 
aussi  une  ellipse  dont  on  aura  le  dian>.  f/=  à  (A13  -t-  ab) 
et  le  diani.  gh  =  ^  (CD  +  crf). 

(1500)  Si  l'une  des  bases  est  un  cercle  ou  ellipse  AB 
et  l'autre  liase  une  ligne  EF,  la  base  interm.  abfcde  sera 
une  figure  niixtiligne  dont  les  parties  ab  et  cd  seront  des 
droites  parallèles  à  EF,  et  les  parties  aed,  bfc  des  figures 
semblables  (1033)  à  CAD,  CBD.  Pour  calculer  la  sur- 
face de  la  section  interm.,  on  a  C1033,  b'XO)  ab  et  de 
chacun  =  ^  EF,  ad  et  bc  chacun=  ^  CD,  et  comme  les  parties  composantes 
ACD-E,   BCD-F  du  prismoïde  sont  évidemment  des  pyramides  à   bases 

mixtilignes,  on  aura  (IH'ZH)  la  surface  aerf=  ^  surf.  -ç -n 

ADC,  surf.  bfo-—\  surf.  BCD  ;  c'est-à-dire  qu'on  aura 
surf,  section  ef=  ab  ou  de  ou  ^  EF  x  ad  ou  bc  ou  5 
CD-f-^  surf.  Ai5,  et  si  EF  n'est  pas  parallèle  à  AB 
ou  perpendiculaire  à  la  direction  de  DCon  multipliera 
de  plus  (1421)  le  produit  ab.  bc  par  le  sin.  nat.  de 
l'angle  bad,  ou  l'on  substituera  au  facteur  ad  ou  bc 
la  largeur  perpendiculaire  du  parallélogramme  ab  cd. 

(1591)  Si  l'une  des  bases  est  un  cercle  ou  ellipse 
AB  et  l'autre  un  carré  ou  rectangle  EG,  le  prismoïde 
donné  se  décomposera  en  :  1°,'  un  prismoïde  EFGH-CD 
(ayant  pour  bases  (1585)  un  carré  ou  rectangle  et  une 
ligne,  et  pour  section  interm.  un  rectangle  efgh  où  ef=: 
g/i=  i  EF  ou  GH,  et  eg=fli=  è  EH  +  è  CD)  ;  2^ ,  deux 
prismoïdes   AO-EH   et  BO-FG  (ayant  chacun    pour 
bases  des  lignes  AO,  EH  et  BO,  FG  et  <,15S5)  pour 
base  Interm.  un  rectangle  ablk  où  ab~kl=}i   EH 
et  ah  ou  bl=  -^  AO,   et  nrcd  où  nr  ou  cd=  ^  FG 
et  nd  ou  rc=  ii  OB);   3°,  quatre  pyramides  AOC-H,  AOD-E,  BOC-G  e* 
BOD-F  (ayant  chacune  pour  coupe  interm.  une  figure  blg^  aek,  rch  aindf 
respectivement  égale  en  surface  au  quart  de  la  base  correspondante  AOC 
AOD,  BOC  et  BOD,  ou  leur  somme  égale  en  surface  au  quart  de  la  base  AB. 

(1592)  Il  est  clair  d'après  les  quelques  prismoïdes  ou  cylindroïdes  dont 
on  vient  de  traiter  que  ces  corps  peuvent  varier  indéfiniment  leurs  formes, 
mais  il  suffira  des  considérations  précédentes  pour  indiquer  la  manière  de 
procéder  dans  chaque  cas  à  la  détermination  de  la  surface  intermédiaire  à 
entrer  comme  élément  dans  le  calcul  du  volume  à  établir;  ou  si  c'est  néces- 
saire, pour  déterminer  tout  d'abord  si  le  solide  proposé  est,  ou  non,  un 
prismoïde  ou  cylindroïde  tel  qu'on  en  puisse  estimer  le  volume  par  la  rè^lo 
générale  ici  donnée. 
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Ex.  1.  Une  tenture  ou  ciekle-lit  dont  la  base  sup.  est  un  cercle  ou  une 
ellipse  de  la  surface  d'un  mètre,  et  la  base  inf.  un  rectangle  de  la  surface  de 
3  mètres,  a  pour  section  intermédiaire  une  figure  mixtiligne  dont  la  surface 
est  de  deux  mètres,  la  luiuteur  ou  distance  perpendiculaire  entre  les  basea 
parallèles  est  de  2. i  mètres  ;  on  demande  le  volume  de  l'espace  ou  de  l'air 
compris  entre  les  rideaux  ? 

R«!p.  (1  +  3  +  4  fois  2)  X  2.5-^6=5  mètres  cubes. 

2.  Ui^o  tente  à  camper  dont  le  sommet  ou  la  base  sup.  est  un  faîte,  c'est- 
à-dire  une  simple  ligne  ou  arête  ayant  2  verges  en  longueur,  et  dont  la  Lasi 
inf.  est  composée  d'un  rectangle  de  2  x  3  verges  et  de  deux  demi-cercles  de  '. 
verges  de  diam.,  a  2  verges  de  hauteur  ;  quel  en  est  le  volume  ? 

Ilcp.  Dans  cet  exemple  il  est  clair  que  le  prisnv  ïde  à  cuber  est  composé 
d'un  coin  à  arêtes  égales  (c'est-à-dire  (llOO)  d'un  prisme  triangulaire)  et 
de  deux  demi-cônes.  La  surface  de  la  base  de  la  tente  est  composée  de  celle 
du  rectangle  =  3  X  2  =  G  verges  carrées,  et  de  celle  de  deux  demi-cercles, 
c.-à-d.  d'un  cercle  de  3  verges  de  diam.,  =3  x  3  x  .7854  =  7.0G8G  verges 
carrées,  en  tout  13.0G8G  verges  carrées:  la  surface  de  la  coupe  intermé- 
diaire est  égale  à  la  nioitié  du  rectangle  à  la  base  plus  le  quart  (15î>0)  des 
deux  demi-cercles,  et  vaut  en  conséquence  3  -I-  1.767 15=4.7G7 15.  La  surface 
de  la  base  sup.  étant  nulle  dans  le  cas  actuel,  le  vol. = (surf,  base +  4  surf. 
interm.)xbauteur-^6,  =  (13.068G-h4  fois  4.76715)  x^  bauteur=32.l372  x 
2-=-6=  10.7124  verges  cubes. 

llt^.'ÎE.  Si  la  surface  ext.  du  ciel-de-lit  ou  de  la  tente  des  deux  derniers 
exemples,  au  lieu  d'être  tendue,  c.-à-d.  plane  ou  capable  de  se  (lévelojiptr 
(1140)  en  surface  j)lane,  était  concave  ou  non  tendue,  on  n'en  aurait  pus 
Tiioins  le  vol.  voulu,  au  moins  à  très  prés  (1533-4)  par  la  méni'  règle  (15S1). 

l'x.  3.  Un  observatoire  dont  le  plan  par  terre  est  un  octogone  de  100 
mètres  en  surface,  est  couronné  d'un  toit  ayant  pour  sommet  une  plate-forme 
circulaire  dont  la  surface  est  de  25  -^lètres,  la  surface  de  la  section  intermé- 
diaire  est  de  56  jiiètres  ;  quel  est  le  volume  de  l'espace  qu'occupe  le  toit  dont 
la  hauteur  est  de  G  mètres  ? 

Rep.   100  -f-  25  -f  4  fois  56  =  349  mètres  cubes. 

FEOBLÈME   LX. 

Déterminer  le  volume  exact  d'un  corps  irrégulier  quel- 
conque de  petites  dimensions  ou  d'un  corps  composé 
de  plusieurs  parties  élémentaires  de  dimensions 
et  formes  différentes. 


(1593;  REGLE.  Si  <>'est  la  capacité  d'un  vase  on  val-^- 
seau  quelconque  que  l'oo  v«ul  esllmer,  Vidée  nous  vient  assez 
généralement  d'arriver  au  résultat  désiré  en  déterminant  le  nombre  de 


'■''f 


ercle  ou  une 
la  surtuce  do 
lit  la  surface 
ntre  les  buses 
Lce  ou  do  l'air 

êtres  cubes. 

m  faîte,  c'est- 
t  dont  la  basi 
luicercles  de  '. 

er  est  composé 
rlaiigulaire)  cl 
iipopèe  do  celle 
i  denii-cercloH, 
7.068G  verges 
2oupo  interuié- 
art  (15ï)0)  des 
15.    La  surface 
:".  base  +  4  surf. 
i3ur=32.l372  x 

is  deux  derniers 
se  dévol(.ipptr 
l'en  aurait  pas 
règle  (ir»Sl). 

iCtogone  de  100 
une  plate-forme 
iction  internié- 
;upe  le  toit  dont 

lètres  cubes. 


ilier  quel- 
I  composé 
msions 


Ise  OH  vaii- 

is  vient  assez 
le  nombre  de 


DES    SOLIDES. 


719 


foia  que  tel  vaisseau  peut  donner  place  au  contenu  de  tel  autre  vaisseau 
de  forme  élémentaire  dont  on  connaît  le  volume. 

(15ÎM)  Mais  si  c'cMt  le  volume  d4>  la  §ul>»tR»cc  incin<i  dit 
vaiMM«ati  etc.,  que  l'on  désire  evalutr.  la  numiére  de  s'y  prendre 
no  se  suggère  pas  tout  d'abord  à  l'esprit  de  quiconque  veut  opérer  cette 
évaluation. 

RKC«n:  Ki  le  volume  a  estimer  est  celui  d'une  NubN- 
tanec  non  absorbanf  e,  on  le  plongera  dans  un  vaisseau  rempli 
d'eau  ou  de  tout  autre  liquide  dont  on  mesurera  le  déplacement  au  moyen 
d'un  autre  vaisseau  de  capacité  connue  ;  ou  si  le  premier  vaisseau  est 
assez  grand  et  que  la  forme  en  soit  rectangulaire  ou  cylindrique  et  de 
facile  jaugeage,  l'on  y  mettra  d'abord  assez  de  liquide  pour  couvrir 
l'objet  à  mesurer  ;  ayant  alors  remarqué  la  hauteur  du  nii'cau  de  l'eau 
dans  le  vase,  on  y  plongera  l'objet  dont  il  s'agit  et  l'on  remarqtiera  de 
nouveau  le  niveau  du  liquide  ;  si  Von  suppose  maintenant  que  chaque 
fraction  de  mètre,  pouce,  ligne  ou  autre  unité  de  la  hauteur  du  vase 
contenant  corresponde  d  un  mètre,  pied,  pouce  nu  ligne,  etc.,  cubique,  on 
n'aura  qu'à  compter  le  nombre  de  telles  unités  dans  la  hauteur  du  niveau 
déplacé  de  Veau  2^our  avoir  de  suite  le  rnlume  de  V objet  proposé. 

Si  le  corps  est  absorbant.  Von  se  servira  par  e.vemple  de  sable 
ou  de  tout  autre  substance  fluide  de  cette  sorte,  dont  on  pourra  niveler  la 
surface  au  moyen  d'une  tige  ou  tringle  à  arête  rectiligne. 

L'on  arriverait  de  cette  manière  au  volume  des  corps  les  plus  diversifiés 
du  régne  aminal,  végétal  ou  minéral  et  des  mille  et  un  objets  bruts  ou 
manufacturés  qu'on  a  tous  les  jours  sous  les  yeux  et  dont  il  serait  souvent 
impossible  d'estimer  les  volumes  par  les  règles  ordiiuxires  de  la  géométrie. 

Il  est  bon  de  rappeler  aussi  que  l'on  peut  arriver  par  une  simple  proportion 
au  volume  d'un  corps  en  en  comparant  le  poids  avec  celui  d'un  autre  corps  de 
même  substance  et  de  volume  déterminé,  c'est-à-dire  par  le  système  des 
poids  spécifiques  qui  enseigne  en  même  temps  à  revenir  du  volume  d'un 
corps  à  son  poids:  ce  qui  fera  le  sujet  du  problème  suivant. 

Ex.  1.  Le  poids  d'un  bloc  irrégulier  de  pierre  est  de  13  livres  7  onces  ; 
on  demande  à  déterminer  à  l'aide  du  morceau  donné  le  poids  près  d'un  pied 
cube  de  cette  pierre  ? 

Rcp.  Il  y  a  tout  d'abord  à  cuber  le  bloc  de  pierre  ;  à  cet  cfTet  soit  un 
vase  rectangulaire  de  10  pouces  carrés  ou  de  100  pouces  en  superficie  bori- 
zoiitale,  et  dont  la  hauteur  est  divisée  en  pouces  et  centièmes  de  pouces  ; 
ayant  mis  assez  d'eau  dans  le  vase  pour  couvrir  la  pierre  à  cuber,  je  note  la 
hauteur  de  l'eau  que  je  trouve  de  8.53  pouces,  je  plonge  ensuite  la  pierre 
dans  le  vaisseau  et  je  note  de  nouveau  la  hauteur  de  l'eau  qui  est  mainte- 
nant de  9.89  pouces;  la  différence  de  ces  hauteurs  est  de  1.36  pouces. 
Puisque  le  vase  est  de  10x10  pouces,  il  est  clair  que  chaque  pouce  de  sa 
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Iiauiour  corrospMiKl  il  100  poucos  cuIich  et  par  coiiw^ipu'iil,  cliiKpK»  d'iitiôiiip 
(le  piMic'c  (le  toile  liiuikMir,  ;\  un  poiioc  imiIk",  iloiic,  lu  hiiiilcur  dliscrvéc  l.,'t() 
poui'i'H  (lu  nivoHU  (lépliuîô  (le  l'eau  t'.onvspoiuhV  !;!(>  pouces  ciilics  ;  (loue  |(. 
volume  (ic  la  pierre  ont  de  l'M\,  et  ou  aura  Muiinienaiit.  le  poids  du  pied  eulK> 
en  faisant  l.'itJ  :  216  onces  Cp<)i»i«  »li' Iiv  pierre)  ::  172H  poueen  eulies  ((;.-i\-d. 
un  i)ied  eulie):  27;?2  onces,  ou,  diviHant  par  I(>,  17():|  livres,  le  poidH  denuindô. 
"2.  Dans  un  vase  cyliiidri(pic' tel  que  elm(pu'  pouee  Av  fu  Imufeur  corres- 
pond ;V  I  pouee  eulie  d'espace  ou  de  volume,  on  a  plon;j;é  un  liiiijiot.  d'arfeiit 
tpii  a  déplacé  de  73  cent  iènies  de  pouce  le  niveau  du  li(piide  dans  le  vas(>  • 
on  demande  le  volume  du  linjïot  ?  R<;|1.  .l'i  d'un  pouee  eidu'. 

îl.  Ayant  rempli  d'eau  un  vaisseau  (im'lcon(HU',  on  y  a  ploMi;é  un  olijet 
(loul  on  désire  comuiîiic  le  vo'iiuie;  ou  a  recueilli  dans  un  autre  vaisseau, 
l'eau  renversée  dont  la  iiimntiié  est  de  .'?  fiallons  1  j)ot  et  1  septier;  (piel  est 
le  volume  de  l'ohjet  proposé,  le  gallon  dont  ou  s'est  servi  étant,  de  '2.'JI 
pouces  cubes  ? 

Itep.  1  •lallon  I  1  pot  I  1  scpticr=^2;U  1  11"),^  |  ll,'„  :  llC.Oji^  poucea 
cul)cs.  ' 

'I.  On  demande  le  voluuio  d'une  nubstance  alisorhante  placée  dans  un 
vaisseau  dctin  pied  carré  qu'on  a  rempli  de  saMe  ;  après  en  iivoir  enlevé 
l'objet  i\  évaluer,  ou  trouve  que  la  hauteur  unii'ornie  du  saMe  dans  le 
vaisseau  (pi'on  a  d'abord  nivelé  à  cet  elVet,  est  de  .!!  d'un  pied,  la  hauteur  du 
vaisseau  étant  de  1..0  pieds  '/ 

Ko|>.  l.â  -  .;?  =  1.2  picdH  =  hauteur  du  niveau  (lé|)lac,é  du  sable,  et 
comme  le  vaisseau  est  de  1  pied  carré  eu  coupe  horizontale,  il  suit  (juc  le 
volume  de  l'objet  propulsé  est  de  1.2  pieds  cubes. 

5.  Dans  uu  vaisseau  en  forme  de  tronc  de  cône  se  trouve  une  quantité  de 
li(pude  dont  le  (lian\.  à  la  surface  est  de  10  pouces;  ou  y  ploni^e  un  objet 
(pii  auirmcnte  de  !)  pouces  la  liauteur  ou  profondeur  du  li(]uide  dans  le 
vaisseau  et  (pii  donne  li  sa  suri'ace  déplacée  un  diamètre  de  11  pouces;  on 
demande  le  vohuue  du  corps  proposé  'l 

Itf^l».  Le  volume  d'eau  déplacée,  qui  est  en  même  temps  celui  de  l'objet, 
est  celvu  d'un  tronc  de  cône  dont  les  bases  parallèles  mesurent  respective- 
luent    10  et  11   pouces  et  dont  la  hauteur  est  de  9  pouces  ;  ce  vol.  =  (l.'>l(i) 

(10    -I  It'  +  4  fois  12  )  X  .THiVl  x  9-^C  =  872  x  .7851  x  1.5  =  G8'1.8G88  x  1.5 
=  1027.!ÎO;î2  pouces  cubes. 


=  0H'1.8G88xl.5 
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Déterminer  le  volume  ou  le  poids  d'un  corps  ou  d'iine 

substance  quelconque,  par  comparaison  du  volume 

ou  poids  de  tel  corps,  avec  celui  d'un  corps  ou 

substance  de  même  nature  dont  on  connaît 

à  l'avance  le  poids  et  le  volume. 

(ir»î>.']»)  IIKIW.  JiC  poids  (l'un  pied  culte  d'eat»  à  la  toinpératurc  de  40** 
Fiilirrnlu'it  (à  Iîkiui'IIo  il  \)vn  i»rcs  Vvnu  utloint  na  J)1iih  grande  douHité)  estdo 
1000  oncctt<iniir  (tu])(ii(lt<,  près,  ou  de  02^  livres  f'uuids  Anglais)  et  l'uti  appelle 
poids  ou  gravilé  spécilique  d'un  corps  ou  d'une  Hubstancc  (|ueloonque,  le 
poidn  d'un  vohinic  <le  tel  eorps  ou  de  telle  eubstance  égal  à  celui  de  l'eau 
jirise  pour  i)oin(.  de  déi)ar(  ;  d'où  il  résulte  que  si  l'on  connaît  d'avance  le 
poids  d'un  pied  eiilie  par  exemple  de  chacune  de.s  didérentcs  subutances 
(pi'on  peut  être  appelé  à  estimer  ou  à  mesurer,  tel  que  consigné  dans  la  table 
qui  va  suivre,  l'on  déterminera  de  suite  par  une  simple  proportion  le  volume 
lie  tout  atitre  poids  ou  quantité  de  la  même  substance  ou  le  poids  de  tout 
autre  vol  imede  telle  substance,  par  les  règles  suivantes. 

(i:iiUi)  KI-:CrrF:i.  Four  tletvriniiier  le  volume  d'un  corps 
d'après  nori  poitis  ;  faites  la  j)roportion  :  le  poids  spécifique  du 
corps  pnqiosc  est  à  (  :  )  son  poids  en  onces  ou  en  livres,  etc.,  comme  (  :  :  ) 
1  pied  cube  ou  1 7 '28  pouces  cubes,  est  au(.)  volume  du  corps  en  pieds  ou  en 
pouces,  suivant  le  cas. 

Ex.  !•  liO  poids  d'une  bombe  ou  d'un  boulet  en  fonte  de  fer  ou  d'un 
fragment  quelconque  de  tel  solide  pèse  45  livres:  on  demande  le  volume 
lia  corps  proposé  ? 

Rep.  On  voit  par  la  table  des  poids  spécifiques  (page  102  des  tables)  que 
le  poids  du  ter  coulé  ou  de  la  tonte  est  de  '150  livres  près,  au  pied  cube  ;  on  aura 
donc  le  volume  denuvndé  en  taisant  450  livres:  1728  pouces  cubes  :  :  45  livres: 
172.8  pouces  cubes. 

2.  On  demande  le  volume  d'une  statue  de  marbre  dont  le  poids  est  de 
1000  livres,  la  gravité  spécl(i(iue  du  nuirbre  dont  la  statue  est  tirée  étant  de 
no  livres  près  au  pieil  cube  'l 

Rep.   170  livres:  1  pied  cube  ::  1000  livres: 5.9  pieds  cubes  près. 

3.  Une  quantité  de  sable  pèse  13  livres  :  quel  en  est  le  volume  ? 

Rep.  D'après  la  table,  la  gravité  spécifique  du  sable  est  d<i  1.520,  c'est- 
à-dire  1.520  fois  le  poids  d'un  volume  égal  d'eau  ou  de  1520  onces  au  pied 
cube  (puisque  le  poids  d'un  pied  cube  d'*au  est  de  1000  onces);  on  fera 
donc  1520  onces  :  1728  pouces  cubes  ::  (13  x  16  =  )  208  onceâ  :  x  = 
1728x208= 230  i  près  pouceu  cubes. 
1520 
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4.  Le  poids  d'une  défense  ou  dent  d'élépliant  est  de  25  livres  ;  quel  en  e.^t 
le  volume  ? 

Rep.  L'ivoire  est  de  1825  onces  au  pied  cube;  on  aura  donc  le  volume 
de  la  dent  en  taisant  1825:1  ::  (25  livres  ou)  400  onces:. 22  près  d'un  pied 
cube  ou  1825  onces  :  1728  pouces  cubes  ::  400  onces:  378.74  jwuces  cnlea. 

5.  On  demande  à  déterminer  par  avance  le  poids  probable  d'une  grille  en 
fonte  de  fer  qui  doit  être  coulée  d'après  un  modèle  sculptée  en  bois  de  pin 
dont  le  poids  est  de  7  livres  ? 

Rep.  On  aura  d'abord  le  volume  du  modèle  en  pin  en  faisant  d'après  la 
règle  (le  pin  étant  censé  dans  ce  cas  de  25  livres  au  pied  cube)  25  livres  :  1 
pied  cube  ::  7  livres  :  .28  d'un  pied  cube.  Maintenant,  comme  le  volume  de 
la  fonte  sera  aussi  =  .28  d'un  pied  cube  et  que  le  poids  de  la  fonte  est  de  450 
livres  au  pied  cube,  on  aura  le  poids  de  la  grille  proposée  =  450  x  .28  =  126 
livres. 

4t597)  REGLE.  Pour  deterinincr  le  poids  d'un  corps 
d'après  son  Tolume  ;  faites  la  proportion  :  un  pied  cube  est  au 
(  :  )  volume  du  corps  proposé,  comme  (  :  :  )  sa  gravité  spécifique  està{\) 
son  poids. 

Ex.  1.  Le  volume  d'un  monceau  de  neige  sur  le  toit  d'un  édifice  e.4  de 
7000  pieds  cubes,  le  poids  d'un  pied  cube  de  cette  neige,  refouléo  qu'elle  est 
et  rendue  lourde  par  la  pluie,  etc.,  e-st  de  30  livres  :  on  demande  le  poids 
total  dont  le  toit  est  affecté  ?  J*ep.  7000  x  30  =  210,000  livres. 

%  Quel  est  le  poids  d'un  lingot  d'or  pur  coulé  dont  les  dimensions  sont 
de  3  pouces  par  1  x  ^  pouces  ? 

Rep.  Le  volume=:3x|x  ^  =  24  pouces  cubes;  la  gravité  spécifique  de 
l'or  pur  est  de  19.258  ;  la  règle  donne,  1  pied  cube  ou  1728  pouces  cubes: 
2i  pouces  cubes  :  :  19.258  :  x  =  19.258x2.25  =  25.07552  onces. 

1728 

3.  Ou  désire  connaître  le  poids  d'une  tinette  de  beurre  dont  le  volume, 
obtenu  d'après  la  règle  de  l'article  (1516),  est  de  1830  pouces  cubes  ? 

Rep.  Le  poids  spécifique  du   beurre  est  de    .940    de  celle   de   l'eau, 
c'est-à-dire  de  940  onces  au  pied  cube,  on  aura  donc  le  poids  voulu= 
1830x940  =  995i  onces,^16  =  62  livres  3i  onces. 
1728 

4*  Quel  est  le  poids  près  d'un  plançon  de  chêne  anglais  demi-sec  dont  le 
volume  est  de  150  pieds  cubes  ? 

Rep.  Le  chêne  demi-sec,  d'après  la  table,  est  de  66  livres  près  au  pied 
cube,  d'où  le  poids  voulu^  est  de  150  x  66  =  9900  livres. 

S.  Quçl  est  le  poids  près  d'une  ca,isse  de  livres  reliés  dont  le  volume  est 
de  16  pieds  cubes  ? 

Rep.  15  pieds  cubes  x  43  livres  près=645  livres. 


refl  ;  quel  en  est 
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Déterminer  le  poids  spécifique  d'un  corps  ou  substance 

quelconque. 

« 

(159S)  REGLEl  I.  cubez  et  pesez  le  corpa  proposé,  pour  faire  ensuite 
la  proportion  :  le  volume  du  corps  est  d  (:  )  son  poids  en  onces,  comme 
(  :  :  )  un  pied  cube  de  tel  corps,  est  au  (:)  poids  d'un  pied  en  onces, 
d  esta  dire,  en  séparant  trois  chiffres  po^ur  décimales,  d  sa  gravité  spé- 
cifique. 

Ex.  1.  Quelle  est  le  poids  spécifique  du  noyef  noir  sec,  si  un  échan- 
tillon de  ce  bois  dont  les  diinensiont  -ont  de  11  x  7  x  .9  pouces,  pèse  24  onces? 

Rc^.  11  X  7  X  .9=69.3  pouces  cube8=vol.  du  corps  proposé;  mainte- 
nant, d'après  la  régie  69.3  pouces:  24  onces::  1728  pouces:  598  onces  ou 
37.4  livres  ;  la  gravité  spécifique  voulue  est  donc  de  .598  de  celle  de  l'eau 
dont  le  poids  est  de  1000  onces  au  pied  cube. 

2.  Un  morceau  irrégulier  de  craie  dont  on  a  pu  obtenir  le  volume,  432 
pouces  cubes,  par  la  méthode  de  l'exemple  4  de  l'avant  dernier  problème, 
pèse  43^  livres:  on  demande  la  gravité  spécifique  de  cette  substance? 

Rep.  432  pouces:  1728  pouces  ::  43  i  livres  :  174  livres;  d'où  la  gravité 
spécifique  voulue  est  de  174  x  16=2784  onces  ou  2.784  fois  le  poids  d'un 
égal  volume  d'eau. 

3.  Un  bateau  ou  ponton  de  100  pieds  par  20  x  10  pieds  et  dont  le  volume 
total  est  en  conséquence  de  20,000  pieds  cubes,  a  requis  pour  le  construire 
5000  pieds  cubes  de  pin  blanc  demi-sec  dont  on  estime  le  poids  à  40  livres 
au  pied  cube,  500  pieds  cubes  d'orme  estimé  à  50  livres  au  pied  cube,  et 
5000  livres  posant  de  chevilles  en  fer  :  on  demande  quel  sera  le  tirant  d'eau 
du  bateau  proposé  ? 

Rep.  Le  poids  du  pin=5000  x  40=200,000  livres,  le  poids  de  l'ormé= 
500  X  50=25,000,  le  fer  5000  livres;  le  poids  total  du  bateau  est  en  consé- 
quence de  230,000;  le  poids  moyen  ou  la  gravité  spécifique  du  ponton  est 
de  230,000  livres^-20,000  pieds  cubes=I1.6  livres  au  pied  cube,  c-à-d.  de 
11.5  X  16  =  184  onces  au  pied  cube,  soit  .184  du  poids  d'un  même  volume 
d'eau.  La  hauteur  du  ponton  est  de  10  pieds;  donc  le  tirant  d'e;iu  sera 
.184  de  la  hauteur  du  ponton  ou  1.84  pieds,  c.-à-d.  1  pied  10  pouces  et  .96 
de  pouce =1  pied  11  pouces  près. 

4.  De  combien  pourra-t-ou  charger  le  ponton  ou  bateau  du  dernier 
exemple,  sans  le  faire  sombrer  ou  caler  au-delà  de  sa  surface  supérieure  ? 

Rep.  Puisque  l'eau  pèse  62.5  livres  au  pied  cube  et  que  le  volume  total 
du  ponton  est  de  20,000  pieds  cubes,  le  poids  total  de  l'eau  que  devra  dé- 
placer le  ponton  avant  que  de  caler  à  l'affleurement  de  l'epu  est  de  20,000  x 
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62.5  =  l,2r)0,000  livres,  or  le  poids  du  bateau  n'est  que  de  230,000  livres  ; 
d'où  il  suit  qu'on  pourra  encore  sans  faire  sundirer  le  lialeau  le  chur'cr 
d'un  poids  égal  ou  presque  égal  à  la  diU'érence  entre  1250,000  livren  et 
230,000,  c.à-d.  1020,000  li' 

(1099)  REGLE  II.  S  €orp.<i  a  CfiJimer  ast  pliiM  pesant 
que  l'eau  ^  pesez  d'aborc  i^  corpn  dans  Vair  puis  dans  l'eau,  au 
moyen  d'une  balance  hydrostatique  ;  la  différence  entre  les  résultats  sera 
le  poids  perdu  dans  l'eau,  ou  le  poids  d'une  quantité  d'eau  égal  en  volume 
au  corps.  Faites  alors  la  proportion  :  comme  le  poids  perdu  dans  l'eau 
(:)  est  au  poids  du  corps  dans  l'air,  (  :  :  )  de  même  la  gravité  spécifique 
de  Veau,  {:)  est  dla  gravité  spécifique  du  corps. 

Ex.  1.  Un  morceau  d'étain  pèse  183  livres,  son  poids  dans  l'eau  n'est 
que  de  158  livres  :  quelle  est  la  gravité  spécifique  de  l'étaiti  ? 

Rep.  183  —  158  =  25  :  183  :  :  1000  ;  7320  =  gravité  spécifique  demandée. 

U.  Un  bloc  de  granit  pèse  21  onces  dans  l'air  et  seulement  13  onces  dans 
l'eau  :  quelle  est  la  gravité  spécifique  du  granit  ?  Rep.  2025. 

(1600)  REGLE  III.  Si  le  corpH  a  estimer  c%t  iiioIiin  peiiant 
que  l'eau  j  attachez  au  corps  proposé  par  un  fil  dont  le  poids  soit  rela- 
tivement nul,  un  autre  corps  plus  lourd  ou  pesant  que  l'eau,  de  manière  que 
les  deux  pris  ensemble  puissent  pénétrer  ou  s'enfoncer  dans  l'eau  ;  ayant 
préalablement  pesé  chaque  corps  dans  l'air,  et  le  plus  pesant  dans  l'eau, 
pesez  alors  dans  Veau  le  corps  composé,  et  du  poids  perdu  par  le  corps 
composé,  soustrayez  le  poids  perdu  par  le  corps  plus  lourd  tel  que  pesé 
seul  s  le  reste  est  le  poids  perdu  par  le  corps  léger.  Alors  :  le  poids  perdu 
par  le  corps  léger  dans  Veau,  {:  )  est  au  poids  de  ce  corps  dans  Vair,  (  ::  ) 
comme  la  gravité  spéciffque  de  Veau  ;  {:)  est  à  la  gravité  spécifique  du 
corps. 

Ex.  1.  A  un  morceau  d'orme  qui  dans  Vair  pèse  15  grainvS,  on  a  attaclié 
un  morceau  de  cuivre  dont  le  poids  est  de  18  grains  dans  Z'mV  et  de  16 
grains  dans  Veau,  et  le  composé  dans  Veau  ne  pèse  que  6  grains  :  quelle 
est  la  gravité  spécifique  de  l'orme  ? 

Rep.  18  —  16       =  2  =  le  nombre  de  grains  perdus  par  le  cuivre 

dans  Veau. 
18  +  15  —  6  =  27  =  le  nombre  de  grains  perdus  par  le  composé 

dans  Veau. 
27—2        —  25  =  le    nombre    de    grains    perdus    par    l'orme 
dans  Veau. 
25  :  15  ::  1000  :  600  =  la  gravité  spécifique  de  l'orme. 

2.  Un  morceau  de  cuivre,  pesant  dans  l'air  27  onces  et  dans  l'eau  24 
onces,  est  attaché  à  un  morceau  de  liège  qui  pèse  dans  l'air  6  onces,  et  le 
composé  ne  pèse  dans  l'eau  que  5  onces  :  quelle  est  la  gravité  spécifique  du 
liège?  Rep.  0.240. 
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18   par  le   cuivre 
par  le  composé 


dus    par    l'orme 


PROBLEME  LXIII. 

Déterminer  la  quantité  de  chaque  ingrédient  ou  élément 
dans  un  composé  de  deux  substances  ou  éléments. 

(lOOl)  REGLIi.  'Prouvez  d'alxnd  le  poids  8péci/i</ue  du  composé, 
mclanf^i:  ou  alliage,  et  de  chacun  des  éléments  composants,  et  mullipliez 
la  différence  de  chaque  deux  de  ces  trois  poids  spécifriues  par  le 
troisième.  Faites  alors  :  le  plus  grand  produit,  (  :  )  est  d  chacun  des 
autres  produits,  (  :  :  )  comme  le  poids  de  l'alliage,  {:)  est  au  poids  de 
chaque  ingrédient. 

Ex.  1.  Une  masse  d'or  et  argent  pèse  63  onces,  et  sa  gravité  spécifi(]ue 
est  10126  :  quelle  est  la  quantité  de  chaque  ingrédient,  la  gravité  spécifique 
de  l'ur  étant  19640,  et  celle  de  l'argent  11091  ? 

Ilcp.  (19610- 11091)  X  16126  =  137,861,174.     Alliage. 

(19640-16126)  X  11091=   38,973,774.     Argent. 

(16126 -llili)l)x  19640=    98,887,400.     Or. 
137,861,174  :  98,887,#!»  ::  63  :  45  onces    3  gros  19  grains  d'or. 
137,861,174  :  38,973,774  ::  63  :  17  onces  16  gros    5  grains  d'argent. 

2.  Une  niasse  de  cuivre  et  or  pèse  48  onces,  et  sa  gravité  spécifique  est 
17ir)0,  la  gravité  spécifique  de  l'or  est  19640  et  celle  du  cuivre  9000  :  quelle 
est  la  quantité  de  chaque  élément  du  mélange  ? 

Kep.  L'or=42  onces  2  gros  2  \IIY{  grains,  le  cuivre  =  5  onces  17  gros 
21  mn  grains. 

3.  Un  alliage  d'argent  et  cuivre  pèse  00  onces,  sa  gravité  spécifique 
étant  de  10535  :  on  demande  le  poids  de  chaque  ingrédient,  leurs  gravités 
spécifiques  respectives  étant  11091  et  9000? 

Rcp.  46  onces  7  gros  9  ffgy^J  grains  d'argent,  13  onces  12  gros 
l'tflUiîs  grains  de  cuivre. 

4.  Un  alliage  de  cuivre  et  étaîn  pèse  112  livres  et  sa  gravité  spécifique 
est  8784  :  quelle  est  la  quantité  de  chacun  des  ingrédients  du  mélange, 
leurs  gravités  spécifiques  respectives  étant  9000  et  7320  ? 

Rcp.  100  livres  de  cuivre,  12  livres  d'étain. 

5.  On  demande  le  poids  de  l'or,  dans  un  composé  de  quartz  et  or  dont  la 
gravité  spécifique  est  3500,  celle  de  l'or  étant  19640  et  celle  du  quartz  3000  ? 

Rep.  19640-3000  =  16640,  16640  x   .3500=58,240,000  = 

Facteur  pour  le  corps  composé. 
19640  -  3500  =  16140,  16140  x    3000=48,420,000  = 

Facteur  pour  le  quartz. 
3500-3000=     500,      500x19640=9,820,000  = 

Facteur  pour  l'or. 
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r»H2IOOOO  :  î)H2nonO  :  :  100:  Ki.Kfil'il'.IW  -  .mco«  fl'or;  ni  co  r/niilmt.  «st 
currcct,  lo  pdids  du  (niiirlz  dnit  êtro  é^iil  ;\,  lu  diUtTcncc  l'nlrc  le  imids  do 
l'ur  et.  cflui  du  mélange,  ot  «n  ««ll'H  r)H2 40000  :  4H  l'iOOOO  :  ;  100  :  h:{.1:{H7:)G2 
-I  (itici'H  dit  qiiart7.  ;  lo  HOiiiinc  dcccH  iioinbrcH- •  100  )  donc,  t'io. 

PROBLÊME  LXIV. 

Déterminer  le  volume  du  plus  grand  plançon,  ou  morceau 

de  bois  éoarri  qu'on  puisse  tirer  d'un  billot  rond  ou 

d'un  arbre  abattu  ou  sur-pied. 

(I003)  RECJlil'".  Multipliez  le  dinviètre  de  Varlrrc  ou  hillol  jutf  hi 
di'iiii  didvièlre,  i:t  ce  produit  par  la  longueur  :  ce  résultai  »cra  le  volume 
demande.       , 

Kn  l'Ilot,  il  CHt  cluir  que  lo  diam.  AH  imi]ti|)li6  pur  lo 
drmi-diaiii.  OC  (ou  i  AU)  donui'  pour  produit,  la  HurlUco 
du  carré  inscrit  AHCl),  c.-ii-d.  la  Hurliico  d'une  coupe, 
du  plunçou  il  évaluer,  par  un  plan  perpendiculaire  ii  na 
loiij^ueur,  et  cette  Hurfacu  nmltipliée  par  lu  longueur  du 
billot  donne  (14(IO)  lu  Holidité  reipiine. 

RKM.  Cette  règle  «uppoHe  (lue  le  diain.  de  l'arhro 
OHt  partout  le  tnénie  ou  que  l'on  hc  «ert  d'un  diam.  moyen,  (ol  (pu>  pris  au 
milieu  de  la  longueur,  et  c'eHt  ce  <pii  Hy  l'ait  d'ordituiire  lornqu'il  n'y  ti  i,aH 
trop  (le  diirérence  entre  Ien  diamôtreH  des  extrémitÔM  ojjpo.MceH;  maiH  i)oar 
être  précÎH  (154!*)  il  lUut  comme  on  l'a  déjà  dit  (149S)  ajoutera  la 
Boujine  des  fiurl'uccH  des  extrémités  du  plançon  ou  de  l'arltrc  il  évaluer 
quatre  loi.s  la  Hurl'ace  d'une  wection  prise  au  centre  et  nndtiplier  le  tout  pnr 
lu  sixième  partie  de  la  lotigucur,  ou,  ce  qui  est  lu  même  clione,  niidtiplior  la 
Bommc  des  eurtuces  par  lu  longueur  entière  et  ijrcndrc  lu  sixième  partie  du 
résultat. 

Ex.  1.  La  circonférence  d'un  billot,  dont  la  longueur  cet  de  12  pieds,  est 
de  G. 28  pieds,  déduction  faite  de  l'écorce  s'il  y  a  lieu  :  combien  y  uura-t-il 
de  pieds  cubes  de  bois  dans  le  plançon  écurri  qu'on  pourra  en  tirer  ? 

Rep.  La  cire.  6.28  correspond  à  un  dium.  2,  lu  coupe  du  plançon  sera 
donc  de  2  x  1  =  2  pieds  carrée  en  surface,  et  comnit  la  longueur  est  12,  le 
volume  sera  24  pieds  cubes. 

a.  Un  arbre  dont  la  hauteur  est  de  50  pieds,  a  pour  diam.  sup.  .10  pouces, 
et  pour  diam.  inf.  86  pouces;  pour  diam.  interm.  3.3  pouces  :  quel  est  le 
volume  du  morceau  do  bois  carré  qu'on  pourra  en  tirer. 

Rcp.  Surf,  petit  bout-=2ixli  pieds  =  3.12.'>  pds.  sup.,  surf,  gros  bout= 
3xli=4.5pds.  8up.,  eurf,  intermédiaire=  2.75  x  1.376=3.78126,   4  surf. 
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iiilcrm.  —  IB.nri,  In  HOtninc  «Icm  aurf.  «22.75  et  ocUr  nomme  x  flO-;  fi— IH9.6 
|)i('ilH  cnlw'H. 

3.  On  II  ineHitré  on  C>  ciuiroitH  à  {ton  prAn  é<|iiiiliHtAnlH  an  moyen  iriin 
cnni|)UH  il'ôpiiiHi^cnr,  le  <liam.  «l'un  urliri>  irr6Kiilicr(|u'on  vient  d'uluittrc  ;  wh 
»liiuii«tr«'H  Hont  rcHpcctivement  3t),  '.\'J\,  HH,  '.\T^  H'M't  jhmicph,  et  lu  longueur 
do  l'urltro  40  pii'dH  :  (incl  Hi-ra  hou  volume  apréH  (pi'oii  l'Hum  écarri  V 

lt<!p.  liiv  Homme  deH  diumiitrcH  100  jmmuu-h  :  f) -- HH  |K)UC(>h  -  ijliim. 
moyen  -'^j^  piedH,  '.\.\CiCt  x  l.riH.'l  r).()12  proHr^Hurf.  de  IaHCi;ti(»n,  nndlipliunt 
cette  dernière  par  lu  longueur  40,  on  u  200.^  piedH  cuU'h. 

PROBLÊME  LXV. 

Cubor  un  plançon  AB  qui  n'est  qu'en  partie  écarri,  ou 
dont  les  arêtes  ou  angles  sont  à  fkux  bois. 

(UliV.t)  Rl']<iim  Fdi feu  le.  carré  du  diam.  AH  du  pinnron  et  di- ce 
carré,  rvlrancluiz  celui  du  diam.  ah  de.  l'aubier,  la  différence  de  ce»  carré» 
iiiuUipliée  par  la  lonf^ueur  du  plançon,  sera  la  solidité  rc<{uise. 

En  ell'et,  il  ent  clair  (|ue  la  Kiirlaec  rpii 
muncpiu  ik  chacun  den  (piulre  unglen,  cuinH  uti 
aréteH  du  plaïK^on,  pour  comidéter  h-  carré  A  H, 
est  le  triangle  ahit,  ou  un  triangle  égal  li  abo, 
lormjuo,  comme  on  le  Hupinme,  ef—i^k  —  kl^ 
ab  y  or  le  carré  Bur  ab  vuut  4  abo  ;  donc,  etc. 

RKin.  ■•  Hi  les  cô(éH  ai,  c/ etc.  ne  Hont 
jtUH  égaux  entre  eux,  on  pourra  prendre  le 
quart  de  la  H(jiiime  de  ceH  (piatre  côtéH  pour  un 
diam.  moyen  ab,  ou  pour  pliiH  grande  prcciHion,  on  fera  8éi)ttrétnent  les 
carrés  de  ab,  cf,  etc.  et  le  quart  de  la  Homme  de  ces  currén  Hera,  ou  la  Hommo 
doH  (juarts  de  ceH  carrés  sera  la  quantité  près  à  distraire  du  carré  A 15  pour 
avoir  la  superficie  nette  do  la  coupe  du  plançon. 

REIH.  II.  Observons  ici  comme  dans  le  dernier  prolilème  que  si  le 
plançon  n'est  pas  dans  toute  sa  longueur  d'égal  calibre,  il  y  aura  à  en 
prendre  la  coupe  vers  le  milieu  de  sa  longueur,  et  c'est  d'ordinaire  ce  que 
l'on  fait  C15111)  ou,  l'on  déterminera  plusieurs  coupes  ou  sections  du 
plançon  pour  en  prendre  la  moyenne,  ou  enfin  l'on  fera  la  somme  des  surfaces 
des  extrémités  opposées  plus  quatre  fois  celle  de  la  section  intermédiaire 
pour  multiplier  ensuite  le  tout  par  la  longueur  et  prendre  la  sixième  partie 
du  résultat. 

REJm.  III.  II  y  a  lieu  aussi  d'observer  qu'on  peut  arriver  à  la  surfiico 
de  tout  octogone  régulier  ou  de  l'espèce  de  celui  de  la  fig.  de  cet  article,  en 
eoustrayant  du  carré  de  la  distance  perpendiculaire  AB  qui  sépare  deux 
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quelconques  de  ses  côtés  pivrallèles,  le  carré  de  l'un  ab  dca  côtéa  adjacents 
à  CCS  prenijors. 

Kx.  1.  Un  pilier  à  huit,  pana  a  3  pieds  de  largeur  ou  épais.«our  AH,  le 
côté  ab  (lu  chumlrein  rabattu  ao6  est  de  G  jiouces  :  quel  est  le  volume  du 
pilier,  sa  longueur  ou  hauteur  étant  de  10  pieds  ? 

Ilci».  (^^  X  ;{)  -  (.5  X  .5)=8.75  pieds  superficiels,  et  8.75  x  10  =  ST.f)  pieds 
cubes —  vol.  demandé. 

3.  Un  plançon  dont  les  arêtes  sont  à  faux  bois,  mesure  30  ponces  en 
carré  et  30  pieds  en  longueur,  la  moyenne  des  côtés  ab,  cf,  etc.  du  liuix 
bois  est  do  9  pouces  ;  quel  est  le  volume  du  plançon  ? 

Bep.  (30x30)  moins  (9x9)  =  919  pouces  carrés  =  surface  de  la  couito 
du  })lançon=:G.;iS2  pieds  à  très  près,  et  0.382x30=191.40  pieds  cubes. 

3.  On  a  réduit  à  30  pouces  en  carré  au  gros  bout  un  arbre  dont  le  diani. 
était  à  cet  endroit  d'>  3G  pouces,  au  petit  bout  le  diam.  30  pouces  a  été 
réduit  li  25  pouces,  le  faux  bois,  aubier  ou  défaut  d'équarissage  ah  est  do  T 
et  G  pouces  respectivement  aux  deux  extrémités,  tel  qu'obtenu  pur  un  niesu- 
rage  direct  du  morceau  de  bois  à  cuber,  ou  au  moyen  d'une  esquisse  faite 
d'après  une  échelle  de  parties  égales:  quel  est  le  volume  du  plançon,  sa 
longueur  étant  de  GO  pieds. 

Rcp.  Surf,  au  gros  lx)ut- (30x30) -(7x7)  =  851  pouces  carrés,  surf- 
au  petit  lK)ut  =  (25  x  25)  -(6x6=  589  p.  c,  la  surface  intermédiaire 
/30  +  25  ^  30  +  25\       /7  +  6  ^  7  +  6\      .otiv.otu     ,ri     ,mx       ..^  r  * 

-  6.5*  =  756.25  -  42.25=714  ;  851  +  589  +  4  fois  714=4296  pouces  carrés, 
divisant  par  144  on  a  29.833  pieds  carrés,  multipliant  par  ^  longueur  ou  par 
10  on  a  298.33  pieds  cubes. 

Rcp.  Snrf.  section  au  centre=714  pouces  carrés,  714-f-144  =  4.4983 
pieds  carrés,  4.9583  x  60  =  297.498  pleins  cubes,  c.-à-d.  égal  au  vol.  exact  i\ 
moins  d'un  pied  près,  ou  à  moins  d'un  SOOème  près,  ou  à  moins  du  tiers 
prés  de  1  pour  cent,  exactitude  suffisante  (154!2)  dans  la  pratique. 

REM.  IV.  Une  comparaison  des  deux  réponses  du  dernier  problème, 
indi(iue  suflisamment  que  la  pratique  ordinaire  des  mesureurs  do  bois,  qui 
prennent  les  dimensions  d'un  plançon  au  milieu  de  sa  longueur,  pour  multi- 
plier ensuite  la  surface  île  la  coupe  en  cet  endroit  par  la  longueur  du  plunçon, 
afin  d'en  obtenir  ainsi  le  volume,  est,  à  tout  considérer  (1542),  sanctioiinéo 
par  les  circonstances. 
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N.  13.  Dans  les  neuf  tlcrniOros  colonnes  ùg  chaque  pa^o 
de  la  table  suivante,  i\  l'endroit  oïl  les  premiers  chiftres  se 
cluingont  do  iVs  en  O's,  on  a  remplacé  ces  O's  par  des 
points,  pour  mieux  tixer  l'œil  et  pour  indiquer  qu'il  partir 
de  là  il  faut  prendre  sur  la  ligne  plus  basse  les  deux  premiers 
cbifVres  du  Loirarithme  dans  la  seconde  colonne. 
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1  iSiniis 

■  D. 

CosiuiH  1  D. 

1  Taiiff. 

U. 

Cotiius:.  1   1 

u 

9.44U3;« 

734 

9T982842' 

60 

9.457496 

794 

10.542504 

60 

1 

440778 

733 

982805 

60 

457973 

793 

542027 

59 

2 

441218 

732 

982769 

61 

458449 

793 

541551 

53 

3 

441658 

731 

982733 

61 

458925 

792 

541075 

57 

4 

442096 

731 

982696 

61 

45941)0 

791 

540600 

56 

5 

442535 

1  730 

982660 

61 

459875 

790 

540125 

55 

6 

442973 

1  729 

982624 

61 

460349 

790 

539651 

54 

7 

443410 

1  728 

982587 

61 

460823 

789 

539177 

53 

8 

443H47 

727 

9ft255l 

61 

461297 

788 

538703 

52 

y 

444284 

727 

982514 

61 

461770 

788 

538230 

51 

10 

444720 

726 

982477 

61 

462242 

787 

537758 

50 

11 

9.445155 

725 

9.982441 

(U 

9.462714 

786 

10.537286 

49 

12 

445590 

724 

982404 

61 

463186 

785 

536814 

48 

13 

446025 

723 

982367 

61 

463658 

785 

536342 

47 

14 

446459 

723 

982331 

61 

4(i4129 

784 

535871 

46 

15 

446893 

722 

982294 

61 

4645!»9 

783 

535401 

45 

16 

447326 

721 

982257 

61 

465069 

783 

534931 

44 

17 

447759 

720 

982220 

62 

465539 

782 

534461 

43 

18 

448191 

720 

982183 

62 

4()6()08 

781 

533992 

42 

19 

448623 

719 

982146 

62 

4()(i476 

780 

533524 

41 

20 
21 

4491)54 
9.449485 

718 
717 

982109 
9.982072 

62 
62 

466945 
9.467413 

780 
779 

533055 

40 
39 

10.532587 

22 

449915 

716 

982035 

62 

467880 

778 

532120 

38 

23 

450345 

716 

981998 

62 

468347 

778 

531653 

37 

24 

450775 

715 

981961 

(52 

468814 

777 

531186 

36 

25 

451204 

714 

981924 

()2 

469280 

77(5 

530720 

35 

26 

451632 

713 

981886 

62 

469746 

775 

530254 

34 

27 

452060 

713 

981849 

62 

470211 

775 

529789 

33 

28 

452488 

712 

981812 

62 

470676 

774 

529324 

32 

29 

452915 

711 

981774 

62 

471141 

773 

528859 

31 

30 
3Ï 

453:M2 
9.453768 

710 
710 

981737 
9.981699 

62 
63 

471605 

773 

772 

528395 
10.527932 

30 

29 

9.472068 

32 

454194 

709 

981662 

63 

472532 

771 

527468 

28 

33 

454619 

708 

981625 

63 

472995 

771 

527005 

27 

34 

455044 

707 

981587 

63 

473457 

770 

526543 

26 

35 

455469 

707 

981549 

63 

473919 

7()9 

526081 

25 

36 

455893 

706 

981512 

63 

474381 

769 

525619 

24 

37 

456316 

705 

981474 

63 

474842 

768 

525158 

23 

38 

456739 

704 

981436 

63 

475303 

767 

524697 

22 

39 

457162 

704 

981399 

63 

475763 

767 

524237 

21 

40 

457584 

703 

981361 

63 

476223 

766 

523777 

20 

41 

9.458006 

702 

9.981323 

63 
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765 

IJ. 5233 17 

19 

42 

458427 

701 

981285 

63 

477142 

765 

522858 

18 

43 

458848 

701 

981247 

63 

477601 

764 

522399 

17 

44 

459268 

700 

981209 

63 

478059 

763 

521941 

16 

45 

459688 

699 

981171 

63 

478517 

763 

521483 

15 

46 

460108 

698 

981133 

64 

478975 

762 

521025 

14 

47 

460527 

698 

981095 

64 

479432 

761 

520568 

13 

48 

460946 

697 

981057 

64 

479889 

761 
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12 

49 

461364 
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64 
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519655 

11 

50 

461782 
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980981 

64 
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759 
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10 

51 
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9.980942 

64 

9.481257 
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10.518743 

9 

52 
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64 
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758 
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8 

53 

463032 
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64 

482167 
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54 

463448 

693 
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64 
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6 

55 

463864 
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64 
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5 

56 
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64 

483529 

755 
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4 

57 

464694 

690 
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64 
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755 
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3 

58 
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64 

484435 
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2 

59 
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64 
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753 
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60 
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64 
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540125 

5:{9651 
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53G342 
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534461 
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533524 
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529324 
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527468 
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48(5242 
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513758 

5M 

3 

467173 

686 

980480  ■ 

65 
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65 
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48 

13 
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65 

491180 

744 

508820 

47 

14 

471679 

678 

980052 

65 
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744 

508373 

46 

15 

472086 

678 

980012 

65 

492073 

743 

507i)'27 

45 

16 

472492 

677 

97!)973 

65 

492519 

743 

507481 

44 

17 

472898 

676 

979934 

66 

4929(55 

742 

507035 

43 

18 

473304 

676 

979895 

66 

493410 

741 

51)6' 90 

42 

19 

473710 

675 

979855 

66 

493854 

740 

506146 

41 

20 

474115 

674 

979816 

66 

494299 

740 

505701 

40 

21 

9.474519 

()74 

9.979776 
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9.494743 

74iJ 

10.505-257 

39 

22 

474923 
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979737 

66 

495186 

739 

504814 

38 

23 

475327 
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37 

24 
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672 
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66 

496073 

737 

5039-27 

36 

25 
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979618 

(56 

49(5515 

737 

503485 

35 

26 
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9/9579 

66 

496957 
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34 

27 

476938 

669 

979539 
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497399 

736 
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33 

28 
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66 
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32 

29 
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66 
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734 

501718 

31 

30 
31 
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9.478512 
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9794-20 

66 
66 

498722 
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734 
733 
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30 
29 

9.979380 

32 

478942 

666 

979340 

66 

499603 

733 

500397 

28 

33 

479342 

6(55 

979300 

67 

500042 

732 

499958 

27 

34 

479741 

665 

979260 

67 

500481 

731 

499519 

26 

35 

480140 

664 

979220 

67 

500920 

731 

499080 

25 

3() 

480539 

663 

979180 

(57 

501359 

730 

498641 

24 

37 

480937 

6(53 

979140 

67 

501797 

730 

498-203 

23 

38 

481334 

6(i2 

979100 

67 

502235 

729 

497765 

22 

39 

481731 

661 

979059 

67 

502672 

728 

4973-28 

21 

40 
4l 

482128 
9.48-2525 

661 
6(50 

979019 
9.97.1979 

67 
67 

503109 

7-28 
727 

490891 

20 
Ï9 

9.503546 

10.406454 

42 

482921 

659 

978939 

67 

503982 

7-27 

496018 

18 

43 

483316 

659 

978898 

67 

504418 

726 

495582 

17 

44 

48371'-* 

658 

978858 

67 

504854 

725 

495146 

16 

45 

484107 

657 

978817 

67 

505289 

725 

494711 

15 

46 

484501 

657 

978777 

67 

505724 

724 

494-276 

14 

47 

484895 

656 

978736 

67 
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724 

493841 

13 

48 

485289 

655 
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68 

506593 

723 

493407 

12 

49 
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655 

978655 

68 

507027 

7-22 

492973 

11 

50 
51 

48(5075 

654 
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978615 
9.978574 

68 
(58 

507460 
9.507893 

7-22 
721 

49-2540 

10 
9 

9.486467 

10.492107 

52 

486860 

653 

978533 

m 

508326 

721 

491674 

8 

53 

487251 

652 

978493 

iîS 

508759 

720 

491241 

7 

54 

487643 

651 

978452 

68 

509191 

719 

490809 

6 

55 

488034 

651 

978411 

68 

509622 

719 

490378 

5 

56 

488424 

650 

978370 

68 

510054 

718 

489946 

4 

57 

488814 

650 

978329 

68 

510485 

718 

489515 

3 

58 

489204 

649 

978288 

68 

510916 

717 

489084 

2 

59 

489593 

648 

978247 

68 

511346 

716 

488654 

1 

60 

489982 

648 

978206 

68 

511776 
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488-224 
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'l»uijr. 

b.  1 

L'otimjr.  1    ( 

(1 

9.4rt9y«2 

648 

9.978a06 

m 

9.511776 

716 

10.4w.;y4 

60 

1 

49(1371 

648 

978165 

68 

5122(16 

716 

487794 

59 

2 

490759 

647 

978124 

68 

512635 

715 

487:;()5 

58 

3 

49H47 

646 

978083 

69 

5131164 

714 

4H(i936 

57 

4 

491535 

64(> 

978042 

6!) 

513493 

714 

4H(ir,07 

56 

5 

491922 

645 

978001 

()9 

513!)21 

713 

4H;(t79 

55 

6 

492308 

644 

977959 

69 

514349 

713 

485(551 

54 

7 

492695 

644 

977918 

69 

514777 

712 

4^^5223 

5:5 

8 

493081 

643 

977877 

69 

515204 

712 

48-1796 

52 

y 

493466 

642 

9778:55 

69 

515631 

711 

4843()9 

51 

Kl 

493851 

642 

977794 

69 

516057 

710 

4  h:;!  (.13 

50 

11 

9.494236 

641 

9.977752 

(i9 

9.51t)4w4 

710 

10.48:;.)I6 

49 

12 

494621 

641 

977711 

69 

511)910 

709 

483(190 

48 

i:i 

495005 

610 

9776<i9 

69 

517335 

709 

482665 

47 

14 

49r):)88 

639 

977628 

(59 

517761 

708 

41-22:19 

4(5 

jf) 

495772 

639 

97758(i 

(Î9 

518185 

7(18 

4H18I5 

45 

l(i 

496154 

(i38 

977544 

70 

5iH6lO 

707 

4Hi:{90 

44 

17 

49(i:)37 

(537 

977503 

70 

519034 

706 

480966 

43 

18 

4'.I('.9J9 

():î7 

i>77461 

70 

519458 

71 '6 

4h0542 

42 

1<J 

497301 

()36 

977419 

70 

519882 

705 

4HI118 

41 

'20 

497(i82 

«)36 

977377 

70 

520305 

705 

47!l()95 

40 

lil 

9.4!>8064 

()35 

9.977335 

70 

9752Ô728 

704 

10.479-^72 

39 

2a 

498444 

634 

977293 

70 

521151 

703 

478849 

38 

2:5 

498825 

634 

977251 

70 
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3 
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4 
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20 

H36477 

223 

861758 

199 

974719 

422 
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SINUS  KF  TANGENTES 
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POUR   CnAQCE 


DEGRE    ET    MINUTE 


DU   QDAttT-DE-OEROLE. 


Si  l'angle  donnd  est  moindre  que  45°,  oherohez  les  degrés 
et  le  titre  de  la  colonne  aa  haut  de  la  page  ;  et  les  minutes  à 
la  gauche.  Mais  si  l'angle  est  entre  45°  et  90°,  oherohez  les 
degrés  et  le  nom  de  la  colonne,  au  boa  ;  et  les  minutes  à  la 
droite. 

Les  sécantes  et  cosécantes  qui  manquent  dans  la  table  se 
trouvent  aisément.  Si  l'on  divise  1  par  le  cosinus  d'un  arc, 
le  quotient  sera  la  sécante  de  cet  arc.  Et  si  l'on  divise  1  par 
le  sinus  d'un  arc,  le  quotient  sera  la  cosécante  de  cet  arc. 

Les  valeurs  des  sinus  et  cosinus  sont  moindres  qu'une 
unité,  et  sont  données  en  décimales,  quoique  le  point  décimal 
soit  omis  dans  l'impression  ;  de  même  aussi,  les  tangentes 
d'arcs  au-dessous  de  45°,  et  les  cotangei  ^  3  d'arcs  au-dessus 
de  45°,  sont  moindres  que  l'unité  et  sont  exprimées  en  déci- 
males, avec  l'omission  du  point  décimal. 
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.306140 

.467 

.3.59723 

.306 

.203683 

.360 

.254550 

.414 

.307125 

-468 

.360721 

.307 

.204605 

.361 

.255510 

.415 

.308110 

•  469 

.361719 

.308 

.20:)527 

..362 

.256471 

.416 

.309095 

■  470 

.362717 

.309 

.206451 

.363 

.257433 

.417 

.310081 

-471 

.363715 

.310 

.207376 

.364 

.258395 

.418 

.311068 

•472 

.364713 

.311 

.208301 

-365 

.2.^19357 

.419 

.312054 

•473 

.36.5712 

.312 

.209227 

.366 

.260320 

.420 

.313041 

474 

.366710 

.313 

.210154 

.367 

.261284 

.421 

.314029 

-475 

.367709 

.314 

.211082 

.368 

.262248 

.422 

.31.5016 

.476 

.368708 

.315 

.212011 

-369 

.263213 

.423 

.316004 

■477 

.369707 

-316 

.212940 

.370 

.264178 

.424 

.316992 

•478 

-370706 

.317 

.213871 

-371 

.265144 

.425 

.317981 

-479 

.371705 

.318 

.214802 

-372 

.266111 

.426 

.318970 

•480 

.372704 

-319 

.215733 

.373 

.267078 

.427 

.319959 

■481 

.37.3703 

.320 

.216666 

.374 

.268045 

.428 

.320948 

•482 

.374702 

-321 

.217599 

•375 

.269013 

.429 

.321938 

-483 

.375702 

.322 

.218533 

-376 

.269982 

.430 

.322928 

•484 

.376702 

•  323 

.219468 

-377 

.270951 

.431 

.323919 

•485 

.377701 

.324 

.220404 

-378 

.271920 

.432 

.324909 

■486 

.378701 

.325 

.221340 

.379 

.272890 

.433 

.325900 

•487 

.379700 

.326 

.222277 

-380 

.273861 

.434 

.326892 

■488 

.380700 

.327 

.223215 

.381 

.274832 

.435 

.327882 

•489 

.381099 

-328 

.224154 

•382 

.275803 

.436 

.328874 

•490 

.:W2699 

.329 

.225093 

■383 

.276775 

.437 

.329866 

•491 

.383699 

-330 

.226033 

•384 

.277748 

.438 

.330858 

•492 

.384699 

-331 

.226974 

•385 

.278721 

.439 

.331850 

-493 

.385699 

.332 

.227915 

-386 

.279694 

.440 

.332843 

■494 

.386699 

.333 

.228858 

.387 

.280068 

.441 

.333836 

■495 

.387699 

.334 

.229801 

-388 

.281642 

.442 

.334829 

•496 

-388699 

■  335 

.230745 

-389 

.282617 

.443 

.335822 

•497 

.389699 

.336 

.231689 

-390 

.283592 

.444 

.336816 

-498 

.390699 

.337 

.232634 

-391 

.284568 

.445 

.337810 

■  499 

-391699 

.338 

.233580 

■392 

285544 

.446 

.338804 

.500 

.392699 

Bemarque. — Dans  les  cercles  de  rayons  dift'érents,  les  arcs  semblables 
(21"  Déf.)  et  les  cordes  (lui  les  sous-tendent  sont  proportionnels  ù  ces  rayons  ; 
l'on  trouvera  donc  à  l'aide  des  deux  tables  s  livantes,  la  kuif^fueur  d'un  arc 
donné  ou  d'une  corde,  en  multipliant  l'arc  correspondant  ou  la  corde,  de  la. 
table,  par  le  rayon  du  cercle  dont  l'arc  donné  fait  partie. 


mbiables 

rayons  ; 

d'un  arc 

(le,  de  la. 


TAIVLE  DES  LONGUEURS  D'ARCS  DE  (lERCLE, 

DKPUIS    r   jusqu'à    180'*    [UAYON=1.000000Q1. 
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Arc.      1   '    1       Arc.     |  D.  j 

Arc. 

rrn 

Arc. 

U.  1       Arc. 

1 

.OUODIMrt 

1 

.001)2909 

1 

.0I7'153;< 

61 

1.064651)8 

121 

2.1II81M» 

2 

.00011097 

2 

.0005818 

2 

.03S906() 

62 

1.0821041 

122 

2.121)3017 

:{ 

.0000145 

îi 

.000H727 

3 

.0523.599 

«i3 

1.09!).5574 

123 

2.14(575.50 

4 

.0000194 

4 

.0011636 

4 

.0698132 

64 

1.1170107 

124 

2.16420H3 

5 

.000021'^ 

5 

.0014544 

5 

.0872*;65 

()5 

1.1344640 

125 

2.181(5(51(5 

(j 

.0(IO(f4!)l 

6 

.00174.53 

6 

.1047198 

(;6 

1.1519173 

I2(i 

2.1991149 

7 

.000(t339 

7 

.()0203()2 

7 

.I'i2l730i 

67 

1.1693706 

127 

2.21(55(582 

H 

.0000388 

H 

.0023271 

8 

.13962()3i 

(58 

1.1868239 

128 

2  2340214 

!) 

.000043(i 

!) 

.002()I80 

9 

.1570796 

69 

1.2042772 

129 

2.2514747 

1(1 
II 

.0000485 
.0000533 

10 
II 

.002!»08'.) 
.0031998 

10 
11 

.1745329 
.1919862 

70 
71 

1.2217305 

1.2391838 

130 
131" 

2.2()892H0 

2.28(53HI3 

\2 

.0000582 

12 

.0034!>07 

12 

.2094395 

72 

1.2.566371 

132 

2.303834(5 

i:s 

.()0I)0G30 

13 

.0037HI5 

13 

.2268928 

73 

1 .2740904 

133 

2.321287'.> 

14 

.0000(;79 

M 

.001072! 

14 

.2443461 

74 

1.2915436 

134 

2.3.587412 

If) 

.00011727 

15 

.0043633 

15 

.2617994 

75 

1.3089969 

135 

2.3.561945 

H) 

.0000770 

IC) 

.004ti542 

16 

.2792527 

76 

1.3264.502 

13(5 

2  373647S 

17 

.00110824 

17 

.()()49151 

17 

.29(;70C,0 

77 

1.3439035 

137 

2.3911011 

Irt 

.0000873 

Irt 

.0052360 

18 

.:!  14 1.593 

78 

1.3613568 

138 

2.4085.VI4 

l<) 

.0000921 

19 

.00.5526!» 

19 

.3316126 

79 

1.3788101 

139 

2.426I1(J77 

•il) 

.0000!)70 
.OOdlOI.S 

2(t 
27 

.0058178 
.T)U6"](H7 

20 
21 

.3490659 
.3665191 

80 
81 

1.39(i2634 

140 
141 

2. 4434(5 10 
2.4609142 

1.4137167 

2;2 

.0001007 

22 

.00639!)5 

22 

.383i>724 

82 

1.4311700 

;  142 

2.4783(575 

'2:\ 

.0001115 

23 

.0066904 

23 

.4014257 

83 

1 .448(5233 

1  143 

2.49.5820H 

•24 

.0001104 

24 

.0069813 

24 

.418H790 

84 

l.4()()07(56 

1  144 

2.5132741 

'■>'» 

.0001212 

25 

.0072722 

25 

.4363323 

85 

1.483529!) 

145 

2.5307274 

•2() 

.0001201 

26 

.0075(i31 

26 

.4537856 

86 

1.5009832 

146 

2.. 548 1807 

•il 

.0001309 

27 

.0078540 

27 

.4712389 

87 

1.51843(54 

147 

2.. 5(55(5340 

•2H 

.0001357 

28 

.0081449 

28 

.^88(5!  »22 

8^ 

1 .53.58897 

148 

2.. 5830873 

2\) 

.0001400 

29 

.0084358 

29 

.5061455 

89 

1.5533430 

149 

2.(500540(5 

:i() 

.0001454 
.0001503 

30 
3Ï 

.0087266 
.0090175 

30 
31 

5235988 
.5410521 

90 
91 

1.. 57079(53 
1.5882496 

150 
151 

2  (51799:59 

2.6:554472 

:w 

.0001551 

32 

.0093084 

32 

.5585054 

92 

1.6057029 

1.52 

2.6529005 

:5:} 

.000159!) 

:53 

.0095993 

33 

.5759587 

93 

1.62315(52 

1.53 

2.670:5.5:58 

34 

.0001648 

34 

.0098902 

34 

.5934119 

94 

1 .640(5095 

1.54 

^2.(5878070 

:i5 

.0001()i)7 

35 

.0101811 

35 

.61086.52 

95 

1 .6580628 

155 

2.705260:5 

3G 

.000J745 

36 

.0104720 

36 

.6283185 

96 

1.6755161 

156 

2.7227i:!6 

:{7 

.0001794 

37 

.0107629 

37 

.6457718 

97 

1.(5929(594 

1.57 

2. 740 16(59 

:5H 

.0001842 

:;8 

.0110538 

38 

.6632251 

98 

1.7104227 

158 

2.7576202 

;j'.) 

.0001891 

39 

.0113446 

3i) 

.6806784 

99 

1.7278760 

159 

2.77507:55 

40 

.0001939 

40 

.011()355 

40 

.6981317 

100 

1 .7453293 

1(50 

2  792.52(58 

41 

. 000 J 988 

41 

.0119264 

41 

.7155850 

101 

1.7627825 

161 

2.8099801 

4-2 

.0002036 

42 

.0122173 

42 

.7330383 

102 

1.7802358 

162 

2.82743:54 

43 

.0002085 

43 

.0125082 

43 

.7504916 

103 

1.7976891 

163 

2.8448867 

44 

.0002133 

44 

.0127991 

44 

.7679449 

104 

1.8151424 

164 

2.8(523400 

45 

.0002182 

45 

.01309110 

45 

.7853982 

105 

1.8325957 

165 

2.87979:53 

4(5 

.00022:10 

46 

.0133809 

46 

.8028515 

106 

1.8500490 

166 

2.89724(56 

47 

. 0002279 

47 

.0136717 

47 

.8203047 

107 

1.8675023 

167 

2.9146999 

48 

.0002327 

48 

.0139626 

48 

.8377580 

108 

1.8849556 

168 

2.9:521.5:51 

49 

.0002376 

49 

.0142535 

49 

.8552113 

109 

1.9024089 

169 

2  9496064 

50 
5J 

.0002424 
.0002473 

50 
51 

.0145444 
.0148353 

50 
51 

.8726r)46 

no 
111 

1.9198622 
1.93731.55 

170 
171 

2.9670597 

.8901179 

2.9845130 

52 

.0002521 

52 

.0151262 

52 

.9075712 

112 

1.9547688 

172 

3.0019663 

53 

.0002570 

53 

.0154171 

53 

.9:250245 

113 

1.9722220 

173 

3.0194196 

54 

.0002618 

54 

.0157080 

54 

.9424778 

114 

1.989(5753 

174 

3  03G8729 

55 

.0002666 

|55 

.0159989 

55 

.9599311 

115 

2.0071286 

175 

3.054:5262 

5() 

0002715 

56 

.0162897 

56 

.9773844 

116 

2.024.5819 

176 

3.0717795 

57 

.0(»027(*3 

57 

.0165806 

57 

.9948.377 

117 

2.0420352 

177 

3.0892328 

58 

.0002812 

58 

.0168715 

58 

1.01229J0 

118 

2.0594885 

178 

3.1066861 

59 

.  00028()0 

59 

.0171624 

.5!) 

1.0297443 

119 

2.0769418 

179 

3.1241394 

60 

.0002909 

60 

.0174.533 

(50 

1.0471976 

120 

2.0943951 

180 

3.141.5927 

i 


i 


f>j 
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TABLE  DE 

coudes:  [kayon= 

=1.0000]. 

M. 

U 

O  " 

1« 

.0349 

3" 
.0524 

4« 

5° 

6» 

T> 

S*» 

9^' 

10» 

M 

0 

.oono 

.0175 

.0098 

.0872 

.1047 

.1221 

.1395 

.15(59 

.1743 

1 

.0003 

.0177 

0352 

.0520 

.0701 

.0875 

.1050 

.1224 

.1398 

.  1572 

.174(5 

1 

y 

.0006 

.0180 

.0355 

.0529 

.0704 

.0878 

.1053 

.  1227 

.1401 

.  1.575 

.1749 

2 

3 

.0009 

.0183 

.03[.8 

.0532 

.0707 

.0881 

.  1055 

.1230 

.1404 

.1578 

.  1752 

3 

4 

.0012 

.0186 

.0361 

.053,5 

.0710 

.0884 

.1058 

.  1233 

.1407 

.1581 

.1755 

4 

5 

.0015 

.018» 

.0364 

.0538 

0713 

.0887 

.1061 

.1235 

.1410 

.1584 

.  1758 

5 

(i 

.0017 

.0192 

.03()6 

.0541 

.0715 

.0890 

.10(54 

.1238 

.1413 

.1587 

.  1761 

G 

7 

.0020 

.0195 

.0:i()9 

.0544 

.0718 

.0893 

.10(57 

.1241 

.1415 

.1589 

.  1763 

7 

8 

.(1023 

.0198 

.0372 

.0547 

.0721 

.0890 

.1070 

.1244 

.1418 

.  1592 

.1766 

H 

9 

.002() 

.0201 

.0375 

.0550 

.0724 

.0899 

.1073 

.1247 

.1421 

.1595 

.17(59 

9 

10 
II 

.0029 
.()U32 

.0204 
.o;i(i7 

.0378 
.(KWI 

.0553 
.0556 

.0727 
.0730 

.1901 
.09(i4 

.1076 
.1079 

.1250 
1253 

.1424 
.1427 

.1.598 
.1001 

.  1772 

10 
11 

.1775 

12 

.0035 

.02(19 

.0384 

.0558 

.0733 

.0907 

.1082 

.1256 

.1430 

.1(504 

.1778 

12 

i;{ 

.0(f38 

.0212 

.0387 

.0501 

.0730 

.0910 

.1084 

.1259 

.1433 

.1(507 

.1781 

13 

14 

.0041 

.0215 

.0390 

.0504 

.0739 

.0913 

.1087 

.1262 

.1436 

.1610 

.1784 

14 

ir> 

.0044 

.0218 

.0393 

.0507 

.0742 

.0910 

.1090 

.12(55 

.1439 

.1613 

.1787 

15 

H) 

.0047 

.0221 

.039() 

.0570 

.0745 

.0919 

.1093 

12(57 

.1442 

.1616 

.  1789 

10 

17 

.0049 

.0'J24 

.0398 

.0573 

.0747 

.0922 

.1096 

.1270 

.1444 

.1618 

.  1792 

17 

18 

.0052 

.0227 

.0401 

.0570 

.0750 

.0925 

.  1099 

.1273 

.1447 

.621 

.  1795 

18 

19 

.0055 

.0230 

.0404 

.<579 

.0753 

.0928 

.1102 

.1276 

.14.50 

.1(524 

.  1798 

19 

20 
21 

.0058 
.OIlOl 

.0233 
.0236 

.0407 
.0410 

.0582 

.0585 

.0750 
.0759 

.0931 
.0933 

.1105 

.1108 

.1279 

.,282 

.14.53 
.1450 

.  1(527 
..630 

.1801 

20 
21 

.1804 

22 

.0064 

.0239 

.0413 

.0588 

.0702 

.0930 

.1111 

.1285 

.1459 

.1633 

.1807 

22 

2;{ 

.0067 

.0241 

.0416 

.0590 

.07(55 

.0939 

.1114 

.1288 

.1462 

.1(530 

.1810 

23 

24 

.0070 

.0244 

.0419 

.0593 

.0708 

.0942 

.1116 

.1291 

.1405 

.1039 

.1813 

24 

25 

.0073 

.0247 

.0422 

.0590' 

.0771 

.0945 

.1119 

.1294 

.,4(58 

.;042 

.1816 

25 

2(5 

.0076 

.0250 

.0425 

.0599 

.0774 

.0948 

.1122 

.1296 

.1471 

.  1045 

.1818 

2(5 

27 

.0079 

.0253 

.0428 

.0002 

.0770 

.0951 

.1125 

.1299 

.1473 

.1047 

.1821 

27 

28 

.0081 

.0250 

.0430 

.0005 

.0779 

.0954 

.1128 

.1302 

.1476 

.  1050 

.1824 

28 

29 

.0064 

.0259 

.0433 

.'J608 

.0782 

.0957 

.1131 

.1305 

.1479 

.1053 

.1827 

29 

'30 

.0087 
.U09U 

.0262 
.0265 

.0436 
.0439 

.0611 
.0614 

.0785 
.0788 

.0960 
.0902 

.1134 
.1137 

.1308 
.1311 

.1482 

.1485 

.  1(550 
.i65i> 

.1830 

30 

.1833 

32 

.0093 

.0268 

.0442 

.(J617 

.0791 

.0905 

.1140 

.1314 

.1488 

.1062 

.1836 

32 

:î.s 

.0096 

.0271 

.0445 

.0619 

.0794 

.0968 

.1143 

.1317 

.1491 

.1(565 

.1839 

33 

34 

.0099 

.0273 

.044S 

.0022 

.0797 

.0971 

.1145 

.1320 

.1494 

.  1668 

.1842 

34 

35 

.0102 

.0276 

.0451 

.0025 

.0800 

.0974 

1148 

.1323 

.1497 

.1671 

.1845 

3.-> 

30 

.0105 

.0279 

.0454 

.0028 

.0803 

.0979 

.1151 

.1325 

.  1500 

.  1(574 

-1847 

36 

37 

.0108 

.0282 

.0457 

.0031 

.0800 

.0980 

.|154 

.1328 

.1502 

.1(576 

.1850 

37 

38 

.0111 

.0285 

.0460 

.0034 

.0808 

.0983 

.1157 

.'331 

.1505 

.1679 

.1853 

38 

39 

.0113 

.0288 

.0462 

.0037 

.0811 

.0980 

.1160 

.1334 

.1508 

.1682 

.1856 

39 

40 
41 

.0116 

.0291 

.02!(4 

.0465 

.0468 

.0640 

.0814 
.0817 

.0989 
.0992 

.1163 
..166 

.1337 
.1340 

.1511 
.1514 

.1(585 

.  088 

.18.59 

4(1 
41 

.0119 

.0043 

.1802 

42 

.0122 

.0297 

.0471 

.0(546 

.0820 

.0994 

.1169 

.1343 

.1517 

.1(591 

.18(55 

42 

43 

.0125 

.0300 

.0474 

.0(549 

.0823 

.0997 

.1172 

.  1 346 

.  1520 

.1(594 

.18(58 

43 

44 

.0128 

.0303 

.0477 

.0051 

.0820 

.1000 

.1175 

.1349 

.1.523 

.  1697 

.1871 

44 

45 

.0131 

.0305 

.0480 

.0054 

.0829 

.1003 

.1177 

.1352 

.1526 

.1700 

.1873 

45 

46 

.0134 

.0308 

.0483 

.0057 

.0832 

.1006 

.1180 

.1355 

.1529 

.  1703 

.1876 

4(5 

47 

.0137 

.0311 

.0486 

.0660 

.0835 

,  1009 

.1183 

.  1357 

.1531 

.1705 

.1879 

47 

48 

.0140 

.0314 

.0489 

.0663 

.0838 

.1012 

.!1"^0 

.1360 

.1534 

.1708 

.1882 

48 

49 

.0143 

.0317 

.0492 

.0666 

.0840 

.1015 

-ii89 

.13(53 

.1537 

.1711 

.1885 

4!) 

50 
51 

.0145 

.0148 

.0320 
.0323 

.0494 

.0497 

.0669 
.0672 
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100  TABLE  DB  MULTIPLICATEURS  KT  DIVISEURS  RÉCIPROQUES. 


No. 

Kéciproque. 

No. 

827 

Réciproque. 

No. 

885 

Kéciproquo. 

No 
943 

Kéciproque. 

7f)9 

.001300390 

.  00 1209 J 90 

.001129944 

.001000445 

770 

.001298701 

828 

.001207729 

886 

.()0]128(:68 

944 

.001059322 

771 

.001297017 

829 

.0012(6273 

887 

.00ll273i)() 

945 

.001058201 

772 

.001295337 

830 

.001204819 

888 

.001126120 

940 

.0iil057w82 

773 

.001293()6] 

831 

.001203369 

889 

.001124859 

947 

.001(1559(50 

774 

.001291990 

832 

. 001201923 

890 

.001123590 

948 

.001054852 

775 

.001290323 

833 

.001200480 

891 

.001 122334 

949 

.001053741 

776 

.001288660 

834 

.001199041 

892 

.001121076 

950 

.001052032 

777 

.001287001 

835 

.001197605 

893 

.001119821 

951 

.001051525 

776 

.001285347 

836 

.001196172 

894 

.001118508 

952 

.001050420 

779 

.001283697 

8;}7 

.001194743 

895 

.001117318 

953 

.001049318 

780 

.001282051 

838 

.001193317 

896 

.001110071 

954 

.001048218 

781 

.001280410 

839 

.001191895 

897 

.001114827 

955 

.001047120 

782 

.001278772 

840 

.001190476 

898 

.001113586 

950 

.001040025 

783 

.001277139 

841 

.001189061 

899 

.001112347 

957 

.001044932 

784 

.001275510 

842 

.001187648 

900 

.001111111 

958 

.001043841 

785 

.001273885 

843 

.001186240 

901 

.001109878 

959 

.001042753 

780 

.001272265 

844 

.001184834 

902 

.001108647 

900 

.001041007 

787 

.001270648 

845 

.0till8i.<32 

903 

.00)107420 

901 

.001040583 

788 

.001269036 

846 

.001182033 

904 

.001106195 

962 

.001039501 

7H9 

.001267427 

847 

.001180638 

905 

.001104972 

903 

.001038422 

790 

.001265823 

848 

.001179245 

906 

.001103753 

904 

.001037344 

791 

.001264223 

849 

.001177856 

907 

.001 102.536 

965 

.001030209 

792 

.001262626 

850 

.001176471 

908 

.001101322 

966 

.001035197 

793 

.001261034 

851 

.001175088 

909 

.0011(10110 

907 

.001034120 

794 

.001259446 

852 

.001173709 

910 

.0(11098901 

9u8 

.001 0331 '58 

795 

.001257862 

853 

.001172333 

911 

.001097695 

969 

.001031992 

796 

.001256281 

854 

.001170960 

912 

.001096491 

970 

.001030928 

797 

.001254705 

855 

.0(11169591 

913 

.001095290 

971 

.001029800 

798 

.001253133 

856 

.001168224 

914 

.001094092 

972 

.001028807 

799 

.001251564 

857 

.001166861 

915 

.001092890 

973 

.001027749 

800 

.00125 

858 

.001165501 

916 

.0010917(13 

974 

.001(iii0(i94 

801 

.001248439 

859 

.001164144 

917 

.001090513 

975 

.001025041 

802 

.001246883 

860 

.001162791 

918 

.0010b9325 

97() 

.001024590 

8  3 

.001245330 

861 

.001161440 

919 

.0010S8139 

977 

.•01(123541 

804 

.001243781 

862 

.001160093 

920 

.00l08(i957 

978 

.00! 022495 

8ii5 

.001242236 

863 

.001158749 

921 

.001085776 

979 

-001021450 

806 

.001240695 

864 

.001157407 

922 

.001084599 

980 

.001020408 

807 

.001239157 

865 

.001156069 

923 

.001083424 

981 

.0010193(58 

808 

.001237624 

866 

.001154734 

924 

.001082251 

982 

.('01018330 

809 

.001230094 

867 

.001153403 

925 

.001081081 

983 

.001(117294 

810 

.001234568 

868 

.001152074 

926 

.001079914 

984 

.001016260 

811 

.001233046 

869 

.001150748 

927 

.001078749 

985 

.001015228 

812 

.001231527 

870 

.001149425 

928 

.001077586 

980 

.101014199 

813 

.001230012 

871 

.001148106 

929 

.001076426 

987 

.001013171 

814 

.001228501 

872 

.001146789 

930 

.001075269 

9rt8 

.001012146 

815 

.001226994 

873 

.001145475 

931 

.001074114 

989 

.0(1011122 

816 

.001225490 

874 

.001144165 

932 

.001072!)61 

990 

.OOKlOlOl 

8J7 

.00]2239<)0 

875 

.001142857 

933 

.001071811 

991 

.001009082 

818 

.001222494 

876 

.001141553 

934 

.001070664 

992 

.001008065 

819 

.001221001 

877 

.001140251 

935 

.001069519 

993 

.001(07049 

820 

.001219512 

878 

.001138952 

936 

.001068376 

994 

.001006036 

821 

.001218027 

879 

.001137656 

937 

.001067236 

995 

.0'  1005025 

822 

.001216545 

880 

.001136364 

938 

.001066098 

996 

.001104016 

823 

.001215067 

881 

.001135074 

939 

.001064963 

997 

.OOli  03009 

824 

.001213592 

882 

.001133787 

940 

.001063830 

998 

.001002004 

825 

.001212121 

883 

.001132503 

941 

.001062699 

999 

.00] On  1001 

820 

.001210654 

884 

.001131222 

942 

.001061571 

1000 

.001000000 

REMARQUES. 

REIW.  I.  On  aurait  dû  dire  à  l'endroit  des  "  logarithmes  "  que  pour  ce 
qui  est  du  calcul  deM  caractcriëllqncM  ne§ralivc8  : 

1°  £i*addition  de§  caracteriHtIqncg  negatlveo,  se  fait  en 
prenant  leur  sommo.  Ainsi  :  2  ajouté  à  3  donne  ~ô  ;  de  même 
2.H71654  ajouté  à  3.783415  donne  4.155069,  puisque  l'unité  retenue  sur  la 
somme  des  parties  décimales  des  deux  logarithmes,  diminm  d'autant  la 
somme  des  caractéristiques  négatives,  comme  on  va  le  voir. 

2°  L'addition  d'une  caractcristiqne  positive  avec  une 
négative,  se  fait  en  prenant  leur  différence  et  en  donnant  à  cette  diffé- 
rence le  signe  de  la  plus  grande.  Ainsi  :  6  +  2=4,  5  et  2  donnent  3,  6  et 
2   font  3,    2  +  1  =  1;   de  même,  la  somme  de  5.346854  et  3.268542   est 

2.615396  ;  la  sommede  6.387465  et  21924563  est  5.312028,  car  l'unité  retenue 
sur  la  somme  des  décimales  des  deux  logarithmes,  affecte  d'autant  la  somme 
de  leurs  exposants  ou  caractéristiques. 

3»  l'our  soustraire  un  exposant  négatif;  changez  en  le 

signe  de  —  en  +  et  ajoutez  le  par  les  règles  précédentes.  Ainsi  :  2  -  ¥=  6  j 
6  soustraitde  2  donne  5  et  2,  c.-à-d.  3  ;  5-3=3  +  5  =  2  ;  de  même,  3.246854 
soustrait  de  2.684765  laisse  5.437911  ;  mais  6.765462  soustrait  de  2.346853 
laisse  2.581391,  car  dans  ce  cas  pour  soustraire  la  première  décimale  7  il 
faut  emprunter  1  de  2,  ce  qui  réduit  2  à  3  ;  alors  3  et  5  donnent  2.  Si  l'on 
soustrait  3. 785G31  de  5.684325,  le  résultat  est  3.  etc.,  car  5-  1=6" et  3"ôté 
de  6,  il  reste  3. 

4°  Pour  multiplier  un  lo^arlllinie  avec  un  exposant 
négatif  :  multipliez  la  partie  décimale  ou  fractionnaire  par  les  règtes 
ordinaires,  multipliez  alors  V  exposant  négatif  ce  qui  donnera  un  produit 
négatif  auquel  vous  ajouterez  (par  la  règle  2*)  tes  entiers,  s'il  y  en  a, 
que  vous  aurez  retenus  sur  la  partie  décimale.  Ainsi:  2x6  =  10  et  s'il  y  a 
à  ajouter  par  exemple  2  de  retenue,  le  résultat  est"8  ;  de  même,  2,368646 
X  2=4.737092,  et  3.7856473  x  6  =  14.7138838. 

5"  Pour  diviser  un  logarittame  a  caractéristique  néga- 
tive :  si  la  caractéristiqne  est  divisible  par  le  diviseur,  écrivez  lequotient 
avec  un  signe  négatif  et  divisez  la  partie  décimale  par  les  règles  ordi- 
naires ;  mais  si  V exposant  négatif  n'est  pas  divisible  par  le  diviseur, 
ajoutez  lui  tel  nombre  négatif  qui  le  rendra  divisible,  et  écrivez  en  même 
temps  à  la  gauche  de  la  partie  décimale  du  logarithme  un  nombre  entier  et 
positif  égal  ;,  divisez  alors  séparément  V  exposant  négatif  ainsi,  augmenté 
et  Vautre  partie  du  logarithme,  et  le  premier  quotient  pris  négativement 
sera  la  caractéristique  de  la  partie  fractionnaire  du  quotient.  Ainsi  : 
6  divisé  par  3  =  2  ;    mais  pour  diviser  10  par  3,  ajoutez  2  pour  avoir  r2~et 
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REMARQUES. 


2,  le  premier  nombre  l'i-f'J  donne  4  et  le  dernier  doime  |  ;  donc  le  quotient 

CHt  4  et  ï;  de  même,  6.324684  divisé  par  3,  donne  '1108228^  mais  14.326847 

-f-9  =  (Ï8  +  4.326847)^9  =  2.4807608.  En  ajoutantl  et  4  au  log.  du  dernier 

exemple  on  n'en  altère  aucunement  la  valeur,  puisq'ie  la  somme  de  4   ^*   * 
est  0. 

REin.  II.  La  table  des  cordes  (page  88)  offre  entre  autres  usages  qu'on 
peut  en.  faire,  le  moyen  le  plus  exact  de  décrire  ou  de  faire  un  angle  d'un 
nombre  donné  de  degrés  et  minutes,  et  même  (par  une  simple  règle  de  pro- 
portion) de  secondes,  etc.  Cette  table,  avec  celle  des  arcs  de  cercle  qui  la 
précède,  permet  aussi  de  comparer  et  de  calculer  les  longueurs  respectives 
des  côtés  d'un  triangle  sphérique  considéré  comme  rectiligne  ou  d'un 
triangle  rectiligne  considéré  comme  sphérique. 

Rfim.III.  La  table  des  Oiviseiirset  JTIiiltiplinateiirs  Reci- 

prOQUeM  est  très  utile,  en  ce  que  à  son  aide  l'on  peut  de  suite  rem- 
placer un  diviseur  par  un  multiplicateur,  ou  en  d'autres  termes,  changer 
une  division  en  une  multiplication  qui  produise  le  même  quotient  ou 
résultat;  ou,  si  l'on  veut,  une  multiplication  en  une  division  qui  donne 
le  même  produit,  Soit  par  exemple  à  diviser  53739173  ptr  250,  le  réci- 
proque du  diviseur  250  est  le  multiplicateur  .004,  et  en  ettetc'est  la  même 
chose  de  multiplier  le  nonibre  donné  par  .004,  ou  de  le  diviser  par  250> 
tandisque  le  calcul  à  faire  est  bien  plus  simple  et  plus  court  dans  le 
premier  cas  que  dans  le  second,  puisqu'il  suffit  de  multiplier  par  4  et  de 
retrancher  dans  le  produit  trois  chift'res  pour  décimales.  Soit  encore  à 
diviser  par  885  un  nombre  entier  quelconque  suivi  de  décimales,  le  réci- 
proque de  885  est  .001129944  ou  .00113  à  très  prés,  on  multipliera  donc 
par  .00113  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  par  113  pour  séparer  ensuite 
autant  de  décimales  qu'il  y  en  a  tant  dans  le  multiplicande  que  dans  le 
multiplicateur.  Si  dans  le  dernier  exemple,  le  diviseur  était  8850  ou 
88500,  etc.,  il  est  clair  que  le  multiplicateur  réciproque  serait  alors 
.000113  ou  .0000113  etc.,  suivant  le  cas;  et  si  le  diviseur  était  au  con- 
traire 88.5,  8.85,  .885,  .0885,  .00885,  etc.,  le  multiplicateur  correspant 
deviendrait  .0113,  .11.3,  1.13,  11.3  ou  113,  etc  ,  suivant  le  cas.  Si  le 
diviseur  excède  1000,  on  le  trouvera  néanmoins  assez  souvent  ou  à  très 
près  dans  la  colonne  des  réciproques,  ainsi  pour  1032,  l'on  prendra 
1031992  qui  lui  est  égal  à  très  près  et  dont  le  multiplicateur  correspon. 
dant  est  969,  c.-à-d.  9.69  puisque  le  réciproque  est  1032  au  lieu  de. 001032. 
Si  le  diviseur  donné  était  1383,  son  réciproque  serait  à  très  près  7.23, 
un  diviseur  13830  donnerait  pour  multiplicateur  .723  à  très  près,  et  ainsi 
de  suite. 


PESANTEURS  SPÉCIFIQUES 


DE   DIVERS  COnrS  ou  SUBSTANCES. 


DICTAUX. 

Acier j 

Alliage  pour  caractèri 

(l'imprimerie 

Aiitimuiiie  lorulii 

Argent  pur  fondu. . 

Argent  battu 

Arsenic  Ibndu  .... 
liisniuth  fondu. . . . 
Cobalt  fondu 

Cuivre  natif. 


Cuivre  (rouge)  fondu.  \ 

Cuivre  (rouge).  Fil  de 
Cuivre  (rouge)  laminé. 
Cuivre  jaune  (Laiton). 
Etain  fondu 


Etain.     Potier  d'. 


Fer  en  barre. 


Fer  fondu 

Fonte 

Iridium  battu 

Mercure  (Vif argent). 

Nickel  fondu 


Or  forgé  ou  battu.. 
Or  pur  tondu  (24  carats) 
Or  M)onnayé  (22  carats) 
Or  de  bijouterie  (20 
carats) 

Or  natif 


Platine  pur 

Platine  forgé. . . . 
Platine.  Fil  de. 
Platine  laminé.. 


Platine  natif. 
Plomb 


Potassium . 


Zinc  fondu,  . 
Zinc  laminé 


Sodium 


Poids 
spéci- 
fique. 

7.HI0 
7.H70- 


Poids 
d'un  p.  c 
ang.,    en 
liv.,  ar. 


io.4:.o 

G.7«k 
10.474 
10.51(. 
ll.OUl 

8.;uo 

D.«22 
7..Slk 
7.00tJ 
H.ôOt 
1.624 
9.000 
8.87b' 
8.91Ô 
8.a95 
7.2UI 
7.471 
7.60ti 
7.78S 
7.207 
7.0;- 


23.000 
ia.598 
7.807 
8.27'.» 
19.361 
19.258 
17.647 

15.709 

17.000 

19.000 

19.500 

•iO.336 

21.042 

22.069 

15.600 

17.200 

11.325 

11.445 

0.722 

0.865 

6.862 

7.200 

0.865 

0.972 


488 
191. 

653 

368 

654. 

656 

693. 

519. 

613. 

488. 

475. 

531. 

489. 

562. 

554. 

557. 

524. 

455. 

466. 

475. 

487. 

450. 

448. 
1437. 

849. 

487, 

517, 
1210, 
1203, 
1102, 

981 

1062 

1187 

1218 

1271 

1315 

1379 

975 

1075 

707 

715 

45 

54 

428 

450 

54, 

60, 


12 

87 

12 

87 

62 

87 

19 

37 

88 

2 

00 

25 

00 

50 

87 

19 

69 

69 

94 

00 

75 

44 

12 

50 

,87 

.91 

,44 

M 

,62 

,94 

.81 

.50 

.50 

.75 

.00 

12 

31 

00 

00 

81 

.31 

10 

10 

87 

OC 

10 

75 


TERRES,  PIER- 
RES, Etc. 


Agate . 


Albâtre 

Alum 

.\inbre  jaune. 
Ambre  gris. . 
Améthyste... 

\rdoise 


Argile. . . , 
Vrcanson. 
Asphalte . 

Hasalte.. . 


Bitume.  

Borax 

Brai.  Poix 

Brique 

Brique  posée  au  mortier 
Brique  posée  au  ciment 
Caillou-tage,  Blocaille.. 
Carbonate  de  taaux.  î 
Calcaire,  Pierre  à  ch.  l 
Chaux  vive 

ï 

Crp'.c 


Corail 


Cristal  de  roche. . . 

Diamant 

Dolomite 

Eraeraude 

Emeri 

Felspar 

Gypse 

Granité    

Gravier 

Horn-blende J 


Poids 
spéci- 
fique. 

2.350 

2.670 

2.G40 

2.880 

1.714 

1.078 

0.926 

2.760 

2.672 

2.752 

2.000 

2.160 

1.085 

1.070 

2.060 

2.422 

2.864 

1.104 

1.714 

1.150 

2.000 

1.872 

2.000 

2.664 

2.380 

3.180 

1.640 

2.540 

2.860 

2.250 

2.784 

2.580 

2.888 

3.520 

3.550 

2.800 

2.600 

2.775 

4.000 

2.438 

2.800 

1.872 

2.312 

2.614 

2.956 

1.920 

2.700 

3.830 


1Ô3 


Poids 
'un  p. 

c.  ang. 

en  liv. 


165.00 
180.00 


167.00 

172.00 

125.00 

1.35.00 

67.81 

66.87 

128.75 

151.40 

179.00 

69.00 

71.87 

125.00 

117.00 

125.00 

166.50 

148.76 
198.75 
102.60 


140.60 
174.00 


176.00 


152.40 
175.00 
117.00 
144.50 
163.40 
184.75 
120.00 
168.76 
239.40 


î^ 
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/ 


SUITE   DES 

TERRES  ET 
PIERRE§. 

Houille,  (charbon  de 

terre)  

Houille,  anthracite.. 
Jais 

Marbre 

Marbre  statuaire 

Mica 


Nitre ,... 

Pierre  ordinaire 

Pierre  à  paver 

Pierre  à  moulanges .  < 

Pierre  à  razoir  


Pierre  à  fusil,  Silex. 

Pierre  ponce 

Pierre  d'aimant 

Pierre  pourrie  (tripoli). 

Pierre  meulière 

Phosphore 

Plombagine 

Porcelaine 

Porphyre 

Quartz 

XwU  UlS  •••■•««••••• 

Sable 

Sanguine 

Sel  gemme.. 

Schiste 

Serpentin.    Marbre.  } 

Souffre  fondu 

Souft're  natif. 

Terre  ordinaire 

Tourbe 

Verre j 

DITER§. 


Beurre 

Camphre...  . 
Cire  d'abeilles. 


PoidB 

Hpéci 

fique. 

1.250 

1.870 

1.800 

1.300 

2.G50 

2.85H 

2.8;{7 

2.546 

2.934 

1.900 

2.r)20 

2.410 

2.484 

2.502 

2.876 

2.580 

2.664 

0.606 

0.915 

4.930 

1.980 

2.413 

1.714 

1.987 

2.400 

2.385 

2.452 

2.972 

2.624 

3.750 

4.283 

1.520 

2.660 

2.250 

2.600 

2.264 

.3.000 

1.990 

2.033 

1.520 

2.000 

0.600 

1.329 

2.640 

3.330- 


0.940 
0.989 
0.966 


Poide 
l'un  p. 
c.  an^. 
on  liv. 

78.10 

85.  GO 

112.50 

165.60 
178.60 
177.31 


157.50 
151.00 
155.20 
156.40 
179.75 
161.25 
166.50 


168.10 


153.25 
186.75 
164.00 
234.37 

95.00 


162.50 

141.50 

187.20 

124.27 

127.12 

96.00 

125.00 

37.50 

8.3.12 

166.00 

208.12 


58.12 
60.37 


SUITE   DES 

DIVERS. 

Cire 

Caoutchouc ■ 

Corne 

Colle  (le  poisson 

Drcclie 

Glace 

Cionuiic  arabique. . . . 

lloinnies  vivants. . . . 

Indigo 

Ivoire 

Livres  reliés 

Neige  nouvelle 

Neige  compacte 

Opuun 

Os  de  beuf 

Poids  blancs 

Poudre  à  tirer,  com- 
pacte  

Pour  à  tirer,  non 
compacte 

Sainiioux 

Sucre  blanc 

Sucre  canne 

Suif 

EiqVIDES. 

Alcool  absolu 

Acide  sulphurique. . . 

Acide  nitrique 

Acide  citrique 

Bitume  liquide 

Bière  


Cidre  

Eau  Glacée 

Eau  distillée  à 40"  C. 
Eau  distillée  à  0**  C . . 

Eau  de  mer 

Eau  de  la  mer  morte . . 

Esprit  de  preuve 

Essence  de  citrons. . . . 
Essence  de  thérébentine 

Ether  sulphurique 

Goudron 

Huile  de  thérébentine. 

Huile  d'olive 

Huile  de  lin 

Huile  de  castor 

Huile  de  baleine 


Poil  1  H 
Hjiéci- 
ilque 

0.897 
0.'J.i5 
1.H40 
1.111 
1.200 
0.950 
1.452 
0.891 
1.009 
1.824 
0.690 
0.08H 
0.440 

i.3;u; 

1.600 

0.808 

1.745 

0.922 

0.947 
1.006 
1 .503 
0.942 


0.792 
1.840 
1.271 
1.584 
1.034 
0.848 
1.020 
1.050 
1.018 
1.001 
1.000 
0.999 
1.028 
1.225 
0.917 
0.852 
0.870 
0.716 
1.015 
0.792 
0.915 
0.940 
0.970 
0.923 


l'OKlH 

d'un  p. 
c.  ung. 
cti  liv. 

56.06 


75.00 
59.37 


43.10 

5.50 

27.50 


50.50 

57.62 
59.19 

58.87 


00 

o 


^ 


01 

12 
aj 


a 


O 

«H 

S 

o 


PESANTEURS  Sl>ÉCIFIQUES. 


105 


Poids 
tl'un  p. 
c.  urig. 
en  liv. 

56.06 


75.00 
51).;J7 


43.10 

5.50 

27.60 


50.50 

67.62 
69.19 

58.87 


00 

o 


c(3 


Huile  de  naphte. 
Lait  de   foininc. . 


18 


<V 

S" 

> 

s 

s 
o 


"o 
a, 
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Lait  de  vache,   etc . 

Miel 

Mélasye  (treacle^. 

Mercure 

Porter , 

Urine  d'homme. . . 
Sang  humain , 


Vinaigre 

Vin  de  Bordeaux. . 

Vin  d'Oporto 

Vin  d(  Madère. .  . . 
Vin  de  Bourgogne. 
Air  atnjosphérique. 


FI.VIDE8AEKI- 
FORiUES. 

Air  atmosphér.  étant. . 
Gaz  acide  carbonique. . 
Gaz     hydrogène     sul- 

phuré 

Gaz  oxygène 

Gaz  nitrogène 

Vapeur  d'eati 

Gaz  hydrogène 


BOI§. 

Acajou,  Honduras . . 
Acajou,   Espagnol . . 

Avelinier 

ivert 
demi-sec 
sec 
Brezillet.  Bois  de  Brézil 

Buis,  Français 

Biis,  de  Hollande 

Buis,  sec 

Campèche.     Bois  de.. 

Cèdre,  Américain 

Cèdre  de  Palestine .... 
Cèdre  Indien 

{vert 
demi-sec 
sec 
Cerisier 

{vert 
demi-sec 
sec 

Châtaignier j  ^^^^^ 


0.447 
1.020 
I.M32 
1.040 
1.450 
1.290 
13.598 
1.011 
1.011 
1.054 
l.OOl) 
1.034 
0.994 
0.997 
1.03H 
0.991 

o.ooi; 


1.000 
1.520 

1.191 

1.104 
0.969 
0.624 
0.069 


0.560 
1.063 
0.852 
0.600 
0.998 
0.791 
0.630 
1.031 
0.912 
1.328 
1.030 
0.913 
0.560 
0.596 
1.315 
0.812 
0.674 
0.470 
0.715 
1.024 
0.912 
0.816 
0.966 
0.603 


o 


t 

HT 

c4 


4» 


4* 

s 

m 

'l 
u 

s 

O 
P4 


35.00 
66.44 
53.25 
37.50 
62.40 

4r'.80 

39.40 
64.44 
57.00 
83.00 
64.37 
57.06 
35.00 
37.25 
82.19 
57.00 
42.14 
29.40 
44.68 
64.00 
67.00 
51,00 
60.40 
37.70 


CUêiie  Aiigl. 


<'liôii«*,conHt. 
lie  navire. . 


vert 

d   ini-flec 

rtCO 

sec 
demi-sec 

sec 

riiêite  Agé  de'60 

Clu  (*<•  Canadien 

Chêne  Dantzic 

Citroimier 

Cocotier 

Coudrier 

C      vert 
Courbaril..  ^denuHec 

sec 

Cyprès,  Espagnol 

Ehène,  Américain  — 

Ebène,  Indien 

Ebénier.   Faux 


vert 
sec 


vert 
sec 


Epinette 

Erable 

Erable 

Frêne 

Frêne 

Gaïac.  (Lignum  vitae). 

Genièvre 

Grenadier 

Îvert 
demi-sec 
sec 

Hêtre 


Houx 

If,  Hollandais 

If,  Espagnol 

Jasmin,    Espagnol 

Laurier 

Lentisque 

Liège 

Limonier  et  Cognassier. 

C     vert 
Merisier....  <  demi-sec 

(      sec 
Merisier  de  60  ans,  sec. 
Munièr,   Espagnol .... 
Néflier 

Noyer  Anglais. 

Noyer  Français 

vert 
sec 


sec 


Orme  dur. 


1.218 
l.O.vl 

o.h:m 

1.2HS 

1.074 

O.HlM 

1.170 

0.H72 

0.760 

0.726 

1.040 

0.(>06 

1.013 

0.902 

0  771 

0.644 

1.332 

1.2i0 

0.834 

0.476 

0.715 

0.990 

0.818 

0.750 

1.038 

0.797 

0.600 

0.845 

1.333 

0.556 

1.354 

1.046 

0.906 

0.722 

0.696 

0.852 

0.763 

0.788 

0.807 

0.770 

0.822 

0.849 

0.240 

0.705 

1.046 

0.898 

0.722 

0..578 

0.897 

0.944 

0.941 

0.749 

0.671 

1.120 

0.781 


76.13 

ti.').90 

:>2.13 

HO. 50 

67.12 

.")1.I0 

73.12 

.54.50 

47.50 

45.37 

65.00 

37.87 

63.30 

56.40 

48.40 

40.25 

83.25 

75.62 

52.11 

29.70 

44.68 

61.90 

51.15 

46.87 

64.90 

49.80 

37.50 

52.81 

83.31 

.34.75 

84.62 

65.40 

56.60 

45.10 

43.50 

53.25 

47.70 

49.25 

50.44 

48.12 

51.37 

53.06 

15.00 

44.06 

65.40 

56.60 

45.10 

36.13 

56.06 

59.00 

58.80 

46.80 

41.94 

70.00 

48.80 
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h 

I 


BI'ITE   I»K3 

BOIN. 

Orme | 

Oranjtor 

Olivier  

Plutaiic sec   ( 

Pt'"P''<îr    I  VJii 

(     vert 

Peuplier  noir  <ilorni-Hec 
(      Kec 

Peuplier  de  Loiiil».  i-ec. 

Pin  blunc  du  Catm.  ppc 

Pin,  blanc 

Pin, jaune 

Pin,   vert 

Pin,  sec 

Poirier. 

Poiiunier 

Prunier 

Seringat 

Saule    

Sureau 

(  vert 
Sycomore. .  »  <  den)i-,sec 

(     sec 

C  vert 
Tremble.  •  "  \  demi-sec 

(     sec 

Teck 

Tilleul 

Vigne 

BOIS  DU  CA- 
NADA. 

Bois  blanc 

Bois  dur 

Bouleau 


P..id^ 

Hpoi;i 

n(|U(>. 

o.r>.i2 
o.r.70 
o.ior, 

0.927 
0.040 

o.7;i(; 
o.!):i;? 
o.r>i!) 

0.!)74 
0.G74 
0.401 
0.3M4 
0.404 
0.4!)0 
0..')12 
0..').'>0 
0.000 
0.804 
1.184 
0.400 
0.0 ')0 
0.001 
0.7!)3 
0.785 
4.09Î) 
0.585 
0.077 
1.024 
0.890 
0.708 
0.874 
0.05.3 
0.540 
0.744 
0.800 
0.004 
1.327 


.435 
.791 
.649 


Poidf» 
d'un  p. 
c.  a\ifi 
Ofl  liv. 

3:{.87 
41.87 
44.00 
57.94 
40.00 
40.00 

.w^-io 

;fS.70 
00.90 
42.i;{ 
29.00 
24.00 
29.00 
30.02 
32.00 
34.37 
41.25 
54.00 
74.00 
31.00 
41.00 
41.31 
49.56 
49.06 
C^'  ?4 
30.56 
42.30 
04.00 
56.00 
48.00 
54.00 
40.80 
34.10 
46.50 
53.75 
.37.75 
82.94 


27.2 
49.6 
40.6 


SIMTË   DKS 

UOtH  nv  CA- 
IVADA. 

f'èdre  rouge 

("édre  blanc 

(\'ripier  rouge 

('erisier  à  grappes.. . 
('hâtaiginer 


(Miêne  blanc. 


(Miêne  rouge. . .. 
(îliênc  pi(iué. . .. 
l'ipinette  noire. . . 
'i  pi  nette  rouge.. . 

'>abledtir 

Krable  tendre. . . 
Krable  piqué. . ,  - 
Frêne  h  ranc. ... 

Krêne  gras 

Frêne  a  baleines. 

Hêtre  rouge 

.Merisier  blanc. . . 
Merisier   rouge.. 


Noyer  dur. 


>foyer  noir. 


ï^'oyer  tendre. . 

Orme  dur 

Orme  gris 

Orme  gras..    , 
Orme  tendre . . 

Peuplier 

Pin  blanc 

Pin  jaune 

Pin  rouge 

Plaine 

Pruche 

Sapin 

Saule  noir 

Sycomore 

Tilleul 

Tremble 


Poiiln 

Hpéci- 
fiquc. 


.525 

.357 
.582 
.015 
.400 
.087 

à 
.718 
.500 
.022 
.470 
.071 
.815 
.742 
.070 
.073 
.489 
.008 
.780 
.080 
.602 
.029 

à 
.728 


à 

.598 
.423 
.708 
.601 
.408 
.520 
.324 
.374 
.600 
.402 
.586 
.345 
.401 
.431 
.494 
.337 
.448 


Poidrt 
d'un  p. 
c.  ang. 
on  liv. 

32.8 
22.3 
30.4 
38.5 
28. 7 
43.0 

44.9 
.35.4 
38.9 
29.7 
42.0 
51.0 
48.9 
42.3 
42.0 
30.5 
41.7 
48.8 
42.5 
37.6 
39.4 

45.6 
35.8 

37.4 
26.5 
48.0 
37.6 
25.5 
32.5 
20.3 
23.4 
31.2 
25.1 
36.6 
21.6 
25.0 
27.0 
30.9 
21.0 
28.0 


REMARQUES. 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  que  pour  plusieurs  corps  ou  substances 
dont  on  donne  ici  le  poids  d'un  pied  cube  et  la  pesanteur  spécifique,  ces  poids 
ne  sont  que  des  moyens  plus  ou  moins  approximatitt). 

En  ettet,  l'on  comprend  que  pour  ce  qui  est  des  métaux,  ces  corps,  sous  le 
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il'iin  p. 

on  liv. 
32. H 

2H.7 

4i.l> 
:{û.4 
.■{H.t» 
2!).  7 
42.0 

r.i.o 

48.1) 
42.3 
42.0 
30.5 
41.7 
48. H 
42.5 
37.6 
3'J.4 

45.5 
35.8 

37.4 
26.5 
48.0 
37.6 
25.6 
32.5 
20.3 
23.4 
31.2 
25.1 
36.6 
21.5 
25.0 
27.0 
30.9 
21.0 
28.0 


luniiiioir  ou  le  marteau,  peuvent  ne  conderiner  ilu  niuniére  h  ujduter  riotutn» 
inont  ii  leur  poidn  no\ih  un  niétnc  volume. 

Il  en  ent  uiiiHi  tl'uiitri'M  fubutuncen,  telles  que  la  terre  ordinaire,  In  nei;;e,  lu 
farine,  le  plâtre,  ete.  dont  le  p<»id8  viirienv  néeesHairtinenl  en  ruisun  du  pluH 
ou  moins  de  eomprcHninn  ù  laquelle  on  les  aura  a>njeltieM. 

Le  poids  du  grain  vuriv  lieaucuup  en  raison  de  su  ipudilé. 

Len  huis  atlectent  aussi  des  pe<ianteurs  liien  dillcrenle^,  nuivant  qu'il»  Hont 
plus  ou  moins  hccm  et  suivant  (pie  leséchanlilloiis  qui  ont  servi  il  déterminer 
CCS  poids  sonf  do  groH  ou  de  petit  calibre,  ("est  (H-  ipii  e.\pii<pu'  les  pesan- 
teurs i!nnq)arativement  petites,  deH  boifl  du  (!an.'iila  (pTcin  a  établies  sur  den 
ccbuntilloiiH  secs  île  15  ans  et  n'ayant  (jne  V  x  6"  x  1",  ceux  mêmes  (pii  ont 
été  expédiés  à  Londres  lors  de  l'exposition  de  IH'il.  FI  suit  de  ce  cpie  Ton 
vient  do  dire  que  suivant  que  l'on  voudra  évaliu-r  le  poids  d'une  meniiiserio 
ou  d'une  cbarponterie,  l'on  «e  servira  des  moindres  uu  des  plus  grandes  p«- 
«antcurs  qu'atlectent  les  buis  à  eutimer. 

N.  IL  Comme  le  grain  est  d'ordinaire  coté  au  minot,  il  est  utile  de 
savoir  au  besoin  que  : 

1".  Le  ndtuit  français  du  Canada  est  (à  utic  fraction  prés)  de  2330  poucea 
cubes;  or  233'J  ^  1728  (nombre  de  pouces  dans  un  pied  cul)e)-  1.3Ô3.")H71M)3 
ou  Ij  près;  d'où  il  suit  qu'en  multipliant  \iii  iiondjro  donné  de  minot» 
français  par  1.35  (etc.,  suivant  l'exactilude  voulue)  un  aura  le  nuiid)re  cor- 
ror'pondant  do  pieds  cubes  anglais. 

2".  De  môme,  le  niinut  anglais  du  Canada  est  de  2150.42  poiices  cubes  ; 
divisant  par  1728,  on  a  1.24445602  ou  1^  prés;  d'uù,  on  réduira  les  minots 
anglais  en  pieds  cubes  anglais  en  les  multipliant  ]>ar  1.24  etc. 

iJ"".  L'opération  inverse,  c.-àd.  la  réduction  de  pieds  cubes  anglais  eu 
minots  français,  se  fera  on  nmltipliant  par  .7387772552  ou  par  .74  prés. 
puis(pio  1728— 2339  .--=.73  etc. 

4*^.  Et  l'on  convertira  en  minots  anglais  un  nombre  donné  do  pieds  cubes 
anglais  en  multipliant  ces  derniers  par  .803503955  ou  par  .8  prés,  car  1728 
-^2150.42=r■,8  otc. 

5^.  Le  gallon  à  vin  est  de  231  pouces  cubes  anglais,  ce  qui  permettra  de 
réduire  au  besoin  un  nombre  donné  de  gallons  il'un  liquide  quelconque  en 
pieds  cubes,  ou  vice  versa. 

Voici  encore  quelques  données  qui  peuvent  faciliter  la 
comparaison  et  traduction  des  mesures  anglaises  et 
fï:unçaises. 


Mesures  linéaires. 

1  p.  fr.  vaut  1.066  près  pieds  anglais. 
lp.fr.     "    1.616    "    chaînons  de  Gunter. 
1  inôtre    "    3.078    "    pi<.d8  français 
1  mètre    ««    3.281    "       "    anglais. 
1  mètre    "    4.971     "    chaînons  de  Gunter. 
1  chaînon  Gunter  vaut  9.66    pieds  anglais. 
1  arpent  (180  p.  fr.)  "  191.836    "    anglais. 

Mesures  de  superficie. 

1  p.  c.  fr.  vaut  1.136   près  pieds  anglais. 
1  p.  0.  fr.    "    2.607 il     <<    ohatnons  Gunter. 
1  mètre  c.  "    9.477      "    pieds  français. 
1  mètre  c.  "  10.764      "        "    anglais. 
1  mètre  o.  "  24.711      "    chaînons  Gunter. 
1  acre  (ang.)   vaut  43,660   pieds  anglais. 


Mesures  de  superficie. 


1  a«ve  (ang.) 
1  arp.  c.  (fr.^ 
1  arp.  c.  (fr.) 
1  arp.  0.  (fr.) 
1  chaînon  c.  Ù, 


38,351  pieds  français. 
32.400     •<     français. 
36,800|   "     anglais. 
84,483    <«  chaînons  O. 
0.4356    "      anglais. 


Mesures  cubiques  ou  de 
capacité. 

1  p.  0.  fr.  vaut  1.2106  près  pieds  anglais. 
1  mètre  c.  "    29.17386  "      ««      français. 
1  mètre  c.  "    35.31606  "      "    anglais. 
1  mètre  c.  "      1.30796  "      "    verges. 
72  p.  0.  fr.  "    87.16626  pieds  cubes  anglais 
une  toise  de  maçonnerie. 
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POIDS  JVUN  PIED  CUBE 


anglais,  de  divers  oorps  ou  substunoes,  en  liv.  aVc 


IHETAUX. 


livrep 


M. 


A 


Acier 490 

Argent 657 

Cuivre  (rouge) 649 

Fer  tbodii 4f)0 

Fer  battu   480 

Laiton  (cuivre  jaune) 623 

Mercure  (vif-argent) 850 

Or.   1200 

Platine 1380 

Plomb    710 

Sodiunw. 61 

Zinc 450 

PIERRES  ET 
TERi!iES. 

Ardoise 172 

Argile   (glaise) 126 

Asphalte 145 

Brique  sèche 120  à  130 

Brique  saturée  d'eau., .   130  à  140 

Brique  posée  au  mortier 117 

Bri(|ue  posée  au  ciment 125 

Caillou 167 

Chaux  vive 103 

Craie. 140   à.  166 

Ciment  et  plâtre  en  poudre ....  85 

Ciment  et  plâtre  e»  tuile 120 

Dalle.s  à   paver 1 50 

Dolomite  (calcaire  magnésien).  175 

Glaise  (argile) 125 

Granité  163  à  186... 166 

Gravier 120 

Grés 160  à  170 

Gypse  (sulp.  de  chaux).  ..117  à  146 

Houille 78  à  86 

Houille  Anthracite 113 

Marbre  166  à  178 170 

Pierre  ordinaire .^ 167 

Pierre  rétractaire :  ^(7  à.  1 94 

Pierre  de  Montréal (  169 

Do.  de  Deschambault <  '  à' 

Do.  delà  Pointeau-Tremble.  (  170 

Pierre  du  Cajp-Rouge 167 

Pierre  noire  cfe  Québec 170 

Pierre  de  l'Ange  Gardien...)  ,.. 

Pierre  du  Cliâteau-Kicher. . .  J  ^^^ 

Sable 95 

Terre  ordinaire 96  à  125 

Tourbe ...37  à  83 

Tuile 136 

Acajou,  H«Qdaroa. 36 

Acajou,  E6pagaol...v. .......    63 


Bouleau 40  à  45 

Cèilre  blanc 26 

Chêne.     43  à  62 

Epinette 30  à  42 

Erable 42  à  51 

Frêne 35  à  47 

Hêtre 43  à  49 

Liège 15 

Merisier 36  à  45 

Noyer  noir .37  à  46 

Noyer  tendre 27  à  36 

Orme 35  à  48 

27à  36 


'm. 


D1TEU8. 

Arcanson 68 

Avoine 24  à  29 

Blé 46  à  48 

Blé  d'Inde 41 

Ca.«îsonade 53 

Café  vert 43 

Drèche 76 

Farine 47 

Graine  de  lin 42 

Gruau 46 

Glace.  69 

Livres  reliés 43  à  50 

Mélasse 80 

Neige   nouvelle 6  à  6 

Neige  compacte 27  à  33 

Orge 37  à  39 

Orge  perlé 63 

Pois 48  à  53 

Poudre  à  tirer 58 

Riz 63 

Savon 67  à  T2 

Sel 67 

Sucre  d'érable 83 

Suif. 59 

Thé 15  à  21 

L.I<(VIDES. 

Alcool 49i 

Bières 63  à  66 

Eau 62i 

Eau  de  mer 64^ 

Huiles 53à  60 

Vins 62  â  65 

FliUïïDKiS    AERI- 

rORMES. 

onces 

Air  atmo«^hérique 1.286 

Gaz  acide  carbonique 1.966 

Oftz  hydrogène 0.088 


BE 

inoes,  en  liv.  av. 

40  à  45 

ic 2(5 

43  à  61i 

30  à  4i! 

42  à  51 

35  à  4T 

43  à  49 

16 

•   36  à  45 

f 37  a  46 

Ire 27  à  35 

36  à  48 

27à  35 

>1VEUS. 

68 

24à   29 

46  à  48 

41 

63 

43 

76 

47 

in 42 

-     ......   46 

, , 59 

3 43  à  60 

80 

'elle 6  à     6 

acte 27  à  33 

37  à  39 

63 

48  à  63 

■er 58 

63 

67à  72 

•• 67 

)le 83 

59 

••........"."..is  à  21 

GUIDES. 

49i 

63  à  66 

..^ 62i 

64i 

■ 53  à  60 

62à  65 

»k:§  auri. 

»RME8. 

,  ..  onces 

^"que 1.286 

rbonique 1.956 

°« 0.088 


/ 


/ 


I 


